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Chapitre I

Séries de Fourier

1 Introduction
Pour p € N*, on note LP(T) I'espace des (classes de) fonctions mesurables sur R, 1-

périodiques (au sens ou f(z + 1) = f(z) pour presque tout x € R) et de puissance p-ieme
intégrable sur [0, 1], que I’on munit de la norme naturelle

Il = ([ 1P ar)"”

(Par T on désigne le « tore » R/Z.) Lespace L>°(T) est celui des (classes de) fonctions essen-
tiellement bornées, muni de la norme

| fllLoe(r) = sup essxe[07l]|f(a:)| .

On remarque en particulier I'inclusion LP(T) C L'(T) pour tout p > 1 (conséquence de
I’inégalité de Holder, sur 'intervalle borné [0, 1]).
Si f € L'(T), on définit ses coefficients de Fourier par

1
(L.1) cn(f):/ f(x)e '™ dx, nezZ.
0

La « suite » (indexée par Z) des coefficients de Fourier (¢, (f)),cz est bornée :
len(f)] < || fllzr¢ry, pourtoutn € Z.
Autrement dit, les coefficients de Fourier définissent une application linéaire continue :

LYT) — (=(Z)
f = (en(f))nez

de norme au plus 1, et en fait €gale a 1 (atteinte pour la fonction constante égale a 1). On montre
méme plus précisément que cette application est a valeurs dans le sous-espace des suites tendant
vers zéro, ce qui est I’objet du lemme de base suivant.
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6 CHAPITRE 1. SERIES DE FOURIER

Lemme 1.1 (Riemann-Lebesgue)
Pour tout f € L'(T), on a

lim ¢,(f) = 0.

In|—o00

Démonstration : On observe que pour tout n € Z*,

1 .
wlf) == [ fat ) e an,

Ceci vient du changement de variables * +— x + 1/(2n) et du fait que la fonction =
f(x) e~ 297N est 1-périodique. On peut donc aussi écrire

1
en(f) = ;/0 () = fla+ &) o217 da,

d’ou la majoration

len(A) < 51 F =Ty f o -
ot T (2, désigne I’opérateur de translation par 1/(2n) en z. Si ’on note plus généralement
Tof : x +— f(x + a), on montre que

Clg% If = Tafllprymy = 0,

quel que soit f € L'(T). Ceci est immédiat pour une fonction f continue, par passage 2 la limite
dans I’intégrale sur le compact [0, 1]. Dans le cas général f € L'(T), cela résulte de la densité
des fonctions continues dans L' (T) (conséquence du théoréme de Lusin, voir par exemple Rudin
[4, p. 66]) et de I’invariance de la norme L!(T) par T,, quel que soit a € R. |

Ainsi, en notant Cy I’espace des suites indexées par Z tendant vers zéro a I’infini, muni de
la norme du sup, I’application

fI Ll(T) — Co
/ = (en(f))nez

est linéaire continue de norme 1 (encore atteinte pour f = 1). Elle est de plus injective, c’est-a-
dire que si f € L'(T) est telle que ¢, (f) = 0 pour tout n € Z, alors f = 0 presque partout. Pour
le démontrer, c’est a nouveau plus facile (bien qu’un peu technique) dans le cas d’une fonction
f continue (voir par exemple [2, pp. 40-41]). Le cas f € L*(T) se déduira de I’identité de
Parseval (théoréme 1.3 ci-apres). Le cas général f € L'(T) se rameéne au cas d’une fonction
continue en faisant appel a des propriétés assez fines de I'intégrale de Lebesgue. L’idée, pour
une fonction f € L'(T) dont tous les coefficients de Fourier sont nuls, est de considérer une
« primitive » bien choisie, et plus précisément :

Fla) = /O F#)dt + e,

la constante ¢ étant choisie pour que fol F(z)dz = 0 (ce qui donne ¢ = [/ (t — 1) f(t)do).
Puisque ¢o(f) = fol f(z)dx = 0, la fonction F' est 1-périodique, donc elle appartient bien a
L(T). Elle est de plus continue, et méme dérivable presque partout [4, p. 158] et

F'(x) = f(z), pour presque toutz € [0,1].
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Par suite, on peut intégrer par parties dans la définition de ¢, (f) et ’on trouve que pour n € Z*,
cn(F) = cu(f)/(2imn) = 0. Comme de plus co(F) = fol F(z)dx = 0, on en déduit que F’ est
identiquement nulle, et donc que f est nulle presque partout.

On appelle série de Fourier d’une fonction f € L'(T) la série formelle

E Cn esznaz?
n

sans présager de sa convergence. On notera

N
SN(f): T = Z Cn e2i7rna:
n=—N

les sommes partielles de cette série pour tout N € N : ce sont des fonctions bien définies
R — C, appartenant a LP(T) quel que soit p € N*, faisant partie de ce que I’on appelle les
polynomes trigonométriques.

2 Théorie hilbertienne

On observe que L?(T) est un espace de Hilbert pour le produit hermitien

1
o9) = [ f@) 5@ o
0
naturellement associé a la norme || - || z2(r) :

1 fllz2ey = (5 £
D’autre part, si f € L?(T), alors nécessairement f € L'(T) et
||f||L1(T) < ||f||L2(1r) .

Comme on I’a déja fait remarquer, c’est une conséquence de 1’inégalité de Holder, et plus
précisément ici de I’'inégalité de Cauchy—Schwarz :

flom = [ 1r@lar < ([ u@ra)™ ([ 1a)" = i,

Par conséquent la formule (I.1) permet de définir les coefficients de Fourier de toute fonction
f e L*T).

Une observation cruciale pour la suite est que la famille (f,, : = — €2'™"%), 7 est ortho-
normale dans L?(T). On vérifie en effet par le calcul que

| fullczery = 1 et (fa, fr) = 0 quels que soient n et k avecn # k.

Grace a cette propriété on a le résultat suivant.
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Théoreme 1.1 (Inégalité de Bessel)

Pour tout f € L*(T) et pour tout N € N,

(1.2) ISn(Nlezery < (1 llz2ery -

Démonstration : Par définition, on a
SN(f) = Y i fu) s
[n|<N
d’ou
(SN(f), f—=Sn(f)) =0
et par suite
£ 2ery = 1SN (A)l72ery + I1f = SN F2ey - n

Remarque 1.1

Si g est un polyndme trigonométrique, c’est-a-dire une somme finie d’éléments de la famille,
il existe Ny tel que pour tout N > Ny, Sn(g) = g¢.

Théoreme 1.2
Pour tout f € L*(T),

i ISw(f) = fllze = 0.

Démonstration: Soient f € L?(T) et ¢ > 0. Par densité des fonctions continues dans L?(T)
(conséquence du théoreme de Lusin, voir par exemple a nouveau Rudin [4, p. 66]), il existe fj
continue et 1-périodique telle que

If = follLe(my < /4.

Cette application continue 1-périodique fj induit une application continue Fp sur le cercle
unité C telle que

0
fo(l’) = Fo(e zwz) .

D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, 1’application Fj est limite uniforme de fonctions

polyndmiales sur le compact C. On en déduit que fy est limite uniforme de polyndmes trigo-

nométriques sur ’intervalle [0, 1]. En particulier, il existe un polyndme trigonométrique g tel
que

sup [lfo — gll < £/4.
1

)

Par I’inégalité triangulaire,
ISN(f) = fllzzery < IIS8(f) = Sn(@lz2ery + [1IS8(9) = gll2emy + If = gll2(my <
20lf = gllzzr) + I1Sn(9) — gllz2(r)

d’apres I’inégalité de Bessel (I.2). Or, pour N assez grand, Sy(g) — g = g. On en déduit a
nouveau grace a I’inégalité triangulaire,

1SN (f) = fllzzery < 20f = follzeery + 211fo — gllzzry < €. m
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Théoreme 1.3 (Identité de Parseval)

Si f € L*(T), ses coefficients de Fourier c,, forment une famille de carré sommable et

(1.3) Z |Cn|2 = ||f||%2(1r)-

neL

Démonstration : D’apres le théoreme 1.2,
Nliffoo 1SN (Fll2ery = Il () -

Or grace a I’orthonormalité de la famille (e2?™" %), <7,

1SN (D72 = D leal®

In|<N

Par passage a la limite N — oo on obtient donc immédiatement

> leal® = 11£ 172y -

neL [ |

Remarque 1.2

Inversement, toute suite (c,)ncz, € (*(Z) est la suite des coefficients de Fourier d’une
application f € L*(T) : les sommes partielles >.~__ ¢, €*'™"* forment en effet une
suite de Cauchy dans L*(T) qui est complet, donc convergent vers une fonction f € L*(T),
et

N
<f7 e22'71'm:t> _ Nl—l>r£oo< Z Cp eZiﬂ'nx’eQiﬂmx> = ¢,
n=—N

quel que soitm € 7.

3 Convergence ponctuelle

La théorie hilbertienne peut étre complétée en montrant que, sous certaines conditions, la
série de Fourier d’une fonction converge point par point vers cette fonction, et méme uni-
formément.

Théoréeme 1.4

Si les coefficients de Fourier d’une fonction f € L'(T) forment une famille sommable
(cn(f))nez € L1(Z), alors

i Sx(f) = fllz=m = 0.

En particulier, f admet un représentant continu.
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Démonstration: Si (c,,(f))nez € ¢1(Z) alors la suite des sommes partielles (Sy(f))nen de la
série de Fourier de f est de Cauchy donc convergente dans L°°(T), et méme % (T). Par in-
jection continue de L>°(T) dans L?(T), sa limite dans L>°(T) coincide avec f, sa limite dans
L?(T). Ainsi f admet un représentant continu comme limite uniforme d’une suite de fonctions

continues. [ |

Corollaire 1.1

Si f est une fonction 1-périodique continue et de classe 4! par morceaux (c’est-a-dire
quil existe 0 < xp < ... < 3, < 1 tels que fij, +,,,) Soit de classe ¢! pour tout i €
{1,...,k —1}), alors elle est limite uniforme de sa série de Fourier.

Démonstration : Les hypotheses sur f permettent d’écrire apres intégration par parties dans chaque
intervalle [x;, x; 1], en utilisant la continuité de f aux points x; :

1

—c,(f"), pourtoutn € Z*.
2imn

cn(f) =

Par suite, d’apreés I’inégalité de Cauchy—Schwarz dans ¢?(7Z) et 1’identité de Parseval,

1/2
1 /
Y lealf)l < (Z 4m2> 1Nl 2qm) < +00. .

nez* nez*

Sous des hypotheses plus faibles, on peut montrer la convergence simple des séries de Fou-

rier.
Théoreme 1.5 (Dirichlet)

Si f € L'(T) est de classe €* par morceaux (mais pas nécessairement continue), alors

lim_ Sy(/)(@) = 5 (fw+0) + f(z ~0)

N—+400

quel que soit x, ou f(x + 0) et f(xz — 0) désignent respectivement la limite a droite et la
limite a gauche de f en x.

Démonstration: On a par définition

= 5 [ ey - [ ¥ e

In|<N In|<N

§ : eerny.

In|<N

Notons

Ceci définit une fonction paire, 1-périodique (appelée noyau de Dirichlet) telle que

1
/ Kn(y)dy =1,
0

1/2 0

1
Kn(y) dy = Kn(y) dy = 3
0 —-1/2

d’ot en particulier
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Par suite, en récrivant

1/2
Sn(/f)(x) = /_ f(x—y) Kn(y)dy.

1/2
Sw(f)(a) - LEFOETEZ0
1/2 0
/ (flx—y) f(x—O))KN<y>dy+/ (fz—y) — f&+0)) Kn(y)dy =
0 ~1/2

1/2
/0 oy) Kn(y)dy,

ou
0(y) == flx—y) + fle+y) — f(x—-0) — f(z+0), y>0.

D’apres les hypotheses sur f, la fonction ¢, est bornée sur |0, 1/2], prolongeable par continuité
en 0, et la fonction prolongée est de classe €’ sur [0, u] pour u > 0 assez petit : cette derniére
propriété va permettre de compenser le probleme présenté par

sin(( 2N +1)7y)

Enly) = sin(my) ’

a savoir que
lim Ky(y) = 2N +1 — +oo, lorsque N — +00.
>
y=0
On montre d’abord que pour tout ¢ € L(T), pour tout u €]0,1/2],

1/2
yim [ ely) En(y)dy = 0.

En effet, pour ¢ € LY(T) et u €]0,1/2], la fonction ¢ : y Lju,1/2)(v) w(y)/ sin(ry)
est le produit d’une fonction bornée par une fonction intégrable, elle est donc intégrable sur
[0, 2] (on choisit 2 car c’est la période de y +— sin((2N + 1) wy)). Il s’agit de montrer que
f02 Y(y) sin((2N + 1) my) dy tend vers zéro lorsque N — +oo. Ceci releve des mémes argu-
ments que la démonstration du lemme de Riemann-Lebesgue : en prolongeant i en une fonction
2-périodique, on a

2 2
| vt sin(@N = Dmpay = 5 [0 = o+ 1/@N -+ 1) sing2N + 1) w9)

d’ou

2 1 2
[ v smen «nmna| < 5 [C16 - Bavammla.
0 0

ce qui tend vers zéro lorsque N — oo.
En particulier, en appliquant ce qui précede a ¢ = ¢,, on a

1/2
li K dy = 0.
Nim ez (y) Kn(y)dy
Pour montrer que
1/2
lim va(y) Kn(y)dy = 0,

N—+o0 Joy

11
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il reste donc « seulement » a montrer que

u

N ; ¢a(y) Kn(y)dy = 0.

Or on a (pour u > 0 assez petit)

/Ou va(y) Kn(y)dy = /Ou (/Oy o (t) dt) Kn(y)dy =

/0“ (/tu Kn(y) dy) o (t) dt .

En appliquant le résultat vu plus haut a la fonction caractéristique 1y ), avec ¢, u €]0,1/2],
t < u, on sait déja que
u
li K dy = 0.
NiToo/t N(y) Y

Ceci ne suffit cependant pas pour appliquer le théoréme de convergence dominée : nous avons
besoin d’une borne pour ftu Kn(y) dy indépendante de N er de t. Par intégration par parties on

ON 11 sin(my)? 0~ 2N + )7 sin(ry) |, ’

a
/tu Ka(y) dy = /t“ cos((2N + 1) my) cos(my) cos((2N + 1) T y) u

d’ou, en utilisant I’inégalité sin(7wy) > 2y pour 0 <y < 1/2,

u 1 1 1
Kn(y)dy| <
/t N (y) y' SAeN ) T @GNt Daont T @N+1)2na’

ce qui majoré par 1/4 + 1/7 sit > 1/(2N + 1). Pour conclure, on observe que si 0 < t <

1/(2N + 1),
/ ) 1/(2N+1) 1/(2N+1)
0< / Kn(y)dy < /0 Kn(y)dy,
t

(car Ky > Osur]0,1/(2N + 1)]) et

1/(2N+1) 1 sin(mz)
/0 Ky(y)dy = /0 (2N + 1) sin(nz/(2N + 1)) dz.

Comme (2N +1) sin(nz/(2N + 1)) tend vers 7z lorsque N — oo, et que sin(7z/(2N +1)) >
22/(2N + 1) pour z € [0,1] et N € N* (de sorte que z/(2N + 1) € [0,1/2]), par le théoreme
de convergence dominée on obtient que
1/(2N+1) 1
/ sin(mz) .
0

li K dy =
N—1>I-I|-100 0 N(y) Y mZ

On a donc bien une majoration de ‘ ftu Kn(y) dy‘ indépendante de N et de ¢, ce qui permet de
passer a la limite dans

/Ou ¢ (y) Kn(y)dy = /Ou (/tu Kn(y) dy> oL (t) dt .

Comme [ Kx(y)dy tend vers zéro, on en déduit

u

I Kn(y)dy = 0.
Nim o ea(y) Knly)dy -
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Remarque 1.3

Le résultat de convergence simple donné par ce théoréme est vrai plus généralement pour
les fonctions a variation bornée [2, pp. 156—157], définies comme suit. Une fonction f :
[0,1] — C est a variation bornée si

J
VT(f) := sup {Z | f(z;) — flzjo1) |3 JeN",0 < g <--- <2y < 1} < 400.
j=1

Attention cependant, aux points de discontinuité, 1’approximation d’une fonction par les
sommes partielles de sa série de Fourier n’est pas trés bonne : c’est ce qu’on appelle le phénomeéne
de Gibbs, précisé dans le résultat suivant et mis en évidence plus loin sur la figure 3 (p. 42).

Théoreme 1.6 (Phénoméne de Gibbs)
Sous des hypotheses du théoreme de Dirichlet,

L= (C = H(@r0) = fe—0),

2N+1 2

lifJIrl (SN(f) - f)|x+

i (Sv() = Nleg = —(C = PUE+0) = flz=0)),

2N+1

avec

1 .
C = / SI(TT) 10~ 0.58948987 ...
0

™

Avant de donner la démonstration, énoncons par commodité le lemme obtenu au cours de la
démonstration du théoreme de Dirichlet .

Lemme 1.2
Soient K y le noyau Dirichlet et t, u €]0,1/2]. Alors
1.
li K dy =0
i /t n(y)dy =0,
2.
1/(2N+1) 1 sin(ﬂz)
li K dy = d
Jm vy = [ e
3. il existe C' > 0 indépendant de N ett tel que
/ Kn(y) dy' <C
t
4. Sip € L'([u,1/2]) alors
1/2
Jim w(y) Kn(y)dy = 0
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5. Sip € €*(]0,u]) alors

u

Jim ¢(y) Kn(y)dy = 0.
— 00 0

Démonstration du théoréme 1.6 : Pour simplifier les notations, on suppose x = 0 (ce qui revient a

considérer la fonction y — f(y + x), dont la série de Fourier est aussi la translatée par x de celle
de f).Ona

1/2
(Sn(5) = NA/CN +1) = [ () + w0) Ko dy
ou Ky est le noyau de Dirichlet (introduit dans la démonstration du théoréme de Dirichlet) et

pn(y) = f(1/@N +1)£y) - f(I/2N +1)), y>0.

On va montrer successivement que

1/2
- + _
14) N1—1>I—I|—1r>o ; on) Kn(y)dy = 0,
1/(2N+1)
(L5) Nlirfoo ; on) Kn(y)dy = 0,
1/2 1

(1.6) lim on) Kn(y)dy = (C — 5) (f(0+) — f(0-)).

N—+o0 J1/(2aN+1) 2

La premiere limite (I.4) s’obtient, comme pour le théoréme de Dirichlet, en montrant que pour
u > (0 assez petit,

1/2 u
i N KEn(y)dy =0 et li ty) Kn(y)dy = 0.
im on@y) Kn(y)dy =0 e e A eN W) Kn(y)dy = 0
En effet, il existe Ny € Netu €]0, 1/2] tel que ¢ soit de classe ¢! sur [0, u] pour tout N > N,
d’ ol

/Ou eN (W) Kn(y)dy = /Ou (/tu Kn(y) dy) (k) (1) dt.

Comme ftu Ky (y) dy tend vers zéro lorsque N — oo, tout en étant uniformément borné par
rapporta ¢ € [0,u] et N > Np, ce qui est le cas aussi pour (¢})'(t), le théoreme de convergence
dominée s’applique et I’on obtient ainsi que [, o (y) Kn(y)dy tend vers zéro. Quant a I’ autre
intégrale

1/2 1/2
/ o) Kn(y)dy = / (Fy) — F(04)) Kn(y) dy

1/2
+/ (ex () — fly) + f(0+)) Kn(y)dy,
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elle tend vers zéro car le premier morceau tend vers zéro d’apres le lemme 1.2, et le deuxiéme
tend aussi vers zéro car

1

1/2
< L / (Tyjonanf — D)l dy

1/2
[ k) — 1) + FO) Kt dy| < o

S FO/@N 1) f04)]

La seconde limite (I.5) s’obtient par une majoration grossiere : il existe No € N* et C' > 0
tel que pour N > Ny, |f'(t)] < C pour tout t € [0,1/(2N + 1)] (en t = 0 on ne considere que

la dérivée a gauche de la fonction f prolongée par continuité a gauche) et 0 < Ky (y) < 1/(2y)
pour y €]0,1/(2N + 1)], donc

1/(2N+1) 1
SC/ yKn(y)dy < C
0

1/(2N+1)
N K d _—,
/0 on () Kn(y) dy < Coan T

Reste la troisieme limite (1.6), qui contient I’information utile au phénomene de Gibbs :

1/2 1/2
/1 o) Kn(y)dy = / (F(L/@N +1) —y) — £(0-)) Kn(y) dy

/(2N+1) /(2N +1)
1/2

L (F0-) — F(I/2N + 1)) / Kn(y)dy.

1/(2N+1)
On sait (voir le lemme 1.2) que
1/2 1/2 1/(2N+1)
/ Kn(y)dy = Kn(y)dy — / Kn(y)dy
1/(2N+1) 0 0
tend vers 1/2 — C'. Donc la limite (I.6) sera démontrée si I’on montre que
1/2
i (f(/2N +1) —y) — f(0-)) Kn(y)dy = 0.
= J1/(2N+1)
On coupe encore une fois en morceaux. Pour tout v €]0,1/2], on a
1/2

1/2
/ (FJ@N +1) —y) — F(0-) Kn(y)dy = / (F(~y) — £(0-)) Kn(y)dy

u

1/2
+ / (F(/2N +1) —y) — f(—) Kn(y)dy,

et chaque morceau tend vers zéro par les mémes arguments que précédemment (pour ful/ 2 <p]J(,K N)-
Enfin, pour u €]0, 1/2] assez petit,

/(2N+1) 1/(2N+1) /(2N+1)—y

0 u
_ / ( / KN(wdy) £(t)dt,
1/(2N+1)—u \J1/(2N+1)—t

u u 0
/ (F(L/(2N+1)—y) — £(0-)) Kn(y)dy = / ( / f’(t)dt> Kn(y)dy
1 1
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ce qui tend vers zéro d’apres le théoreme de convergence dominée et les propriétés de Ky
(voir le lemme 1.2)), car |f1u/(2N+1)_t Kn(y)dy| est borné indépendamment de N et de ¢t €
[1/(2N 4+ 1) — u, 0[ et tend vers zéro lorsque N — oo, at €] — u, 0[ fixé : il suffit pour le vérifier
d’observer que

u —t u
/ Kn(y)dy —/ KN(y)dy+/ Kn(y)dy,
1/(2N+1)—t 1/(2N+1)—t —t

ou le second morceau releve directement du lemme 1.2 et le premier tend vers zéro car K est
bornée indépendamment de /V au voisinage de t. |
Théoreme 1.7 (Fejér)

Si f € L'(T) est continue a gauche et a droite en tout point, alors Sy(f)(x) converge en
moyenne de Césaro vers 5 (f(z 4+ 0) + f(z — 0)) quel que soit x.

Démonstration : Elle est beaucoup plus directe que celle du théoreme de Dirichlet, car la moyenne
de Césaro du noyau de Dirichlet

1
Fn(y) = & D Kn()
a le mérite d’étre de signe constant et de tendre vers 0 quand N — 400 pour tout y €]0,1/2].

En effet,

N—-1
1
F 2N 1 17(' 2N+1 )
n(y) = N sin(my) nz sin +1)my) = N sin(my) (my) (Z ¢

Or
N-1 i .
Z ei7r(2N+1)y _ eiTry XNy — — eiﬂNy SlH(TFNy)
ot e2imy — 1 sin(7y)
donc )
1 [sin(mrNy)
F = ——=
v =5 ()

Si ¥ (f) désigne la moyenne de Césaro des sommes partielles Sy (f), on a

1
ENUM@::A(ﬂx—wFde%

et en particulier pour f = 1, ceci donne (sans calcul)

1
0

et comme Fy est paire, on a aussi

1/2 1
mwwz/zwwm:m.

0 1/2
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Par suite, on a
flz+0) + f(x-0)

EN(f)(x) — 9 =

1/2
/0 eo(y) Fi(y)dy,

ol (comme dans la démonstration du théoréme de Dirichlet)

o (y) == flx—y) + fle+y) — f(x—-0) — f(x+0), y>0.

Le fait que fol Fn = 1etque Fiy > 0 permet d’affirmer directement que pour tout v €]0, 1],

/U|FN<y>rdy - /“FN<y>dy <1
0 0

Soit maintenant ¢ > 0. Il existe v €]0,1/2] tel que pour tout y €]0,ul, |¢z(y)| < e. Par
conséquent,

1/2 1/2
/0 on(y) Fn(y)dy| < e + / oo(y) Fi(y) dy| |

Orpour0 <u <y <1/2,

1
F < —

donc il existe Ny € N tel que pour tout N > Nj,

< 2e.

1/2
/0 oo(y) Fy(y) dy

17
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Chapitre 11

Transformation de Fourier

La transformation de Fourier est aux fonctions suffisamment « décroissantes » a I’infini ce
que les séries de Fourier sont aux fonctions périodiques, ces deux approches ayant des liens que
I’on va mettre en évidence.

Il existe différentes conventions pour sa définition. Pour le développement de la théorie, il
sera plus commode de définir (formellement) la transformée d’une fonction u de x € R? par

a(¢) :/Rd u(x) e 2 X dx . ¢ e RY.

Par abus de langage, la variable ¢ sera appelée fréquence'. Dans les applications, il est souvent
plus agréable de travailler avec

u(g) = / u(x) e 6% dx.
R4
Le passage de I’'une a I’autre est évident, c’est un simple changement d’échelles en « fréquences” :

u(¢) = u2m§).

On se place pour commencer en dimension d = 1.

1 Transformation de Fourier des fonctions intégrables

Pour tout f € L'(R), on définit F(f) = f la transformée de Fourier de f par

/f —227r§:1:d'r

Par le théoreme de Lebesgue, on voit que f est continue, et bornée par || f||L1(w).
Voici tout d’abord une formule remarquable, qui fait le lien avec les séries de Fourier.

Théoreme I1.1 (Formule sommatoire de Poisson)

Si f est intégrable, continue et telle que la série ) f(x + n) converge normalement sur

Ice qui correspond au vocabulaire physique lorsque x est en fait homogeéne 4 un temps !

19
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L>([a, b]) quels que soient a et b finis et si la série ) F(n) est absolument convergente,

alors
S et = Y flny e,

nez neL

En particulier ), ., f(n) = >, f(n)

Démonstration: D’apres les hypotheses, la fonction

x — F(z Zfﬂc—i—n

ne”

est définie et continue en tout point x de R, et elle est évidemment 1-périodique. Ses coefficients
de Fourier sont

m—/ fo+n szmxdx_/ Zfl'+n szm(m—l—n)dx_

nez nez

Z/ f a:—i—n —2imm (z+n) dz,

nez

c’est-a-dire par changement de variable,

m — Z/ 721,7rmy dy — / f(y)efQMrmy dy — f(m)

nez o

L’hypothese sur la série ) . f(n) assure que F’ est somme de sa série de Fourier (par le théoreme
1.4), d’ou le résultat. |

La formule de Poisson permet, entre autres, de donner une démonstration rapide du théoréme

fondamental suivant.
Théoréme I1.2

~

Si f est intégrable et continue, si les séries ) f(x + n) et > f(( + n) convergent
normalement sur L>([a, b]) quels que soient a et b finis, alors

(IL1) fla) = /R F(Q e e d¢

pour tout z € R.

Démonstration : On commence par remarquer la formule élémentaire :

F(remm) = Feam).

—2inmTX

En appliquant la formule sommatoire de Poisson a la fonction z +— f(x) e , on en

déduit donc :
fo_’_n —24im T (x+n) an—i-T 227rnx
nez nez
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ou encore

Z f($_’_n)e—2i7TT'r’L _ Zf(n+7)e2i7r(n+’r)x

nez neL

Le membre de gauche est une série de Fourier par rapport a la variable 7, dont les coefficients

¢n = (f(z — n))pez forment une série absolument convergente (a x fixé). En particulier, le
coefficient co = f(x) est donné par :

CO—/ fo+n —ZznrndT_/ an+7_ 2im(n+7)x dr =

nez nez

> [T Roeorac = [ fgenea.

nez

Théoreme I1.3 (Plancherel)

~

Si f est intégrable et continue, si les séries ) f(x + n) et > f(C + n) convergent
normalement sur L>([a, b]) quels que soient a et b finis, alors

(11.2) / @) de = / FOR dc.

Démonstration: On va a nouveau utiliser la formule de Poisson, et cette fois-ci I’identité de Parse-
val (1.3), d’apres laquelle on a :

Z f TL—|—T 2im (n+7)x dr =

Sl =3 feal? = /

nez neZ nez
L 2
/ Zf(n-l—T)e%”m” dr,
0 |nez
d’ou
2
/|f ‘2dl‘—/ Z|fx—|—n|2d9:—/ / an—}—T Zimnel qr dx.
nez nez

Grace au théoreme de Fubini, on peut intervertir I’ordre d’intégration, et comme

1
J
par la formule de Parseval, on obtient finalement

JNIC r2dx—/ > fo+nkar = [ Ifiofac.

ne” [ |

2
Z f(?’L—FT) e2i7rna:

ne”Z

dz =Y [f(n+7)P

neL
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Remarque I1.1

— Les théorémes II.1, 1.2 et I1.3 ne sont pas vides : il existe des fonctions [ satisfaisant
leurs hypotheses. En effet, si [ est une fonction dérivable et intégrable, de dérivée [’
aussi intégrab]ez, alors on a

—z7r:c —i7r:c _ 1 A/
O = [1@erma = oo [ petTra = 2 7).

Par suite, si [ est deux fois dérivable, avec f, [’ et f" intégrables, on a

Q) =

= 70,
d’ou
1 1

1f(C+n)| < mﬂf [zoom) < W

1f" 21 m) -

La série ), f(C + n) est donc normalement convergente sur L>°([a,b]) quels que
soient a et b finis. Pour que la série ), f(x + n) le soit aussi, il suffit de prendre f
a support compact®. Une fonction de classe 6* a support compact remplit donc les
hypotheses des théoremes 11.1 et I1.3.

— Attention, il n’y pas d’ordre entre L'(R) et L*(R) (contrairement & ce qui se passe
sur le tore T). Cependant, on montre que les fonctions satisfaisant les hypotheses du
théoreme I1.3 sont nécessairement de carré intégrable. En effet, pour tout N € N,

NA+1
de— / (x+n 2dx< max +n
N Z ) Z_N |+ )

Donc [, |f(x)* dz est finie dés que la suite maxjo ] f(- + n) appartient a (*(Z). Et
il y a bel et bien ordre entres les espaces de suites (P(Z) :

(NZ) C A(Z) C...1°(7Z).

Par suite, I’égalité de Plancherel dans le cadre du théoréeme 11.3 a lieu entre quantités
finies !

2 Transformation de Fourier sur >

On va « étendre F par densité”, en s’appuyant sur le

Théoréme 11.4

Pour tout p € [1,4o00], I’ensemble des fonctions de classe € a support compact est dense
dans L*(R).
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Démonstration : Soit p une fonction de classe € a support compact, a valeurs positives ou nulles,
a support dans [—1, 1] et d’intégrale 1. Pour tout € > 0, considérons

pe(x) = %p(g)

Cette nouvelle fonction est bien siir encore a valeurs positives ou nulles, elle est a support dans
[—1/e,1/¢e] et d’intégrale 1.
Soit f € LP(R) et o > 0. Il existe g9 > 0 tel que

( /xlm Faypaz)” < 2

Soit e > 0 et f. définie par
1/e
fla) = [ £ pela )y,
—1/e

c’est-a-dire
fe = (Yrjen/e f) * pe-

Rappelons que la convolution de deux fonctions g et h, intégrables sur R est définie pour presque
tout z € R par:

(g # h)(x) = /R 9(y) h(z —y) dy.

Plus généralement, on peut étendre la définition a2 ¢ € LP(R) et h € L'(R), les fonctions
y — g(y) h(x — y) étant intégrables pour presque tout x, et on a I’inégalité :

g * hllew) < 19 llew) 12 1w -

(La démonstration est une application astucieuse de 1’inégalité de Holder, cf Brézis [1, p. 67].)

Revenons donc a la fonction f.. Elle est clairement a support compact (inclus dans [—1/e —
g,1/e 4 ¢]), de classe €’°>° comme p,. Et on a pour tout € €]0, £,

1fe = fllze@) < 1(Lgaps1/e00) [f] * pelloo@) + [ f * pe — fllorw) -

D’apres le rappel sur la convolution, le premier morceau est inférieur ou égal a

1/p a
L 1sea) |l el = ([ lppa)™ <
|z|>1/e0

par hypothese sur 9. Quant au second morceau, il tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 : c’est une
propriété fondamentale de la convolution par une suite de fonctions du type de p., aussi appelée
noyau de régularisation, que I’on montre a part dans le lemme II.1. Donc il est inférieur a a/2
pour € assez petit. |

Lemme I1.1

Soit p une fonction de classe ¢'>° a support compact, a valeurs positives ou nulles, a support
dans [—1, 1] et d’intégrale 1. Soit
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pour toute > 0. Soit f € L*(R), p € [1, +o0]. Alors

lim | f*pe = fllerwy = 0.

Démonstration : Pour presque tout x, on a, par définition de f * p. et puisque p. est d’intégrale 1,

(f * po)(@) — f(z) = /R F() pee — ) dy — f(z) =

/ (Fw) — f(@)) pele —y) dy = / (fz — 2) — f(2)) plz) d=.
R R

Ici on est coincé en général. En revanche, si f est continue a support compact, on peut conclure
de fagon élémentaire : comme f(x — €z) — f(x) tend vers O lorsque ¢ tend vers 0 et

((f(z = e2) = f(x)) p(2)| < 2]p(2)] max [f],

[x—1,241]
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue; on en déduit que (f

pe)(x) — f(x) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0, uniformément sur tout compact. Comme en fait
(f * pe)(x) — f(z) esta support dans un compact fixe supp f + [—1, 1], cela suffit pour avoir

i [|f * pe = flle) = 0.

Pour une fonction f € LP(R) quelconque, on fait appel au résultat d’approximation suivant,
que ’on admettra : [’ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans LP(R)
(conséquence du théoreme de Lusin). Soit f € LP(R) et a > 0. Il existe g continue a support
compact telle que

I f = gllr@w <

wl| R

Alors
I f *pe = fllo@ < 1(f = 9) * pellrw) + 19 * pe — gllew) + 119 — flloe@ <

2lg = fllze@y + 19 * pe — gllzrew) -

Le premier morceau est inférieur & 2a./3, et le second est rendu inférieur a /3 pour € assez petit
(d’apres le résultat sur les fonctions continues a support compact). |

Grace aux théoremes 11.4 et I1.3, la transformation de Fourier F s’étend continiment en une
isométrie de L?(R). La démonstration releve de ce que les anglophones appellent le « B.L.T.
theorem » (pour « Bounded Linear Transformation »), et repose sur le critere de Cauchy. En
effet, si f € L*(R), il existe une « suite » f. de fonctions 4> a support compact convergeant
vers f dans L*(R) lorsque ¢ tend vers 0. La « suite » (F(f.)).>0 est de Cauchy dans L*(R),
puisque

|F(fe) — F(f)llewy = Ife = fellzem

donc elle converge vers une fonction F' € L*(R). Cette limite ne dépend pas de la suite. Car si
g- en est une autre, de limite G, on a

”]'—(fs) - }-(ge)“LQ(R) = ||fe - gsHL?(R)a



2. TRANSFORMATION DE FOURIER SUR L* 25

d’ou en passant a la limite
I1F = Glleewy = If — gllezw = 0.

Cette limite est par définition la transformée de Fourier de f, notée f De plus, en passant a la
limite dans I’identité :
I1F(fllezey = I fellzemy s
on obtient R
1A lz2y = [N z2qey -

Quant a la formule d’inversion, d’apres la remarque II.1, elle est satisfaite au moins sur le
sous-ensemble dense constitué des fonctions de classe 4™ a support compact. On peut écrire en
abrégé la formule d’inversion :

FoF =1d.

Cette identité est vraie sur L? tout entier par passage a la limite. En revanche, la formule d’in-
version (II.1) suppose f intégrable, ce qui n’est pas automatique.

Transformation de Fourier en dimension quelconque

En suivant une démarche analogue, on peut définir la transformée de Fourier sur L?(R%)
quel que soit I’entier d. C’est une application que 1’on note encore F :
linéaire de L*(R?) dans L?(R?),
qui préserve la norme,
telle que

FoF =1d,
etsi f € LY(RY) N L2(RY), F(f) = f est définie par

flo) = [ e smexax,

Notations. Pour tout d-uplet & = (a, ..., aq) on convient de noter || = oy + -+ - + aqy la
« longueur » de o, et

olel

- a1 Qg )
Ox{" ... 0x,

aa

¢ =G

pour tout { = ((y,...,¢) € R4
Remarque I1.2

Si f est une fonction de classe €>° a support compact, sa transformée de Fourier f se
prolonge en une fonction analytique sur C?. En effet, si K = supp(f),

flo) = /K F(x) €2 dx

est défini quel que soit { € C? et hérite de I’analyticité de la fonction exponentielle. De
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f(x) 0°f(x) (f*9)x) | [flx+a) flax) f(x) cos(2mx - Co)

~ ~

7o) | @ime ¢ Q) | Fleya) |eme= 7(¢) | i F(£) | 3¢ — o) + FIC +¢o))

TAB. II.1 — Formulaire de base (on obtient des formules analogues en échangeant les roles de f

et f)

plus, en notant |{| = \/Z;l:l |¢j|2.m = Im( et

Ix(n) = gleag(x ‘n),

on montre par intégrations par parties successives, 1’inégalité

" 1
1f(Q)] < ariepe 10° f || 1 (xey €™ 5D

pour tout d-uplet «.. Par suite, pour tout p € N*, il existe C,, > 0 tel que

Y G 27 Ik (1)
1f(Q)] < a+ 1) el

quel que soit { € C?. (Noter qu’en particulier si K est la boule de centre 0 et de rayon R,
Ix(n) = R||n|.) Cette propriété caractérise en fait la transformée de Fourier des fonctions
de classe € a support inclus dans K (théoreme de Paley-Wiener).

3 Transformation de Fourier sur .¥’

Le comportement de la transformation de Fourier vis a vis de la dérivation et inversement,
vis a vis de la multiplication par un polynéme, implique une sorte de dualité entre la régularité et
la décroissance a I’infini : plus une fonction est réguliere, plus sa transformée de Fourier décroit
rapidement a I’infini ; plus une fonction décroit rapidement a 1’infini, plus sa transformée de
Fourier est réguliere. Il existe une classe de fonctions qui allie les deux propriétés, c’est la
classe de Schwartz des fonctions > a décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées (on
dit souvent en abrégé fonctions a décroissance rapide), qui est par conséquent invariante par
transformation de Fourier. La définition précise est

S RY = {feF°[R"); pour tout multi-indice v, pour tout entier 3 ,
SUPyega (1+ [[x[)7 [07f(x)] < +o0} .
L’exemple classique de fonction f € .(IR?) est la gaussienne :

f(x) = e I—ml*
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L’ensemble .7 (R?) est donc un espace vectoriel non trivial, que I’on munit de la topologie
associée aux semi-normes :

1 llas = sup (1 + [Ix])” [0°F(x)].

x€ER4

Cela signifie en particulier qu’une suite de fonctions f,, € .7 (R?) converge vers f si et seule-
ment si

lim ||f, — fllag = 0 pour tout multi-indice « et pour tout entier (3.
n—-+oo

On peut ensuite définir le dual .#’(R?), espace des formes linéaires sur . (R?), continues
au sens séquentiel suivant :

(u, fo)ors — (u, ) pour toute suite f,, € . convergeant vers f .

Les éléments de . (R?) sont appelés distributions tempérées. La topologie sur .’ (R?) est telle
que :
u, — u dans.”’ (ce que I’on note aussi u,, — u)

si et seulement si
(U, [lors — (u, f) pour tout f € ..
En particulier, toute fonction mesurable g a croissance au plus polynomiale peut étre vue

comme une distribution tempérée : il suffit pour cela de I'identifier avec la forme linéaire conti-
nue

frotaf) = [ g0 s dx.
R
L’exemple classique de distribution tempérée est la masse de Dirac 6y, définie par :

(0x, ) = f(x).

Ce n’est pas une fonction, contrairement a un abus de langage courant. On peut la voir comme
une mesure de Radon (puisque c’est aussi une forme linéaire continue sur I’espace des fonctions
continues bornées). Il est intéressant de remarquer que d, s’obtient par passage a la limite sur
les noyaux déja rencontrés.

Proposition I1.1

Soit p une fonction de classe € >° a support compact, a valeurs positives ou nulles, a support
dans [—1, 1] et d’intégrale 1. Soit

€

pour tout € > 0. Alors p, converge vers 0, dans .'(R?) lorsque € — 0.

Démonstration : L énoncé signifie que pour tout f € .7 (R?),

lim<p€, f> - f(X)

e—0

Le calcul a faire pour prouver cette assertion est le méme que pour le lemme II.1 (sauf qu’ici on
est en dimension d, ce qui donne un £ dans le jacobien du changement de variables). |
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L’espace .#(R?) étant invariant par transformation de Fourier, il est trés facile d’étendre
cette transformation a .#”’(R?). En effet, notons que pour deux fonctions g et f de .7 (R?),

o )= [ o0 [ rwenmeayac -

/ /(&) / g(x)e 2™ dx d¢ = (7, f)
R4 R
(ou I’on a simplement utilisé le théoreme de Fubini). Il est donc naturel de définir

F: S'RY — F(RY
T — T (T, f)=(T,f) pourtout f € .7(R%).

Exemple. La transformée de Fourier au sens des distributions de

: 2
X s @islx

pour s > 0 s’identifie avec la fonction

d
¢ (Z) 1 dn/s g=in?Cl?/s
S
—alx|?

En effet, on sait que la Gaussienne x — @(x) = e
a > 0, admet pour transformée de Fourier

¢ al0) = (D) e,

Par suite, on a pour toute fonction f € .,

/d e~ alxl? Fix) dx = (Z)m /d eI/ f(¢) de

a

, qui est une fonction de . pour

Considérons alors les fonctions de la variable complexe z définies par

FE = [ e fgax. 6 = (D)7 [ e g ac.
R4 zZ Rd
ol z'/2 désigne la la racine carrée de z de partie réelle positive pour Rez > 0. D’apres la formule
ci-dessus, ces deux fonctions coincident pour z € R**. De plus, elles sont analytiques dans le
demi-plan ouvert { z; Rez > 0}. Donc elles coincident en fait sur tout le demi-plan. Enfin,
elles admettent toutes deux un prolongement par continuité a ¢ R\{0}. Pour GG, on remarque
que pour s > 0,

lim(x +is)/? = \/se'™*, lim(z —is)Y/? = /5 e~ 1™/,
20 30
D’ou a la limite,
s

F(—is) = /IR s X f(x) dx = G(—is) = (-)d/2 etd/4 /R e~ ™ ISP/ p¢) d¢

S
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pour s > 0. Ceci étant vrai quelle que soit la fonction f, on en déduit le résultat annoncé.

La dérivation au sens des distributions se définit aussi par extension des formules vraies
pour les fonctions :

(0°T, f) = (=) (T, *f) pourtout f e #(R%),
quel que soit le multi-indice «.. Ceci permet de montrer facilement la formule :
ooT = (2im)el ¢ T,

et ainsi de donner un sens a 1’assertion faite plus haut concernant les espaces de Sobolev d’indice
entier p € N*. On a en effet

HP(RY) = {f e L*(RY); 0*f € L*(R?) pour tout multi-indice v de longueur |o| < p},

ou les dérivées sont prises au sens des distributions.

4 Transformées de Fourier classiques

e En dimension 1, on calcule facilement la transformée de Fourier de la fonction créneau :

f=1u<r = f(C)ZM-

¢
Ces deux fonctions étant de carré intégrable, on a inversement :
sin(27 Rx) ~
f(x) = — f(Q) = Lig<r-

e Pour a > 0, la fonction f,: x € R +— e—alrl g pour transformée de Fourier

~ 2a
1O = a? + 472¢2°
e Pour une Gaussienne :
1 _llx—m|2
fx) =
(202 7)d

la transformée de Fourier est de méme nature :

F(Q) = e2inom e 2w otIc
En particulier, on voit que la fonction

fx) =e " [I]|?

est invariante par transformation de Fourier. On remarque tout d’abord qu’il suffit de faire le
calcul pour d = 1. En effet, il est évident que f est intégrable. Sa transformée de Fourier est
donc définie par

o f 58 e
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et le théoreme de Fubini montre que :

~ _(1;17m1)2 DY _(:cd—md)2 Y
f¢) = / e~ 207 e 2iTam d:z:l.../ e 207 e 2imGaTddy, .
R R

Pour calculer

_=m? il —2iw(m
gm<<>:/e FAS e 2imle gy — g 2imim g (),
R

il y a plusieurs méthodes. On peut faire appel a la théorie des fonctions de variable complexe
(formule de Cauchy). Un calcul plus élémentaire consiste a remarquer :

2

a() = —2iT / re 22 e 2T dg =
R

z2 .
—47n?6%¢ / e 2.2 e 2T Ay = — 471202 ¢ go(C)
R
par intégration par parties. D’ou, en résolvant a vue 1I’équation différentielle satisfaite par gy :

90(¢) = go(0) e 2™ ¢

Il reste a calculer, et c’est vrai quelle que soit 1I’approche choisie, I’intégrale

22
/ e 2o2 dz = go(0).
R

Par un changement de variable évident on a :

322
/6202 dx:a\/i/ey2 dy .
R R

Enfin, il y a une astuce bien connue pour calculer

1 = / eV’ dy .
R

/ e II* dx = 12

R2

(par le théoréme de Fubini) et on calcule ’intégrale sur R? en passant en coordonnées polaires :

2 oo 2
/ e X" dx = 277/ re dr = 7.
R2 0

z2
/ e 22 der = ovV2T.
R

e On peut utiliser le résultat précédent pour calculer la transformée de Fourier au sens des
distributions (voir le paragraphe 3 ci-apres) de la fonction continue bornée :

flx) = ets X

On remarque que

D’ou finalement

pour s # 0. On trouve
) = (f)" e et
5
ou le signe =+ est celui de s.
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5 Applications de la transformation de Fourier

5.1 Espaces de Sobolev fractionnaires construits sur 1
Pour tout s > 0, on définit
Q) = (L+ ¢l
et I’espace
H(RY) = {fe L*(RY); \* f € L*(RY)}
muni de la norme

HS(Rd) — H )\S f HLQ(Rd) .

/]

C’est un espace de Hilbert. D apres la formule déja rencontrée

g f(¢) = 2imle F(Q),

on voit que pour tout p € N*, HP(R?) contient les fonctions p fois dérivables dont toutes les
dérivées jusqu’a I’ordre p sont de carré intégrable. En fait, H/?(IR%) est exactement I’ensemble
des distributions tempérées (voir le paragraphe 3) dont toutes les dérivées jusqu’a 1’ordre p sont

des fonctions appartenant a L?(R?). Et la norme sur H?(R%) est équivalente a la norme || - ||
définie par

~ ~2
lull = lulfoma + Y 10%ull72a)-

la|<p—1

On définit également les espaces de Sobolev homogenes
H*RY) = {f € L*(RY); € [€]°F(&) € L*(R)}

munis de la norme

1l s gay = 11€ = 1€1°F() llz2e)

On a clairement H*(R?%) ¢ H*(R%) avec

11 s ey S 111

Hs(Rd) 5

et

/]

Hs(Rd) SV

Hs—1 (Rd) .

De plus,
/]

Hs(R) ~ Hf”L?(Rd) + || f] Hs(Rd)ys S > 0.

5.2 Résolution d’E.D.P. linéaires
Equation de la chaleur

Considérons I’équation
ou = kKAu
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et cherchons des solutions dans S’. En appliquant la transformation de Fourier en espace,
I’opérateur Laplacien est transformé en I’opérateur de multiplication par — 4 72 [|C||?, et on
obtient pour chaque valeur de ¢ une équation différentielle ordinaire en temps :

d . 2 2~
Lit.¢) = —am? It Q).

dont la solution est évidemment :
lt, ¢) = a(0,¢) e trmtlel,

On voit que pour £ < 0 le comportement de cette solution est « explosif » lorsque ¢ > 0. Le
probleme de Cauchy est mal posé dans le sens usuel du temps (¢ > 0). Heureusement, pour la
véritable équation de la chaleur (décrivant la diffusion de la chaleur dans un matériau homogene
au repos) le coefficient x est positif (strictement). Dans ce cas, on voit que u(¢, {) converge
exponentiellement vite vers 0 pour toute valeur non nulle de ¢ : ceci traduit la convergence vers
un état d’équilibre. En observant que

1 )d/2 Sk
e

et — F(G)(C): Gi(x) = (4mt

on peut facilement revenir en variables spatiales. On obtient par transformation de Fourier in-
verse :

u(t,-) = u(0,-) * Gy Vit > 0.

Comme G, est dans S pour ¢t > 0, on peut en effet la convoler avec n’importe quelle distribution
tempérée 1" en posant

(T * G)(x) = (T, Gy(x—-)) Vx e R

Le résultat ' * (G, est une fonction de classe C* (qui définit aussi une distribution tempérée).
Si (0, .) est une fonction bornée ou/et intégrable, on a de plus la formule intégrale :

1 \d/2 yl?
u(t,x) = < > / u(0,y) e” T dy.
R4

drmt

En particulier,on voit que u(t, -) est de classe C* des que ¢ est strictement positif : I’équation
de la chaleur régularise instantanément toute donnée initiale « raisonnable » (dans un espace L”
ou plus généralement une distribution tempérée).

Equation de Schrodinger

Bien que d’apparence semblable a I’équation de la chaleur, I’équation de Schrodinger

a des propriétés tout a fait différentes (physiquement, u représente ce que 1’on appelle une
fonction d’onde en mécanique quantique, et h est liée a la masse de la particule considérée et a
la constante de Planck). Appliquons en effet la transformation de Fourier. Il vient

d

FU(t¢) = diha [¢[*a(t, Q).
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d’ob o
a(t,¢) = u(0,¢) et

On voit d’emblée sur cette formule, et d’aprés la formule de Plancherel, que la norme L? de
la solution est constante au cours du temps (ce que 1’on avait déja observé au moyen d’une
« estimation d’énergie » ). Supposons pour fixer les idées h > 0. Alors, pour ¢ > 0, la fonction

2 2
C — e4zh7r t||<|l

est la transformée de Fourier de

1 a2 . (|2
X — Gt(X> — (4hﬂ-t> efzdw/él el \L’llt .

Mais attention, si cette fonction est bien de classe C*°, elle n’est pas dans S. On ne peut pas
la convoler avec n’importe quelle distribution tempérée (c’est possible avec des distributions a
support compact, ou avec des fonctions intégrables). Si par exemple u(0,-) € L', alors

1 a2 . g1
u(t,x) _ < > e—idm/4 /Rd U(O,y) o ||4hyt|\ dy .

4hrt

Du point de vue de la mécanique quantique, le coefficient de module 1 (e*¢™/%) n’a pas de
signification, ni méme d’ailleurs les valeurs ponctuelles de u ! (ce sont ce que 1’on appelle les
observables, de la forme fRd u* A - u dx, A étant un opérateur différentiel Hermitien, qui
comptent).

Equations hyperboliques

e [’équation hyperbolique la plus simple est indéniablement 1’équation de transport :
ou+a-Vu = 0.

On peut faire appel a la transformation de Fourier pour la résoudre, puisque 1’équation trans-
formée :
Ou+ 2im(a-Qu =20

se résout a vue en
u(t,¢) = 1(0,¢) e 2im (@O = u(t,x) = u(0,x — at).

Cette facon de procéder est efficace et assez rapide, mais tout de méme un peu luxueuse. En
effet, cela ne demande pas beaucoup d’intuition pour voir que, si u est solution de 1’équation de
transport de vitesse a,

%(u(t,y + at)> —0!

Les courbes d’équation paramétrique
Xx =Yy + at

sont appelées courbes caractéristiques, et I’information se propage exactement selon ces courbes.
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e Si on passe a une équation un peu plus compliquée, I’équation des ondes, la transformation
de Fourier n’est pas la méthode la plus facile pour la résoudre (en particulier, il n’est pas évident
d’obtenir des formules explicites si on les connait pas a I’avance ; voir quand méme le §6.1).

e Cependant, la transformation de Fourier est utile pour étudier les propriétés qualitatives
des E.D.P, et en particulier des équations hyperboliques plus compliquées que 1’équation des
ondes (dans lesquelles se cachent des équations d’onde). Voyons par exemple I’équation de
I’élasticité :

ofu — pAu — A+ p)Vdiva = 0.
L’inconnue u € R? représente le déplacement d’un matériau donné par rapport a un état de
référence, et les coefficients A, i sont des caractéristiques du matériau (coefficients de Lamé ou
modules d’Young). Effectuons une transformation de Fourier en espace. On obtient I’équation
différentielle ordinaire du second ordre :

R0+ 4r*pd + 47 (A +p) (¢-0) ¢ = 0.
Le but ici n’est pas de résoudre explicitement 1’équation, mais de dégager quelques propriétés
etim; tsolutions particulieres. Pour tout ¢ € R?, on considére P(¢) la projection orthogonale sur
- V(56 = POEC), W) = 6(Q) — V(t,0).
On a alors :
OEV + 472y V =0 et OZW +472(A+2u) W = 0.

Ceci signifie que

vit,) = FAV(L) et w(t,) = F (WL, )
sont toutes deux solutions d’une équation des ondes, a savoir :

Oiv — uAv =0, Oiw — (AN +2u)Aw =0,

et bien slir on retrouve u = v + w comme la superposition des deux. En termes d’ondes planes
progressives monochromatiques, cette décomposition correspond a deux types d’ondes : celles
delaformev el (6x—w ) avec v L £ (ondes dites de cisaillement, de vitesse ¢ = Vi) etcelles
de la forme w ' (¢*~«?) avec v || £ (ondes dites de compression, de vitesse ¢ = /X + 2).

6 Compléments

6.1 Noyau de Green des ondes en dimension 3s

Ce cours paragraphe se concentre sur la démonstration de la formule suivante

£ (5 _ COS(?“HsH)) (x) = 2Uxll=r)

le]|? A x|

ou H est la fonction de Heaviside et pour > 0. Pour aller plus loin sur I’équation des ondes
en particulier et ’analyse de Fourier en général on pourra se reporter a I’excellent livre de
Strichartz [5] (pages 6772 concernant 1’équation des ondes).
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Pour démontrer la formule ci-dessus on peut commencer par calculer la transformée de

Fourier de la fonction x — %, ou xg est la fonction caractéristique de |r, R|. Elle est

nécessairement radiale, et en utilisant les coordonnées sphériques on a

#(xm D) 0.6 = [7[7[ e smodpapas

Z (cos(r&s) — cos(RE3))

F(xm M) © =

Il reste ensuite a montrer que cette fonction tend au sens des distributions vers la fonction

4
£— % lorsque R — +o0. Soit ¢ € .(R?). On a

d’ou

(cos(r(|€l[) — cos(R[I€])) -

/COS(RHiH)

de =
ez ¢@%

+0o0 ™
/ / / cos(pR) ¢(psinf cos ¢, psinfsinp, pcosf) sinfdpdpdb .
o Jo Jo

En intégrant par parties en p, on voit que

cos(R€]) ‘ Vel
del < = d
‘/ el YO SR ) TeE %

lorsque R — +o0.

6.2 Principe de Heisenberg
Théoreme IL.5
Soit f € H'(R) telle que x +— x f(x) soit de carré intégrable. On définit la dispersion de f

comme le nombre ”
Dy = uf ( f-aPliwrar)

Alors le produit Dy D¢ est minore par une constante strictement positive (indépendante de

.

Démonstration: Ce résultat est une conséquence la formule de Plancherel et de I’inégalité de
Cauchy—Schwarz. En effet, si une fonction f vérifie les hypotheses du théoréme, I’infimum dans
la définition de Dy et dans celle de D 7 est atteint, car les fonctions z — [y — )% f(y)]* dy et

E— [(C—¢ )2|f(( )|2 d¢ sont convexes et minorées par zéro. Sans perte de généralité on peut
supposer qu’ils sont atteints en zéro, quitte & changer f en y +— e~%Y f(yy + x0) (dont la disper-
sion est atteinte en z = 0 si celle de f I’est en xg, de méme que la dispersion de sa transformée
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de Fourier ¢ — ei(c+§0)f(q + &) est atteinte en ¢ = 0 si celle de fest atteinte en &p). Ainsi, on

a
D% = [PlrwPdy. D= [GROPA =2 [17w)Pay

~

d’apres la formule de Plancherel et I'identité F(f')({) = (f(¢). Or, d’apres la inégalité de
Cauchy—Schwarz,

(/ vl f(y Qdy /!f ) dy ‘/yf dy’ —;/f(y)Qdy

par intégration par parties. Ceci prouve I’'inégalité

s
DfD; > \/;

(La valeur effective du minorant dépend de la convention choisie pour la définition de la trans-
formation de Fourier.) |

6.3 Théorie de Paley-Wiener
Remarque I1.3

Si f € 2(R?) (espace des fonctions de classe 6> a support compact), sa transformée de
Fourier f se prolonge en une fonction analytique sur C.

[ 0

est défini quel que soit & € C? et hérite de I’analyticité de la fonction exponentielle. De plus,
en notant [[§]| = /L, &1 = Imé et

Ir(n) = max(x-n),

En effet, si K' = supp(f),

on montre par intégrations par parties successives, 1’inégalité

7€) 0% f|| £ () "D

| < %|
€1

pour tout d-uplet «. Par suite, pour tout p € N*, il existe C}, > 0 tel que

-~ C
| ( )| < TP &Ixk(M)

(1 + [igl)»
quel que soit & € C?. (Noter qu’en particulier si K est la boule de centre 0 et de rayon R,
Ix(n) = R]|n||.) Cette propriété caractérise en fait la transformée de Fourier des fonctions

de classe > a support inclus dans K : ceci est I’objet du théoréme de Paley-Wiener énoncé
ci-dessous.
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Théoreme I1.6 (Paley—Wiener)

Si F est une fonction analytique sur C? pour laquelle il existe un compact K de R¢ tel que
pour tout p € N, il existe C, > 0 avec

%
(L + [I€l)r

for all ¢ € C¢, alors F|ga est la tranformée de Fourier d’une fonction f € 2(R?) a support
dans K.

exp (max(x : ImE))

xeK

V(&I <

Démonstration : La partie directe est facile a établir. Reprenons tout d’abord la définition de f Par
hypothese f est évidemment intégrable et donc f est définie par la formule

N . R _
f(C) = /]R f(l')e_zlwcxdx — /_R f(x)e—ZZﬂ'{xdx.

Soit alors

R
F(z) = /_R flz)e 2™ dx,

On a bien sir F(¢) = f(¢) pour tout ¢ € R. De plus, la fonction z — e~ 277 gtant entiére
(c’est-a-dire holomorphe sur C tout entier) et puisqu’on integre sur un compact, le théoreme de
Lebesgue montre que F’ est entiere. Enfin, en intégrant successivement par parties (les termes de
bord sont nuls car f est a support compact strictement inclus dans | — R, R[ par hypothése), on a

R .
(2imz)" F(z) = / f(m)(x) 20Tz gy,
R

pour tout z # 0. On en déduit I’inégalité

27 2™ |F(2)] < 2R ‘nllgémk)(g;” o2 RIm(z)

pour tout z € C. En additionnant avec ’inégalité

F < 92R 27 R|Im(z)|
IF(2)] < 2R max|f(z)] e )

on obtient I’inégalité annoncée avec

Cm = 2R(max|f(2)] + ‘mgélf(k)(x)l/(%)m)-

z|

C’est la partie réciproque qui nécessite vraiment de 1’analyse complexe. Le fait d’avoir une

estimation de la forme
Cnm

(1 +[¢]™)
a tout ordre montre exprime que la restriction de F' a R est a décroissance rapide. Cette restric-
tion est de plus de classe C* puisqu’analytique. On admettra que cela implique que F'| est la
transformée de Fourier d’une fonction f également de classe C* a décroissance rapide, et cette
fonction f est définie par

[F(O)] < V¢ eR,

f(z) = /RF@edeg.
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Montrons alors que f est en fait a support compact inclus dans [—R, R|. Soient z € R,
n > 0, M > 0, et C le contour rectangulaire de sommets =M et £M + in. D’apres le
théoreme de Cauchy,

% F(z)e*'™*%dz = 0.
C

Or d’apres les inégalités de I’hypothese, les termes correspondant aux intégrales sur les bords
verticaux tendent vers 0 lorsque M tend vers +o00. On en déduit a la limite

[ PO = [ FerimpeTermTa,
R R
c’est-a-dire
fo) = 2w [ B pimeiTnag,
R
En utilisant une fois de plus les inégalités de I’hypothese, on obtient

d¢
1+ ¢

F(@)] < Cy 2mnR=D) /
R

Ceci est vrai quel que soit 7 > 0. Si x > R, en faisant tendre 7 vers 400, le membre de droite
tend vers 0 : c’est donc que f(z) = 0! Le cas de z < —R est analogue, en choisissant un
contour avec 7 < 0. |

Théoreme I1.7 (Paley—Wiener—Schwartz)

Pouru € &'(RY) (ensemble des distributions a support compact), la transformée de Fourier
s’étend en une fonction analytique sur C¢ par la formule

U(é) = <u7 e_i£.>'

De plus si K = Suppu, il existe un entier p et C' > 0 tels que
U@ < 1+ Jlgl)” exp(max(x-1me))

for all ¢ € C¢. Réciproquement, si U est une fonction analytique sur C? pour laquelle il
existe un compact K de R?, un entier p, et une constante C' tels que I’estimation ci-dessus
soit satisfaite, alors U est la tranformée de Fourier d’une distribution a support dans K.

En résumé, la transformation de Fourier échange les propriétes de localisation et de régularité.
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Transformation de Fourier discrete

Pour simplifier, on se place ici a nouveau en dimension d = 1.

1 Cas d’un réseau infini

On a vu au chapitre sur les séries de Fourier comment associer des suites (de coefficients de
Fourier) a des fonctions périodiques. On s’intéresse ici a 1I’opération inverse, partant de suites
et obtenant des fonctions périodiques. Ce point de vue est motivé notamment par 1’étude de
schémas numériques.

La transformée de Fourier discréte d’une suite u = (u,)nez € (*(Z) se définit alors de
fagon assez naturelle comme I’unique fonction F;(u) = @ € L*(T) dont les coefficients de
Fourier sont les u,,. Plus exactement, comme il a été montré dans la remarque 1.2 on définit u
comme la limite dans L?(T) des sommes partielles de la série

§ Uy, e—2z7rnw'
nez

Bien sir, d’apres la formule de Parseval, on a :

>l = [ ) do,

nel

ce qui signifie que la transformation de Fourier discrete :

Fa: A(7Z) —  L*(T)

u = (un)nGZ — U
est une isométrie. Il se trouve que 1’on peut aussi voir la restriction de u a I’intervalle (de
longueur 1) | — 1/2,1/2[ comme la transformée de Fourier (standard, « non discrete » ) d’une

certaine fonction u* interpolant la suite (u, ). Considérons en effet les fonctions v, définies par

sin(m (r — n))

¢n<x> =

m(x — n)

On sait que
77Z}n(C> — 1|C\§1/2 e—2z¢rn4'

39
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En particulier, d’apres la formule de Plancherel,
|Unll2wy = 1 et (W, ¥r) =0 pourn #k,

c’est-a-dire que (1, ) ez est une famille orthonormée. D’ autre part, les fonctions v, admettent
des prolongements par continuité aux points z = n, avec

Vo (k) = 6F  (symbole de Kronecker) .

Définissons alors

E(u) = u* = Z Up, U,

nez
(au sens hilbertien, ¢’est-a-dire comme limite des sommes partielles dans L?(R)). On a

Vn, u'(n) = u,, et ||[u'lzw) = ||ulee)-

Finalement, on a le diagramme commutatif suivant, o 7 : f — f Lici<1y2 -

A
(un) € (Z) +— e LT

£ | L
]:
u* € L*(R) — u* € L*(R)

2 Cas d’un réseau fini

En pratique, les schémas numériques sont utilisés sur un réseau de mailles fini, de sorte
que I’on a affaire a un nombre fini de valeurs (u, ). Supposons ces valeurs indexées par n €
{0,..., N — 1}. La transformée de Fourier discréte de (u,) prolongée en une suite infinie
prenant la valeur zéro pour les indices n ¢ {0,..., N — 1}, est le polyndme trigonométrique :

N-1
u(w) = Z U, e 2T
n=0

Or, a partir de IV données, il n’y a pas de raison d’obtenir plus de N informations. C’est pour-
quoi il est assez naturel de ne considérer que N valeurs prises par u(w). Pour des raisons de
symétrie, on choisit les valeurs Uy = u(0), Uy = u(1/N),..., Uy_1 = u((N —1)/N). Ceci
conduit a définir une transformation de Fourier discrete finie :

FN : (CN SN (CN
N-1
u = (tn)nefo,.n-13 = U = (Urlketo,..n-1y 5 Ur = Z Uy, €~ 2R
n=0

Comme la transformation de Fourier entre fonctions, ¢’est quasiment une involution. On vérifie
en effet facilement que sa réciproque est donnée par :

.7:]\71: CN — CN

U= (Uk)k:e{o,...,N—l} = u = (Un)ne{o ..... N-1}; Un = %
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3 Transformation de Fourier rapide.

Lorsque N est une puissance de 2, il existe un algorithme qui accélere considérablement
(lorsque N est grand) le calcul de la transformée de Fourier discréte sur CV. C’est 1’algorithme
de Cooley et Tuckey (1965), qui permet de faire le calcul avec un nombre d’opérations de 1’ordre
de N log N au lieu de N2. C’est un joli exercice que de programmer cet algorithme (voir par
exemple [3] (lecon n° 9) pour les détails), aussi appelé F.F.T pour Fast Fourier Transform en
anglais. De nos jours, la FFT est préprogrammée dans les logiciels de calcul scientifique comme
Matlab, Maple, etc. Attention cependant au décalage : les vecteurs sont en général numérotés
de 1 a N. Ainsi, pour un tableau x de taille (1, N), I’instruction FFT(x, N) retourne un tableau X
de taille (1, N) dont les composantes sont

N
Z z(n 7217r (n—1) (k— 1)/N

n=1

L’instruction inverse IFFT(X, N) redonne x, en calculant

N
1 Z X e2im (k— 1)(n71)/N.
k=1

Approximation de coefficients de Fourier au moyen de la FFT. Si f est une fonction 1-
périodique, dont la série de Fourier > ¢, e*'™"" est absolument normalement convergente,
on peut estimer I’erreur commise lorsqu’on approche les coefficients c¢,, grace a la transformée
de Fourier discrete de la suite

up = f(k/N), ke{0,...,N—1}.
En effet, puisque f est somme de sa série de Fourier (qui converge absolument), on a :
N-1
u = Z ¢, 2iTnE/N Z Z Cony o €2TTTRN Z <Z CWVH) e2imTk/N
nez meZ r=0 = meZ

ce qui montre que UY = Fy(u") vérifie
UY =N caner, 7€{0,...,N—1}.
meZ

Si on prolonge la suite (UTN )re{o,.‘., ~N—1} par périodicité a r € Z tout entier, en posant

UM,y =UYN, VpelZ,

T

on voit que la formule précédente reste vraie :

U,{V =N Zcm]\pﬂn, Vrez.

mEZ
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F1G. III.1 — Graphes des sommes partielles de séries de Fourier (tracés avec 500 points).

En particulier, on a pour r € {—N/2,... ,N/2 — 1} :

A ) ST =N S}

m#0 [n|>N/2

On pourrait bien sir écrire une estimation moins grossiere. En tous cas, la précision de 1’ap-
proximation de c, par % UN dépend du taux de décroissance de ¢, lorsque n — +oo, lequel
dépend de la régularité de la fonction.

Hlustration. Les sommes partielles de la série de Fourier d’une fonction convergent d’autant
mieux que la fonction est réguliere. Considérons par exemple la fonction continue

R pour z € [0,1/2],
o 1 —x pourzx € [1/2,1].

et la fonction discontinue
s 4t pour z € [0,1/2],
—1 pourzx € [1/2,1].

La série de Fourier de la premiere s’écrit

—cos(2m (2n+ 1) x)
2 (2n 1 1)

N

n>0

Elle est absolument convergente. Quant a la seconde série de Fourier :

Z 4sin(27(2n+ 1) z)

m(2n+1) ’

n>0

elle est seulement semi-convergente.

La figure III.1 représente les sommes partielles Ziozlo de ces séries. On constate que les
points de discontinuités sont le siege d’une « mauvaise convergence » : c’est le phénomene bien
connu (voir le théoreme 1.6).

D’autre part, la convergente trop lente vers 0 des coefficients de Fourier des fonctions dis-
continues nuit au calcul approché de leurs coefficients de Fourier par FFT. La figure II1.2
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F1G. III.2 — Coefficients de Fourier approchés.
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FI1G. III.3 — Graphes des sommes partielles de séries de Fourier approchées (tracés avec 500
points).

représente la comparaison entre les coefficients exacts et les coefficients approchés, calculés
pour les deux fonctions précédentes avec une discrétisation de 500 points (mé€me si on a représenté
seulement les 50 premiers : attention, il faut se rappeler que I’approximation se déteriore lors-
qu’on s’approche de I’'indice maximal, ici 500). Cependant, les coefficients de Fourier ap-
prochés donnent une bonne approximation des sommes partielles, cf figure II1.3. Pour la fonc-
tion continue on ne pergoit pas de différence avec la somme partielle exacte. Pour la fonction
discontinue, I’amplitude des oscillations semble moindre avec les coefficients approchés !
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