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Chapitre 1

Opérateurs elliptiques du 2¢*¢
ordre

1.1 Introduction

1.1.1 Cadre
Soit © une ouvert de R™. On se donne n? fonction a;j
ai; + @ - R
Dans tout le cours, nous ferons les hypotheses suivantes sur les fonctions a; ;

— H1. Les fonctions a; ; sont bornées

3C >0, Yz € Q, Vi, j, |a; (z) <C

— H2. Les fonctions a; ; sont symétriques

Vo € Q, Vi,j, (Liyj((L') = aj,i(x)

— H3. Ellipticité
I(an, 1) €RLZ, VEER™, ag 6 < Y aij(@)6&; < ax [¢f
4,J
oll |§\2 =&+ -+ &2, En fait, existence de a; résulte de 1.
L’hypothese d’ellipticité montre en particulier que pour tout z, la matrice A(z) € M, (R),
définie par
Alz) = (ai-,j (m))1gi,jgn

est une matrice symétrique définie positive (Vx € ). De plus, sa plus petite valeur propre est
minorée par «p.
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Nous considérons essentiellement dans ce cours des opérateurs elliptiques sous forme diver-
gence, de la forme
n 8 a .
L= Y g (wste)gy ) = div (4)v) (1)

ij=1

Il s’agit d’un opérateur différentiel du deuxieme ordre. Il agit en particulier sur les fonctions
C* a support compact.

"9 9
Vo eCx, Lo= Y o (ai,j(x)ag‘f_) (1.2)
ij=1_"" J

Si on ne fait pas U'hypotheése supplémentaire de régularité sur les coefficients a; ; (du style
a;j € C, -+ ), alors Ly est définie au sens des distributions. De maniere générale, si v appartient
A un espace de Sobolev WP (Q); ot pour 1 < p < +oo

wh?(Q) = {ueLP(Q) | Vje{1,---,n}, gg:- eLP(Q)}

alors, on peut définir Lv = f comme une distribution par

n a 8
Y € C°, (Lv, ) = /Q Z a; j(x) 8; é)fj (1.3)

4,5=1

La classe la plus générale dans laquelle 1.3 a encore un sens est

0
I/Vllo)c1 (Q) = {’LL € Llloc (Q) | V] € {17 o 7n}7 87111 € Llloc (Q)}
J

On rappelle que
L, (Q)={ge L' (K) | K compact C Q}

Conclusion Sous les hypotheses H1, H2, et H3, Lv peut étre défini, au sens des distributions,
pour tout v € W21 (Q)

1.1.2 Coefficients réguliers

Si les coefficients a; ; sont des fonctions plus régulieres, alors on peut définir Lv pour des
classes plus larges de fonctions, voire de distributions.
Par exemple, si Vi, j, a;; € C>(Q2), alors Lv peut étre défini pour toute distribution v €

D' (@), par

Vi € C2, (Lo, ) gy p = <v(x>, >
DD i,jzzl 8:@ &vj DD
o0

L’expression du membre de gauche appartient & C° () = D () car a; ;(x) z— € C°

8Ij
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1.1.3 Le Laplacien

L’exemple le plus simple d'un opérateur elliptique est celui oli les ocefficients a;; sont

constants, en particulier le cas ol
YV € Q, Vi,j, ;5 = 51‘,]'

Soit
Vo e Q, A(x) = Idgn
On a alors
"9 0
L = —_—

d? /
Sin=1, A= Tz Au vu de la discussion précédente, on peut définir Av pour v € D ()
x

distribution sur €.
Exercice Soit L un opérateur elliptique du 2™¢ ordre a coefficients constants. Montre qu’en

changeant de base, on peut se ramener au Laplacien.

Hint Théoreme spectral
1.1.4 Opérateurs qui ne sont pas sous forme divergence

On peut également considérer des opérateurs de la forme
n
_ 52
L= a; () =——=—
Z 17]( )8$26$J
1,7=1
Bien entendu, si les coeflicients a; ; sont constants ,les deux opérateurs L, et L coincident.
En revenche, si on ne fait pas d’hypothese de régularité sur les coefficients a; ;, on voit que L

ne peut étre défini pour des fonctions de I/Vllw1 . Néanmoins il est facile de voir que Lv peut étre

PP 21 o
défini pour v € W, ol
2

2,1 1,1 ..
I/Vloc = {U € Wloc | VZ,j7 M € Llloc (Q)}

. étant

Dans toute la suite de cette partie, nous nous intéresserons au probléeme ”inverse”

donné f une fonction sur §2, et v tels que
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que peut-on dire de v 7 Dans un premier temps nous supposerons qu’'un tel v existe, et nous nous
intéresserons aux propriétés de régularité de v. Le cas le plus simple est bien entendu f = 0, ou
nous considérons les solutions du probleme homogene.

Lv=0 (1.4)

L’étude de ce probleme est 'objet des paragraphes qui suivent. Le cas général f fonction sera
considéré dans les sections suivantes.

1.2 Distributions Harmoniques

1.2.1 Propriétés
On considére dans cette partie les solutions v € D' () de 'équation
Av =0 dans D (Q) (1.5)
L’équation 1.5 signifie au sens des distributions
Ve € D(Q) =C7(Q) (Av,9)p p = (0, A¢)p p (1.6)

Les solutions de 1.5 (ou 1.6) sont appelées distributions harmoniques. Il existe beaucoup
d’exemples de distributions harmoniques.
Sin=1, et Q=1 est un intervalle de R, les solutions de 1.5 vérifient

v =0dans D’ (I)
et les solutions sont alors les fonctions affines
v(r) =ax+b (a,b) €R?

On a donc un espace vectoriel de dimension 2 de solutions.

Si n > 2, 'ensemble des solutions de 1.5 forment un espace vectoriel qui n’est plus de di-
mension finie. En particulier, pour n = 2 toutes les fonctions holomorphes sont des fonctions
harmoniques.

On démontre grace aux techniques de la théorie des distributions.

Théoréme 1.2.1

Toute distribution harmonique, i.e toute distribution v solution de 1.5 est une fonction de
= (Q)

X

Nous admettrons la preuve de ce résultat. Le théoreme 1.2.1 fait partie de ce qu’on appelle
les propriétés régularisantes du laplacien.

Il est souvent utile, en pratique d’avoir des propriétés plus ” quantitatives”. Un exemple de tels
résultats est I'inégalité de Cacciopoli, qui joue également un role important pour des opérateurs
généraux.
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Proposition 1.2.1

Soit g € Q, 0 < p’ < p tels que
B (IO,P) cQ

Il existe une constante universelle C' > 0 telle que si

Aw = 0 dans Q

/ Vw[* < _C 5 / |wl®
/
B(z0,0") (p=p")" JB(o.p)

alors

(Inégalité de Cacciopoli)

Remarques

1. Si w est harmonique, il en est de méme de w — A, pour n’importe quelle constante A € R.
En particulier on peut prendre

1
Azi/ W = Wy, , (moyenne de w sur B(xg,p
B(l‘o,p) B(zo,p) or ( ( ))
On a donc o
Lol s S [ P (1.7)
B(zo,p) (p=0")" IB(on)

2. L’inégalite 1.7 est & rapprocher de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, (dont elle est une
sorte d’inverse pour les fonctions harmoniques)

C
/ w =Ty 2 < S / Vol
B(zo,p) P” JB(z0,p)

vérifiée pour toute fonction harmonique de Wlif () =H}, ()
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Preuve de I’inégalité de Cacciopoli

L’idée est de multiplier ’équation 1.5 (on prend w comme variable et non plus v) par la
solution w elle méme. Bien entendu ceci n’est pas possible car w n’est pas a support compact.
Pour remédier & ce probléme, on construit une fonction plateau 7 telle que n = 1 sur B(zg, p’),
et n =0 sur Q\B(zo, p)

A cet effet, soit f une fonction de classe C*™ sur R telle que Vt € R, f(t) > 0 et

f) = 1 sif<e
fi&) = 0 sift|>p
et qui vérifie de plus
2
fl <
|f(®)] P
f
1
o P
Soit alors 77 la fonction définie sur R™ par
n(x) = f(lz — zol)

On vérifie alors que 7 a bien les propriétés désirées :
—n € C(Q), et n € C (B(zo,p))

Vx € B(xzo,p'), n(z) =1 et Va € Q\B(xq,p), n(z) =0

IVil[Le~ < ;

—p

Rappelons que ’équation
Aw =0 sur Q

est équivalente a

o = /0w Op
VQDGCC, Z<axzaax]>

i,j=1
c’est-a-dire
Yo e C°, / Vw.Ve =0
Q
On choisit alors pour fonction test ¢ la fonction

p=wn’ €CX
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On a donc

/ Vw.V (w772) =0 (1.8)
Q

Développons cette équation. On a
Vuw.V (wn)® = Vw.V(wy).n+ Vw.Vi. (wn)

|V (wn) |* = V.V (wn) w + V (wn) .Vn.w — |Vn2w?
= |V(wn) | - |Vn[*w?

En intégrant, 1.8 donne donc

/ IV (wn) P = / V2w = / Vn[2?
Q Q B(xo,p)

Par définition de n, n = 1 sur B(zg,p’) et donc |V (wn) |* = |Vw|? sur B(zg,p’). On a donc
par I'égalité précédente.

[ooawep < [lwwnP=[ v
B(zo,p’) Q B(zo,p)

4 t/ 2
(0= ) JB(2op)

IN

ce qui termine la preuve

X

L’inégalité de Cacciopoli montre que I’on peut majorer une norme forte, la norme H' sur une
boule B(zo, p'), incluse dans ©, par une norme ”faible”, la norme L? sur une boule plus grande
B(zo, p) contenant B(zg, p’). Nous allons voir, par dérivation de 1’équation que la norme L? sur
B(xg, p) "controle” toutes les normes sur B(xzg, p’).

1.2.2 Majoration de normes H*® (B(x, o)

Le laplacien étant un opérateur différentiel & coefficients constants, on peut dériver I’équation
1.5, i.e si w est solution de
Aw =0

alors

et 8 (L) <o

1
De maniere fénérale, si a est un multi-indice d’ordre k, alors
A(0%w) =0 sur

Par itération on en déduit alors
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Proposition 1.2.2

Soit g € 2, 0 < p’ < p tels que B(xg, p) C Q, si Aw =0 sur Q on a

2 2
Vk €N, ||UH7-Lk(B($O,,,/)) <C(p'spsk) ||U‘|£2(B(w0,p))

et de méme par injection de Sobolev

vk e N, HU”gk(B(aCD,/J/)) < C(plapa k) Hu||252(B(xo,p))

X
Preuve
Voyons d’abord pour k = 2
. P +p , . . Ow
Soit p; = 5 de sorte que p; € ]p/, p[. Pour tout i € {1,---,n}, la fonction 3 est harmo-
T
nique, on a donc par l'inégalité de Cacciopoli appliquée a
i
dw \ |? 4 dw |? 4
/ ’v( w) gig/ ’w §72/ IV
B(zo.p') Oz (1= p)" JB@opn) |0 (p1 = p')" JBop)
En appliquant l'inégalité de Cacciopoli entre p; et p & w on a
4
Lm0 up
B(xo,p1) (p=p1)" JB@op)
En combinant il vient 5
0
L R
B(zo,p") Oz B(zo,p)
d’ou
2 2
||w||H2(B(z0,p/)) <C ||wHB(zo,p)
Le cas k quelconque se fait par itération
X

Remarque La méthode précédente permet de retrouver le fait que si u € H! () est harmo-
nique, alors u € C* () sans utiliser le théoréme 1.2.1. Le résultat néanmoins est plus précis
puisqu’on dispose de majoration.

Exercice Soit k € R", ¢ € R. Montrer que 'inégalité de Cacciopoli et les résultats de la
proposition 1.2.1 se généralisent aux solutions w € H! (Q) de

—Aw + b.Vw + cw = 0 sur €
n ow
b.Vw = b;—
( v L;l 8$i>

1.2.3 Résultats de compacité pour les distributions harmoniques

Une conséquence intéressante de l'inégalité de Cacciopoli et de la proposition 1.2.2 est la
suivante
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Proposition 1.2.3
Soit p > 0 et (wy)nen une suite de fonctions harmoniques sur B(p), i.e telles que
Aw =0 sur B(p)

On suppose que la suite est bornée dans L? (B(p)) c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 tel que

/ fwa? < C
B(p)

Alors pour tout 0 < p' < p et k € N, il existe une sous-suite de wy, (W (n))nen et w € C* (B(p))
tel que
lim  wy(,) = w dans C* (B(p'))

n—-+o00

De plus, on a lors
Aw = 0 dans B(p)

Preuve

Comme la suite (wp)nen est bornée dans £2 (B(p)) on peut en extraire une sous-suite wy (,)
telle que
lim w,(,) = w faiblement dans £ (B(p))

n——+o0o

En passant a la limite dans I’équation, on déduit que

Aw =0

La fonction wg(,) — w est donc harmonique. Soit p; = . Par I'inégalité de Cacciopoli on a

/ IV (w, —w)]* < C lwn, —w|* < C
B(p1) B(p)

La suite (w, — w) est donc bornée dans H! (B(p1))

lim  wg(,) —w = 0 faiblement dans H' (B(p1))

n—-+4oo

Par injection compacte de Rellich, il résulte

lim wg(,) —w = 0 fortement dans L% (B(p1))

n—-+o0o

Ecrivons maintenant I’inégalité de Cacciopoli pour p’ et p;

/ |V (wom —w)|* < C [ty = w[* =0
B(p’) B(p1)
et donc

lim w,(,) = w fortement dans H' (B(p"))

n—-+oo

en raisonnant comme dans la proposition 1.2.2, on montre que

lim  wy(,) = w fortement dans H* (B(p"))

n—-+oo
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1.3 Distribution homogene pour des opérateurs sous forme
divergence

1.3.1 Propriétés

On considere ici un opérateur général, sous forme divergence vérifiant les hypotheses H1,H2,
et H3.
L = div (A(z)V)

A(z) = (a;,j(%))1<i,j<n On consideére des fonctions u € H* (2) de
Lu =0 dans 2 (1.9)

Remarques Noter que H' (Q) C V\/lloc1 (Q), et on peut donc définir Lu au sens des distribu-
tions.

Rappelons que 1.9 est équivalent a
Yip € C° () (Lu, p)

c’est-a-dire

Z”: o Ou 9N
m@xi’@xj D/Di

ij=1
ou encore
n
> [ gt =0
Qijo o — =
x; Ox;
ij=1"9 Ow; Ox;
On a donc

Proposition 1.3.1

u € Wh () est solution de 1.9 si, et seulement si

. = Ou 0
irj=1"¢ v
X

Si u € H! (Q), on vérifie alors par densité de C° (Q2) dans H (€2) que Pexpression 1.10 a un
sens, et est vérifiée pour ¢ € H} (), c’est-a-dire

Proposition 1.3.2

u € H? () est solution de 1.9 si, et seulement si

- ou Ov
i J

i,j=1

L’inégalité de Cacciopoli s’étend alors aux solutions de 1.9. On a
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Proposition 1.3.3
(Inégalité de Cacciopoli)

Soit w € H}, . () solution de
div (A(z)Vw) =0 sur

Soit 0 < p’ < p tels que B(xg, p) C Q. 1l existe une constante C' > 0 ne dépendant que de ag et

aq (voir H3) telle que
C
Lol s S
B(wo,p") P =P JB(=o.p)

et donc
e e
B(zo,p’) P =P JB(wo.p)
|
O T = Blag, ] B0
X
Preuve

La preuve est similaire a la preuve de la proposition 1.2.1. En utilisant les mémes notations,
on vérifie que wn? € H§ (B(wo, p)) car w € Hj,. (), par hypotheése. On peut donc ici appliquer
la proposition 1.3.2 pour conclure que

2
Z/ ”69:1' 6% ) g (1.12)

i,j=1

On développe ensuite 'intégrande :

ow 9 (wn?)  dw 9 (wn) dw I

o re et ol e e G
_ O(wn) 9(wn)  In O(wn) d(wn) on on 9n 4
Oz Oxy dx;  Ox; W x; '[“)xj'w Ox; Ox; -

Par symétries de a; ; on a alors

= ow 9 (w = A (wn) 9 (w = on on
3 3 (wn?) Zam‘(n) (n)_z o o

a; . a;
1,5 ) ) ) i,J
52 dx;  Ox; 52 Ox; Oz, dz; Oz

ij=1

L’égalité 1.12 donne donc

noon o 2. 2
ao/\V'um /ZH xi'axj /Zwaxzax]w Sal/QWnlw

1,7=1
/ V(wn)? < 2 / V[ w?
Q al Jo

Le reste de la preuve est ensuite identique a celui de la proposition 1.2.1

c’est-a-dire
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X

Une différence essentielle avec le cas du Laplacien (ou de maniére générale, les opérateurs
& coefficients constants ou réguliers) est qu’on ne peut espérer obtenir plus de régularité sur la
solution w (i.e on ne peut espérer qu’elle appartienne & des espaces Hﬁm () pour k > 1). Pour
s’en convaincre, il suffit de considérer le cas n =1

Dans ce cas, en effet
d du
L=— —
dx (G(I)dfc)

ou la fonction a € £ (I). L’hypothese d’ellipticité signifie alors
Veel, 0<ap<a(r)<am

Si u est solution de Lu =0, i.e

d du
— — | =0 1.13
(e ) (1.13)
on peut intégrer cette équation directement et donner la forme de TOUTES les solutions, a
savoir e 1
u(z) = )\1/ ——ds+ X2, ouxzg € [ est fixé
o a’(s)
1
On voit en particulier que si aG) ¢ H' alors u ¢ H?
a(s
Conclusion Si u € H},. (Q) est solution de Lu = 0 on ne peut espérer pour k € N, k > 2, et

. . . . 7 z . k
pour des coefficients a; ; généraux, avoir u € H;. . ()

En revenche, nous verrons plus loin d’autres propriétés impliquées par ’équation Lu = 0, en
particulier

ue L*(Q)

[On peut aussi montrer, mais c’est un résultat difficile, que si u € ’Hlloc (), Lu = 0, alors Ip > 2,
tel que u € Wllo’i (Q). Dans le cas ol la matrice A(x) est proche de l'identité, nous verrons une
preuve de ce résultat par la méthode de Schauder.]

1.3.2 Résultats de compacité

Le résultat de la partie 1.2 se généralise de la facon suivante :

Proposition 1.3.4
Soit (wy, )nen une suite de solutions de
Lw, =0

telle que ¥n € N, w,, € H' (B(p)). On suppose que la suite est bornée dans £2 (B(p)), i.e qu’il
existe C' > 0 tel que

Vn € N, / lw,|* < C
B(p)
Soit 0 < p’ < p. Il existe une sous-suite de (wy)nen, (We(n))nen telle que

lim wg(n)|B(p) = w fortement dans H (B(p))

n—oo
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ot w € H' (B(p')) vérifie
Lw =0 sur B(p')

Preuve

Elle est identique & celle de la proposition 1.2.3

1.4 Autres propriétés des solutions de Lu =0

Dans cette partie, nous allons étudier des propriétés des solutions H!' de Lu = 0. Nous verrons
tout d’abord que
Vp>2,ue Ll (Q) (1.14)

loc

grace a une généralisation de I'inégalité de Cacciopoli. Ensuite en utilisant une méthode itérative,
due a J. Moser, nous en déduirons que

ue L5 (Q) (1.15)

loc

Un résultat difficile dit & E. de Giorgi affirme en fait que toute solution de Lu = 0, dans H! est
en fait une fonction continue sur €2, et méme qu’il existe o > 0 tel que

ue ol (Q)
Ce résultat sort malheureusement du cadre de ce cours.

1.4.1 Une généralisation de 1’'inégalité de Cacciopoli

Dans cette partie, nous allons établir

Lemme 1.4.1
Soit u € H! () solution de
Lu=0
Soit p > 1, xg € 2, et p > 0 tels que
Wt € £ (B(o,p) (1.16)

Alors pour toute fonction n € C° (B(zo, p))
ptl 1
u[ =" n € H (B(x0,p))
et

/ IV ()P < Clot 1) / [P+ |V (117)
B(zo,p) B(z0,p)

Commentaire
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1. Dans le cas p = 1, cette inégalité a été établie dans le cadre de la preuve de 'inégalité de
Cacciopoli.

2n
2. Pour p < 2* — 1, ou 2* est 'exposant conjugué de Sobolev 2* = o la propriété 1.16
n—
est automatiquement vérifiée, en raison de ’injection
H' (B(wo,p)) = L* (B(0,p))

n+2

Notons que 2* — 1 = 2>1,2"‘>2

Preuve
Rappelons que u € H! (Q) est solution de Lu = 0 si et seulement si
= Oou v
Yo € H (Q), fi———— =0 1.18
v eH () Z_/anax (118)

Comme dans 'inégalité de Cacciopoli, le calcul repose sur un choix adéquat de fonction test v.
L’idée de base est de prendre comme fonction test

P 2 _ 2
vy = WP, v = (—us)n
ou les fonctions uy,u_ sont données par uy = max{u,0}, u_ = min{u, 0} de sorte que
u = uy + u_
lu| = wy — w_

Pour une fonction u € Wh! (Q), on a alors uy € Wh! (Q), et u_ € Wh! (Q) et

loc loc loc

Vut =Vu, siu>0 Vut =0 siu<0
Vu~™ =Vu, siu<0 Vu~ =0 siu>0
Soit
{ VU+ = VUX{uz()}
Vu~ = vuX{uSO}

Siwe L2 (Q), on a alors

loc
1 _
Vil = pul” Vuy = pufl IVuX{uZO}

Au vu de cette formule on voit que v, (respectivement v_) ne sont pas nécessairement dans H?.
C’est pourquoi nous commencerons par démontrer I'inégalité 1.17 sous ’hypothése supplémentaire
u € LY (). Dans un deuxiéme temps nous verrons comment nous débarasser de cette hypothese.

A Démonstration de 1.17 lorsque u € L2, ()

loc

Siu € L2 () on vérifie que v et v_ sont des fonctions de H (©2). On peut donc les
utiliser comme fonctions tests dans 1.18. Nous allons commencer par efectuer le calcul

pour v
On a par 1.18

/a Ou 0 (whin?) =0, car vy € Hg(Q)
0

J 8$i (’)xj
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Développons l'intégrande

Ou 0 p oy _ Ou 0 5 Ou o, 0,
dx; Ox; (whn’) = Ox; Oz () 8x<u+ O0x; (")
—1 0u Ou » Ou On?
— p—1 +, 2 on~
I ol el A et
o p—1 aqu 8U+ 2 8u+ 677

u bt
L e T L o Pl e
[Seule la fonction u4 apparait dans ce calcul] Nous avons les identités

p+1 p+1

Ouy® Ou®  (p+ 1)2up71 uy Ouy
ox; 8$j 4 + Ox; 6xj
et
pT+1 I%rl p+1 p+1l
5 <U+ 7]) a (u+ 77) _ 8U+2 8U+2 772 up—‘,—l 877 ﬁ
ox; Oz Or; O, O Oz
L Pty [Ouy o duy Oy
et en combinant
24l Pgl
up—lau+ Quy o 4p u+ TI u+ 77)
+ 8931 aifj n B (p + 1) axj
B 4p ! on on
(p+1)2 Ox; Ox;
+P+1 p [(Ouy O +3U+a772
1 Ox; 8% Ox; Oz,
et donc
ptl ptl
(p+ 1)2a~ %i (up 2) _ ‘8<U+2 77) 0 ('U'+2 77)
i i,j O (9£L’j +1 - bJ 0x; 3ij

on 0
p+1 07 77
gt Ox; Ox;
p [+ 1) Ouy O
o [ ap " Dz, O
7p+1 4 duy O Jr%@nZ
4 Ox; Ox;  Ox; Ow;

Donc par 1.18, en utilisant la symétrie de a; ;

/Z g (ufln)8<2‘?n) _ / p+1z on on
: i z;

i,
Pl ox ox; ax]

3,7=1

p+1 p+1 8u+877
< 2 )/Z ’3893 dr;

i,j=1

15
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pt1 pt1
/ Zam (u+i ?7) 3(?;; 77) _ / pHZ ’]5;72 6832

i,j=1 7,j=1

p+1 Quy On
+ (p+1)- )/ o nas
( Z +104.5 Ox; Ox;

7,7=1
En utilisant Dellipticité de A(z) on obtient alors

p+1 P+l
oo o () < 3o, 20

1,7=1

et
on On
p+1 § : p+1
/ ”8901 8$J QIA |v77|

puis, comme 0 <7 <1

- Ouy O
p } : + 9N p
|/Q e e Oz; (993 = Au+|vu+‘|vn|

i,7=1

En regroupant on trouve donc

7)+1
oo [[9 ()] e | [ 190+ 040 [ 919l
Q Q
i.e
P+1
/‘V (T 77 SC[/ ui+1|V77|2+(p+ 1)/uﬂ|Vu+||V77|} (1.19)
Q Q

Cette inégalité correspond ”presque” a l'inégalité désirée. Il reste a nous débarasser du
dernier terme, en I’absorbant par les deux autres. A cet effet on ecrit

p _ B
Uy = U™ Uy

t
e i [V V| = (i) (jul "5 V)

On remarque que
+1

p—1 ptl
u? [Vug| = ‘Vuﬁ

p+1
Enfin on majore,
2

p+1 p+1
Varl) < (v (&3 0) [+ 190107) 55
(97 19 wi )|+ Va2

Pour conclure, on utilise la majoration, pour € > 0 et deux nombres positifs, a et b

ab < % (€a2 + 57162)
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avec
p—1 pt1
=T [Vug] b=ul® |V

11 vient
Ve >0 null |[Vug||[Vn| < ; [ (nu+ |Vu+|) (“TINUP)]
On utilise alors encore le méme type de majoration
(a+b)? <a®+b*+2x % (a® +b%) =2(a® + b?)
Soit
(77”+ |Vu+|) 2 x (pi (‘V (u+ n)} +|Vn|? p+1>
Ainsi

1 _
[V || V| < UV(u+ )|+ 1P ”“} 5 VP

(

En intégrant il résulte

iy [

2Ly 2 de 2 ptl
: + + 2 / Vl* i’
( ) ’ (p +1 ) | 0" u
En revenant & 1.19

4 ptl
(220 [ 1+ g2 f

on obtient pour € > 0
/ ‘v u+ n)’ < Cl/ |vn|2 p+1

On procede de méme pour v_ ce qui donne la conclusion

“p+1

B Cas général

Dans cette partie on ne suppose plus que u € L (). Indiquons brievement les adapta-
tions nécessaires. Au lieu de prendre les fonctions test vy et v_, on introduit des tronca-
tures au niveau N, puis on passe a la limite pour N — +o0o. Plus précisément, posons,

pour n € N*
U, N = Uy siug <N
U4,N = N si U4 Z N
de sorte que,
Vuin = Vu si0<u(z) <N
Vurny = 0 siu(z) > N ouu(zx) <0
On prend comme fonction test la fonction
_ ,p—1_ 2
Vg N = Ul pun
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de sorte que vy y € Hi (€2). On a par 1.18

/Z J@wl aajj (uﬁ]i,urf) =0

On développe l'intégrande. Il vient

SZ;J (uﬁ Jiﬂmz) R ]3 8351 8;;1\1 2
-
- gt o
= (p— 1)1&‘& 815;;]\[ 6;;]1\’ 2
+ g;ig T X{uzN} +u ﬁﬁ,agl;Nag;;N 2
R A T A

Des calculs similaires & ceux de la partie A permettent alors de montrer la majoration
suivante :

/‘V u+ 77 /Np YVl X sy < O / (V| it (1.20)

pt1
Comme lim w4 ny = uy pour presque tout z € €2, et que la suite u_ 2,1 est bornée dans
e, +, + bour presq €t q +.N7
+ k)
p+1

Hg () d’apres 77, on en déduit que u* 7 appartient & Hg (2), et que

p+1 p+1
u,*yn — uy® n faiblement dans Hj ()

ptl
Rappelons le raisonnement : posons w, = wu,?,n. D’apres 1.20, la suite (wy,)nen est
+ﬂ1n

bornée dans H{ (€2), donc toute suite extraite de w,, posséde une sous-suite qui converge
faiblement dans H¢ (), et donc fortement dans L? (Q) par injection de Rellich. Comme

il ptl
wy, — uy?, 7 simplement, la limite est forcément u,?, 7. Par unicité de la limite, toute la

suite converge.]

Par semi-continuité-inférieur on a

/‘V ufln <hm1nf/ ’V 77 <C’/ |V7]|2 Pl

N—~+oco

et la conclusion en découle.



CHAPITRE 1. OPERATEURS ELLIPTIQUES DU 25ME ORDRE 19

1.4.2 Majorations dans L] ()

loc
Le lemme 1.4.1 permet de démontrer le résultat suivant, qui nous permettra ensuite, par

itération, de prouver que toute solution de Lu = 0, dans H}  (€2) appartient en fait & L] ()
pour g < +o0. On posera a cet effet

Lemme 1.4.2

Soit u € H}.(Q) une solution de Lu = 0. On suppose de plus qu’il existe ¢ > 2 tel que

we L (Q). Alors Ve € Q, 0 < p < p' tels que B(z,p) C Qon a

/ |u‘>\q ’ <C(1+‘])2/ |u‘q
B(z,p") N (p - p/)2 B(z,p)

En particulier, VK compact C , u € LM (K), i.e u € L Q)

loc

Preuve

On part du lemme 1.4.1, et on prend pour fonction 7 la fonction ”plateau” définie dans la
preuve de I'inégalité de Cacciopoli, i.e telle que n € C° (B(xo, p)), n > 0 et
On vérifie alors que 7 a bien les propriétés désirées :

n(z) = 1 sur Q\B(zo, p’)
n(z) =0, en dehors de Q\B(xg, p)

2
VL <
p—p

/

D’apres le lemme 1.4.1, [u|2n € H} (B(xo,p)), et par injection de Sobolev H < L?" on a

donc
RE
fo i< [ e )
B(z,p") B(z,p)

ou C est une constante universelle (sans dimension). [ici on a pris p=¢ — 1, i.e ¢ =p + 1]

1
o

2
Comme n > 0, n = 1 sur B(z, p’) on obtient donc (A = 5> 1)

VB(W) u|Aq1 X =¢ B(zp) ’V (M%”) ‘2 (1.21)

Le résultat du lemme 1.4.1 donne alors
7 \|? 2 2
[ () ccara? [ jur
B(x0,p) B(x0,0)

on a donc

q 2 2
[ o (uta)f < S (1.22)
B(z,p) (p -p ) B(zo,p)

Comme |Vn| <

P’
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En combinant 1.21 et 1.22 on obtient la majoration du lemme 1.4.2. Une conséquence directe
de ce lemme est la suivante.

X

Proposition 1.4.1

Soit u € H} (€2) une solution de Lu = 0. Soit zg € Q et p > 0 tels que B(zg,p) C Q. Alors
pour tout r < +oo, u € L" (B(xo, g) et

V W] < Clo,r) V |u2]
B(zo,%) B(zo,p)

Il en résulte en particulier que u € L"(K) pour tout compact K C Q et donc u € L} ()

1
2

Preuve

Elle repose sur une méthode d’itération diie & J.Moser. Comme u € H. _(Q), on sait que
u € L? (B(xo,p)) (et méme u € L" (B(zg, p)) pour r = 2*). Pour i € N on pose

¢ =2\ = Agi—1

* N )
avec qp =2 et A = 2= N9 > 1. On pose également
PP
Pi =5 T i

de sorte que la suite (p;);en décroit de pg = p vers g et

=P
Pi — Pi+1 = 9i+1

On a alors )

ST
/ |u qi+1 — / |u|)\qz'
B(z0,pit+1) B(z0,pi+1)

>
S

Par le lemme 1.4.2 on a si uw € L% (B(xo, p;))

1
A

/ |u|>\qi < C(qu): / |U|Qi
B(zo,pi+1) 2726+ B(xo,pi)

Jrn
B(zo,pi+1)

Donc

qi+1

< C(l + Qi) | qi
=\ =2+ D)2 u
B(zo,p:)

On en déduit donc que si u € L% (B(xo, p;)), alors u € L%+ (B(xg, pi+1)). Comme pour i = 0
u € L? (B(xg,p)), on en déduit par récurrence que u € L9+t (B(wo, pi+1)), et que

1
. 1+qk; Ak 2
I ( ) [
[/B($O:Pi) H ~(k41)p? B(xo,p)

Ce qui conclut la preuve car ¢; — +o0 lorsque i — 400 et Vi, p; > g

1
b
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X
Le calcul précédent nous a fourni une constante explicite, & savoir
i 1
. C(l + Qk)2 AR
K(i,p) = U <4_(k+1)p2
Nous allons étudier le comportement de cette constante lorsque i — +o0.
Lemme 1.4.3
Il existe une constante Ky ne dépendant que de ag et oy telle que
lim K(i,p) = p~ "V Ko
i—>+00
X
Preuve
Ecrivons ‘
k=0
ou pour k € N on a posé
1
(O +qr)?\ 3
a(k, p) = (4(’€+1)P2
Passons l'expression précédente au logarithme pour étudier le produit. On a
_ C(1+ qx)?
log(a(k,p)) = A "log <4_(k+1)p2
-~ 1 14 qx
— L _
= 2\ (2 log(C') —log(p) + log <2_(k+1)>)
Il en résulte
. (2 1+ g
og(Gip) = Y- (5 [190(V0) ~ toglo) +1ox (3 )])
k=0
‘1 ‘1 1+ g
k=0 k=0

Comme A > 1 le premier terme converge, car

X 1At a-1 N 2

D’oit '
lim > [log(C) — 21log(p)] = - [log(C) — 2loa(s)
k=0

i—-+00
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ie

lim Z% log(C) — 21log(p)] = log (Cp~ ™)

71— 400

Le dernier terme de la somme 1.23 est indépendant de p.
Notons que

log <2—1zrklﬁ1)> =log (1 +qx) + (k +1)log (2)

Or ¢* = 2\* Donc
0 <log(l+gx) =log (1+2)\*) ~ Fklog())

k—oco

et donc

ZM log(1 +qr)  ~ Ak (log(2) + klog(\)) — C1 < +0

En regroupant les calculs précédents on obtient
log(K (i, p)) — log(p™™) + Co

ou Cy est une constante. Le lemme en découle.

1.4.3 Estimations L2 (Q)

Les cacluls précédents vont nous permettre de montrer que v € L{. (2). A cet effet, pour
passer des majorations L” aux majorations L°° nous allons utiliser le résultat suivant de la théorie
de la mesure.

Lemme 1.4.4

Soit A un ensemble borélien de RV de mesure non nulle. Soit f une fonction mesurable sur
A. On suppose qu’il existe une constante My > 0 et g > 1 tels que

Vr > ro, {/Uc 7} < My

|f(x)] < My, pour presque tout x € R

Alors f € L™ (A) et

Preuve

Soit € > 0. On considére ’ensemble :

We={xec Al|f(z)| = Mo +¢}

‘0t < | [ If(@) ]SMO

On a
Vr > To, |W
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Raisonnons par 1’absurde, et supposons que |W,| # 0. Alors

|We 7 — 1 lorsque r — +00

et donc l'inégalité précédente donne
Moy +¢e < My

ce qui, bien entendu, est contradictoire. On a donc
Ve >0, [We|=0

Il en résulte que

W= {zeA||f(@)] 2 Mo} = (\We = ()W,

e>0 neN

est de mesure nulle.

X
Revenons a notre probléeme initial. On a
Théoréme 1.4.1
Soit u € H}L . () solution de Lu = 0 sur Q. Alors Vg € ©, 0 < p, B(zg,p) C Qon a
()] < Ky ( up) tout & € Blao, 2)
ulz)| <Ky | ——— u presque pour tout x g, =
|B($0,p)| B(xo,p) 2
ol K, est une constante qui ne dépend que de ag et ay
En particulier u € L ()
X

Preuve

Il résulte de la proposition 1.4.2 et de sa preuve que

e
/ e SKmm/ Juf?
B(:E[),E) B(Cl?o,p)

2

Vk € N*|

Comme g1 = 2X\**1 on a donc

_1 %
Tgt1 )
/ |ul < K(k,p)? / Juf®
B(zo0,%) B(zo,p)

Dans le lemme 1.4.3, nous avons vu que

lim K(k,p) = Kop~™

k—o0

il existe donc ky € N* tel que pour tout k£ > kg

K(k,p) < 2Kop™™
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Ainsi Vr > qry+1,

S|
Nl

IN

2K,

i
B(z0,%)

1 / ,
— |ul
PN I B2o0)

#/ |u|2
|B(l‘0, p)| B(zo,p)

IN

2Ko|B(1)]

La conclusion découle alors du lemme 1.4.4

N

24



Chapitre 2

Majorations globales et existence
pour les problemes elliptiques

2.1 Introduction

Dans la partie précédente, nous avons étudié des propriétés locales de solutions d’équations
elliptiques homogenes du type
Lu=0 (2.1)

ou L est sous forme divergence. Comme nous l'avions vu, ’ensemble des solutions de 2.1 forme un
espace vectoriel (de dimension infinie). Nous avions vu que ces solutions possedent des propriétés
locales assez intéressantes. Notre résulat principal était le suivant :

u € LS (92)

i.e VK compact C
sup Ju(z)| < +00
zeK
Dans cette partie, nous considérons le probleme ”inverse” suivant. Etant donné une fonction
f (ou une distribution) définie sur €, existe-t-il u tel que

Lu = f dans Q (2.2)

Bien entendu, si ce probleme possede une solution particuliere ug, ’ensemble des solutions est
un espace affine, de la forme {ug} + W, o W est l’espace vectoriel des solutions du probléeme
homogene 2.1. Afin d’avoir un probléme bien posé (i.e pour avoir existence et unicité de la
solution), il faut imposer en plus de 1’équation 2.2 des conditions aux limites (i.e sur le bord 02
de 'ouvert ). 1l existe des conditions aux limites de nature trés différentes (Neumann, Dirichlet,
mixtes, etc...). Afin de fixer les idées, et pour limiter les difficultés, nous nous contenterons de
considérer, dans ce cours, les conditions aux limites de Dirichlet homogenes, c’est-a-dire

u = sur 0f) (2.3)
i.e le probleme type sera

—Lu = f dans 2
(1) { U =0 sur 0f)

25
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ou encore

(1) {—Luu+cu = f dans €2

= 0 sur 02

ou ¢ est une fonction définie sur €.

Les problemes du type (I), (I1) ont été considérés des le début du X1X®™¢ siecle. Le point
de vue de I’analyse fonctionnelle (fin X 1X®™¢ début X X ™€) a néanmoins radicalement changé
leur approche. L’idée est d’introduire des espaces de fonctions (ou de distributions), X pour u,
Y pour f, de sorte que les éléments de X vérifient la consition aux limites 2.2, et que

L: X —Y (XY Banach) (2.4)

soit un isomorphisme. Dans ce cas, en effet, le probleme (I) posseéde une solution unique wu,
Vf €Y donné, a savoir
(I) & u=L7(f)

Comment montrer que L est un isomoprhisme de X vers Y 7

Comme il s’agit de problemes linéaires, le point essentiel est d’établir des majorations dans
les normes des espaces de Banach du type :

Vue X, |jullx < Cl[Lully (2.5)

[Pour une telle majoration, il est essentiel d’avoir des espaces vectoriels normés!]

Lorsqu’une égalité du type 2.5 est établie, on vérifie en effet
A Ker L ={0} En effet si Lu = 0, par 2.5, il vient ||u||x =0,ieu =0

B Im L est fermé dans Y En effet si (y,)nep est une suite de Cauchy de ImkL, il existe
(Zn)nep dans X telle que

vn, y, = Lz,
Par 2.5 on a

1
Yo, m, |[yn — ymll = |L(Tn — 2m)|] > 5\|xn — T

et donc (2, )nep est de Cauchy dans X, donc admet une limite x, 2, — . Il en résulte
par continuité
Yn = Lz, >y = La

i.e la limite de la suite y,, est donc dans I'm L

Il reste alors en général a vérifier Imb =Y. (on peut par exemple montrer que I'm L est
dense).

Remarque Au lieu de vérifier 2.5, il suffit de vérifier

Vu € X, ||ullx < C||Lu|ly (2.6)
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ot X est un sous-espace dense de X. Dans notre contexte, comme nous avons a faire a des espaces
de fonctions, C°(2) est souvent dense dans X, et on peut prendre X = C°(Q2)

Conclusion Le preobleme d’existence de solutions pour (I) (ou (II)) se ramene a établir une
majoration du type 2.5. On appelle une telle majoration une estimation a priori. En général on
peut se contenter de le faire pour des fonctions assez réguliéres.

Un exemple élémentaire ou une telle méthode est mise en oeuvre est le théoreme de Lax-
Milgram et ses applications.

2.2 Le théoreme de Lax-Milgram

2.2.1 Cadre abstrait

On considere ici un espace de Hilbert H et L une application linéaire de H vers H* continue.
On fait ’hypothese suivante sur L (ellipticité) :

Ja >0, Yu € H, (Lu,u)p. 5 > allul|? (2.7)

On a alors

Proposition 2.2.1

L est un isomorphisme de H vers H*

Preuve

On aVu € H,

(L, ) g < 1

ul| et donc par 2.7

allul[f < || Lull - lul|m
i.e
Vu € H, fJully < |1Lully-
c’est-a~dire que L vérifie la majoration 2.6. Il résulte de la discussion de I'introduction que L est

injective, et que I'm L est fermé dans H*. Par le théoreme de représentation de Riesz, il existe
une application continue L : H — H telle que (Lu, u)H*’H = (Lu, u) g g Il suffit de montrer que

Im L = H. Comme I'm L est fermé, d’apres ce qui précede montrons que I'm L est dense dans
L
H,ie (Im L) = {0}. Or

1}6(]77”LI~/)L Vu € H(Lu,v) =0

Yu € H(u, L*v) =0

L*v=0
ve Ker L*

te e 0

Par 2.7 on a Yu,_ (u, L*u) > al|ul|? et donc par le méme raisonnement que précédemment, on
déduit que Ker L* = {0}, d’ou le résultat.

X
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2.2.2 Application aux problemes elliptiques
2.2.2.1 Cadre
Soit © un domaine borné régulier de RY. On considére ici
H = H(Q)

On rappelle que

1

HY(Q) =Cx (@)

i.e H} est I'adhérence des fonctions C2° () pour la norme H!. On identifie le dual de H{ (9)
avec 'ensemble H ! (Q) des distributions f sur € telles que

3C >0, Yo e €7 () [(f,)pp] < Cllella (2.8)
On munit alors H~! () de la norme

Al -+ = sup{|(f, @)orpls [lellmr <1, 0 € C ()}

La dualité 2.8 s’étend alors par densité & H} () et on a

Vo € Hy (Q), [(f,0)u-130] < Iflla-1]lollm

Il en résulte que H ' () s’identifie a [H{ (€2)] *. Comme exemple d’éléments de H~! (Q) on a

Lemme 2.2.1
L?(Q) = H~1(Q) (de maniere continue). De maniere plus générale

9 2N
> = — q — -1
iz TN M= HOQ)

Preuve

Soit f € L9(Q), pour g > On a pour ¢ € C° ()

2
N+2

N+2

170 = | [ o] <17 g e < 151y o el

2N
N2 est 'exposant conjugué de 2* ainsi que l'injection de Sobolev
H} (Q) — L* (). Il en résulte que f € H' (Q) et

1lla- < CIANL,

ou on a utilisé le fait que

2N
N+2 (Q)

ce qui termine la preuve.
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2.2.2.2 Opérateurs elliptiques sous forme divergence

Comme dans la partie précédente, on considere un opérateur elliptique
L = div(A(x)V)

ou la matrice A(z) = (a;;)1<ij<n est symétrique, & coefficients bonés, et vérifie la condition
d’ellipticité : Jap > 0,1 > 0, Vo € Q, VE = (&, ,&n) ERY

(H3) C¥o||§||2<Z:am (2)&:&5 < aa[¢]]?

,J

Soit alors u € HE (). Considérons

:‘Za ( aau)

On vérifie aisément

Lemme 2.2.2

L’application L : u — Lu est une application continue de H} (2) dans H~1 (Q)

X
Preuve
Comme les coeflicients a; ; sont bornés, il existe M > 0 tel que
Ve e Q, Vi,j4, |ai;j(z)] <M
En particulier, pour ¢ € C° (£2), on a
8u 9y
(L
¢ Z/ i 83:1 o
et donc
[(Lu, )| < M[Vullr2)[Vell2 )
< CMlullgy@llellm @)
par I'inégalité de Poincaré. Il en résulte que Lu € H~1 () et que
[|[Lul| -1 (o) < CM|ul|g1 @
X

Remarque Le lemme 2.2.2 ne fait pas intervenir la condition d’ellipticité (H3)

Lemme 2.2.3

On a pour u € Hj ()
(Lu,u) g1 gy > ao||u\|?qg(n)
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Preuve

On a ou u
u u
(Lt ) gos g1 = Z/ e = o [ 1Val? = aollalfy

et la conclusion en résulte.

11 résulte alors du théoreme de Lax-Milgram (Proposition 2.2.1)

Proposition 2.2.2

L est un isomorphisme de H} () vers H~! (Q). En particulier, pour f € H~! (Q) il existe
un unique u € H} () tel que

div (A(z)Vu) = f dans D' (Q)

ie

Commentaire

Le fait que u € H} (Q) est interprété comme : 7 u vérifie la condition aux limites homogene
u = 0 sur 90 7. Ce fait peut étre analysé de maniere plus claire grace a la théorie des Traces
(qui suppose que Pouvert soit suffisamment régulier).

Dans le cas ou f est plus réguliere, on peut se demander si la solution u elle-méme I'est
également. En termes d’isomorphisme, cela reviendrait & remplacer les espaes H} () et H™1 ()
par des espaces plus petits.

Lorsque les coefficients a; ; sont réguliers, et en particulier constants nous allons voir que ceci
est possible, et que 'on peut gagner des ”ordres de dérivation” pour u.

2.3 Théorie de la régularité pour le laplacien

On considere ici

N 52
pt 0x;
Rappelons que pour 1 < p < 400

82
00z,

WP (Q) = {u €cLP (), VueLP(Q), crr (Q)}

et de maniere générale, pour k € NV

WP (Q) = {u e LP (Q)| Va, |a| <k, 0% € LP (Q)}
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que ’on munit de la norme

llullwes = Y 110%ullLr

la|<k

Muni de cette norme, W*? () est un espace de Banach, réflexif pour 1 < p < +o0, séparable
pour 1 < p < 4+00. Au vu de la définition de L, on voit clairement que L = —A est une application
linéaire de W2P (Q) vers LP () et de maniere générale

—A WP (Q) s WP (Q)

est continue pour tout kK € N et 1 < p < +o0o. Pour obtenir un isomorphisme, il faut rajouter des
conditions aux limites. C’est pourquoi nous considérons

X, =W (Q)NnWy?(Q) pour1<p< +oo
et de maniere plus générale pour k > 1
X, = WEP (Q)nW, P (Q)

Lorsque N =1, et 2 =0, 1[ (ou tout autre intervalle borné de R), 'opérateur A se réduit a la

dérivée seconde, i.e
d2
“A=——s
dx

On a alors

Proposition 2.3.1
d2
Soit N =1, I =]0,1[. Alors 2 est un isomorphisme de W22 0 W, () vers Wk (I)
x
pour tout p € [1,4o00] et k € N*.
En particulier, pour tout f € W*P(I), il existe un unique u € W*+22(I) tel que

{—u” = f sur [0, 1]
w(@0) = wu(l) = 0

De plus,
lullwrsze < C||fllwr.r

ou C est une constante qui ne dépend que de k et de p.

Preuve

Pour f € WkP(I) C H=1(I), donc 'existence d’une solution u € Hg (I) est claire. Par ailleurs,

comme 2
d—z = f dans D'(I)
T

il en résulte par dérivation que
d’ =2

vie{l,---,k+2}, wusz
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Ainsi
k42 dJ
Z W“ = [|fllwr+z
i=2 Lr(I)

Pour conclure, il suffit de majorer ||u||r» + ||u||zr en fonction de f (exercice)

X

Dans le cas ou N > 2, le résultat de la proposition 2.3.1 s’étend au cas des ouverts bornés
réguliers, MAIS uniquement pour des exposants p tels que 1 < p < 4o0.

Nous avons alors le résultat suivant, que nous admettrons.

Théoréme 2.4.1

Soit N > 2 et Q un domaine borné et régulier de RY. Soit 1 < p < oo et k € NU{—1}. Alors
—A est un isomorphisme de W22 (Q) U W, ? () vers WF» ().
En particulier, pour tout f € W7 (Q) il existe un unique v € W*+2? (Q) tel que

—Au = f dans D”
u(@0) = 0 sur 02
De plus
[ullwrszp @) < C, kDI fllwer @)
ou C(p,k,Q) est une constante qui ne dépend que de p, k et Q

Commentaire

1. Comme dans le cas NV = 1 on voit que la solution ”gagne” deux ordres de dérivation par
rapport a f

2. le résultat ne s’étend pas aux cas p =1 et p = 400

3. Lorsque p = 2, on peut démontrer ce résultat a ’aide de méthodes élémentaires hilber-
tiennes (mais la condition aux limites introduit de nombreuses complications techniques.)

4. En revenche, pour p # 2, la preuve utilise la théorie tres délicate des intégrales singulieres,
et en particulier la méthode de Calderon-Zygmund.

5. Dans le cas olt k =2, on voit que pour f € LP (Q) (1 < p < +00), u € W??(Q) et

ullwzr ) < Clp, DI fllzr (@)
Grace aux injections de Sobolev

WP (Q) — LP (Q)

ou 1 1 1
P p N
c’est-a-dire
pt = Np_ pour pour p < N



CHAPITRE 2. MAJORATIONS GLOBALES ET EXISTENCE POUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES33

(p* > p), on en déduit que
ullwa @) < Clo, DIl e

Dans cette derniére estimée nous n’avons pas gagné d’ordre de dérivation, mais nous
avons gagné en intégrabilité de la dérivée. Nous allons voir que ce type de majoration
peut s’étendre a des opérateurs elliptiques sous forme divergence.

2.4 La méthode de Schauder

Soit  un domaine borné de RY, A(x) = (a;;(x))1<ij<n symétrique a coefficients bornés
vérfiant ’hypotheése d’ellipticité (H3). Soit 1 < p < 400. On considére le probleme

—div (A(z)Vu) = f dans D’
u(0) = 0 sur 0

Pour des coefficients a; ; généraux, fonctions mesurables bornées sur €2, il serait illusoire de
vouloir étendre la théorie elliptique compléte du laplacien & ce type d’opérateur, i.e f € LP (Q)
n’implique pas u € WP (Q) en général.

[Pour s’en convaincre, on peut considérer de nouveau le cas N = 1, I =]0,1[, a(z) = (a(z)).
L’équation devient alors

(a0 ) =1 s o

et donc 4 ) .
U
dxa(x)/o f(s)ds+C

d d?
On vérifie que si f € LP (1), d—u € L (I); en revenche, en général d—z n’est pas une fonction |
x x

Toutefois, on peut espérer démontrer des majorations de Vu dans des normes L7 (), avec
q > p. La méthode de Schauder ci-dessous permet d’obtenir de telles majorations a condition
que la matrice A soit proche de Idg~x uniformément sur €. On a

Théoréme 2.4.1

N
Soit 2 un domaine borné et régulier de RY et 1 < p < N. Soit p* = Nip Pour tout ¢ < p*,

il existe € > 0 (dépendant de 2, p, et q) tel que si

[[A(z) = 1d||p=@) = sup la;;(z) —dij| <e
IS
1<i,j<N

alors, pour tout f € L? (£2), il existe une unique solution u € W, () de

—div (A(z)Vu) = f dans 2
u(0) =0 sur oS

De plus, il existe une constante C(p, q,2) ne dépendant que de p,q, et € telle que

l[ullwr.a < Cp,q, DI fllzr )
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Preuve
On décompose la matrice A sous la forme
A(z) =Idg~y + B(x)
ie
B(z) = Idg~y — A(z)
de sorte que B(x) = (b; j)1<i,j<n est symétrique et vérifie
I1B@)||L(@) <€

ie
Vi, j [[bij(@)[|F (@) < e
On a ainsi Vv € W (Q)

—div (A(z)Vv) = —div((Idg~y + B(z)) Vv)
= —Av+div(B(z)Vv)
ol N
div (B(x)Vv) = i;ﬁii (b”(a?);:;)
A Réécriture de ’équation
Au vu de ce qui précede, I'équation
—div (A(z)Vu) (2.9)

est donc équivalente & —Awu — div (B(x)Vu) = f ou encore
—Au = f+div(B(z)Vu) (2.10)

Par la théorie de régularité du Laplacien, A est un isomorphisme de W27 (Q) N W, ? ()
vers L? (Q). Notons Ay son inverse

AGt s LP(Q) = WP (Q)NW,P ()
f — Aglf =w
ol w est la solution de
Aw = f dans 2
w = 0 sur 0f)

[ L’indice ¢ en bas de Ay fait référence & la condition de Dirichlet homogene sur 9

Dans ce contexte, I’équation 2.10 s’écrit alors
u=—Ay"[f +div(B(z)Vu)]

ou encore
u=—Ay" [div(B(x)Vu)] — Ay f
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i.e
Id—T)u=—-A;'f (2.11)

pour

Tu=—Ay " [div (B(z)Vu)]
Ici, T' désigne I'opérateur

T : Whi(Q) — wha(Q)
v = Tv=—Ay" [div(B(z)Vu)]

B Propriétés de T
Pour v € WH4 (Q), Vo € L1 () et donc comme B est bornée, B(z).Vv € L1 (), avec

|1B(2) Vvl La() ClIB||Lo @)l VVl|La()

<
< Cel|Vul|pa(a)
Il en résulte que div (B(z)Vov) € W14 (Q) et
|div (B(2)Vv) [[w-1.a(0) < Cel[Vo||Lao)

[Rappelons que W14 (Q) désigne I’ensemble des distributions de D’ qui sont des dérivées
de fonctions de LY (), au sens des distributions. En d’autres termes, g € W19 (Q) si et
seulement si 3 = (hy, -+, hy) € L9 (Q;RY) tel que

N
g= Z%hl (au sens des distributions) ()
i=1"""

O 1 —1,q — i f h
n pose alors [|gllw—ro = inf [lhllzo]
D’apres la théorie elliptique du Laplacien, A est un isomorphisme de VVO1 1(Q) vers
W14 (Q), et donc Ay' est un isomorphisme de W~=19 (Q) vers W, (). On en déduit
que Yo € Whi(Q)

Ayt (div (B(z) Vo)) € Wy (Q)

et
145" (div (B(2)Vv)) [lwrae) < Cel[Vol|Lo
Ainsi
| Tv||wr.aqy < Cellv|[wra)
L’opérateur T est donc une application linéaire continue de W, % (€2) dans Wy (Q). De

plus
|IT|| < Ce (2.12)
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C Résolution de 2.11

Revenons a I’équation
Id—T)u=—-A;'f

Posons h = —Ag ' f. Comme f € LP (Q), on déduit de la partie 2.3 (Théorie du Laplacien)
que h € W2P (), et donc par injection de Sobolev W2 «— W14 (Q) pour tout ¢ < p*
que h € Wy (Q) avec

[[h]lwra) < CllAllw2r@) < CllfllLr @)
L’équation
(Id—T)u=nh
peut donc étre analysée comme une équation dans W,'? (2), et il suffit de voir si (Id — T)

est une application inversible de W14 (Q2) vers WO1 P (). Rappelons le résultat classique
suivant :

Lemme 2.4.1

Soit X un espace de Banach, et T une application linéaire continue de X vers X (i.e
T € L(X). Si||T]| <1, alors (Id — T') est inversible d’inverse continue et

“+o0
Id—-T)"" = ZT"
n=0

Comme
|IT|| < Ce

Si
Ce<1

alors (Id — T') est inversible et
u=1d-T)""'h

appartient & WO1 "1(Q)) et est solution de notre probléme inital. Ceci termine donc la preuve
du théoreme.

X

Commentaire

1. Lorsque la matrice A(x) n’est pas proche, en norme uniforme, de lidentité (ou d’une
constante), on peut néanmoins montrer qu’il existe un nombre ¢ > p dépendant de p,
ap et ag tel que u € VVO1 (). Il gagit d'un résultat difficile, utilisant la technique des
inégalités de Holder inversées.

2. Lorsque p > N, alors sous les mémes hypothéses on peut prendre tou ¢ < 400 dans le
théoreme 2.4.1.
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2.5 Meéthodes de dualité
2.5.1 Cadre

N
Lorsque p = 1, la méthode précédente ne s’applique pas : dans ce cas 1* = N1 et on peut

montrer méme pour le Laplacien qu'’il existe f € L? () et u € Wol’q (Q) tel que

Vg <

No1 ~hu=/

et ug WHYT (Q)

Néanmoins nous allons voir que dans ce cas, on peut construire pour tout opérateur elliptique

N
sous forme divergence, & coefficients bornés une solution u € WO1 (), tel que V1 < g < N1
() —div (A(z)Vu) = f dans 2

u(0) =0 sur 0

Le point le plus important dans la construction de telles solutions u est la majoration a priori
suivante pour des solutions de régularité H*
Théoréme 2.5.1

Soit L = —div (A(x)V) un opérateur elliptique sous forme divergence, (i.e A : Q@ — M, (R)
qui vérifie (H1),(H2) et (H3)) sur 2 ouvert borné de RY. Soit u € H (Q) et f € L' (Q) tels que

{ —div (A(z)Vu) = f dans D’ (2)
u(0) 0 sur 0%

N
Alors pour tout 1 <r < N_1 il existe une constante C(N,r), ne dépendant que de N et r

telle que
CN,'I‘ 1,1
fulhws- < SR04 s

Commentaire

1. Nous insistons de nouveau sur le fait que le théoreme 2.5.1 suppose 'exisence d’un tel u
et d'un tel f (en général pour f € L' (Q2) le probleme (I) n’a pas de solution dans H} (Q2)!

et la majoration n’a pas lieu pour

N
2. On vérifie que C(N,r) — +oo lorsque r — N1

N-1
3. Nous verrons plus loin (cf théoreme 2.5.2) commment estimation a priori permet de
conclure a 'existence de solutions.

La démonstration du théoréme 2.5.1 repose sur une méthode de dualité, qui fiat 'objet des
prochains paragraphes.
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2.5.2 Normes et dualité

Commencgons par une remarque générale. Soit X un espace de Banach, X* le dual topologique
de X. On a

Lemme 2.5.1

Pour tout u € X on a
[|ul| = sup ‘(L,u)X*’X‘ (2.13)
Lex*
[IL]]1<1

Pour une preuve, voir [?] (elle repose sur le théoréme de Hahn-Banach)

X

L’égalité 2.13 premet de définir ||u|| par le membre de droite. Par exemple, si X = L" (Q),
avec 1 < r < 400, alors X* = L1 (Q), ol ¢ est 'exposant conjugué de r défini par
1 1
42 =1
q

2+ (@) :sup{‘ [ us

De méme si u € W17 (Q) on a
/ Vu.h
Q

et on a donc
L9 e L1, llgllo <1}

[|[Vul|Lr (92) :sup{ y h=(hy,-+  hy) € LY(Q), ||h]|pao) < 1}

Dans cette expression

N oy N/ ou
Vu.h = / h = <7 h>

En désignant (-,") le crochet de dualité pour les distributions, et ses diverses extensions par
densité, on a donc

/ Vu.h = — (u,div h) (2.14)
Q

N 5h;
oudivh=> Oh:

i=1 axl

ew=h1(Q) (=wha (Q))* Donc pour u € Wol’r (Q)

||UHW01,7‘(Q) = ||Vul|r () = sup {[(u,div )|, h € LT (B RN, ||h]|poq) < 1} (2.15)
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2.5.3 Le probleme dual
Considérons maintenant u € H (), Vopérateur L : H} — Hy ' défini par
—Lu = —div(A(z)Vu) € Hy' ()
Pour tout £ € Hi (Q) on a

N
- B ou o€
(—Lu,&) = /Q Z Do, (ai,aaxiax)
0

N
- 08
- <u’ _,Z al’z ald 8xj >
3,j=1

ie
VE€ H (Q)  (—Lu,&) = (u,—LE) (2.16)

Pour h € L4(Q), considérons alors le probleéme (dit probleme dual) : Trouver £ € H{ (Q) tel
que
N Oh;
dans D’ ()
i,j=1 Ox;

¢ = 0 sur 0N

~div(A(@)VE) = —divh=—

(I1)

ie

—L¢ = div h dans D' (Q2)

Soit alors u € Hg (Q), h € L1(Q). Si u vérifie (I) et si £ € H (Q) est solution de (I1) on a
(u,div h) = (u,—L&) =(—Lu,&) par 2.16
= (1,9

En particulier, comme on suppose f € L' (2), pour majorer (f,¢), il faut une majoration de
& dans L* (€2). On a alors

[(u, div B)] < [|fl L1 l1€]| Lo ()

Ces considération nous conduisent donc a rechercher des majorations a priori pour le probleme
dual en norme L ()

2.5.4 Etude du probleme dual

Ici, on choisit comme dans 1’énoncé de la proposition 2.5.1

1<r<

N -1
1 1
Si g est 'exposant conjugué de r, i.e tel que — + — =1, on a alors
r o q

qg>N
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Comme N > 2, et comme (2 est borné on a L (€2) C L?(Q2), et donc Vh € L7 (;RY)
divh e H(Q)
Il résulte alors du théoreme de Lax-Milgram

Lemme 2.5.2
Soit h = (hy,--+ ,hy) € L9 (Q;RY). 1l existe un unique £ € H () tel que

—div (A(z)VE) = —div h  dans D' (Q) (2.17)
i.e Vw € HE (Q)
N N
o0& Ow / ow
X

Remarque Si L = —A, alors la théorie du Lapalcien (cf partie 2.3) montre que & € WO1 1(Q), et
que
[[€llwr.a < Cl|R]|La(q)

Comme ¢ > N, et que € est borné, on a alors W, (Q) < L (), et donc

1€l < C||R||La(a) (2.19)

Nous allons voir dans ce qui suit qu'une telle majoration reste valide pour des opérateurs
elliptiques L généraux : de plus, on peut explicier la constante en fonction de €2

Proposition 2.5.1
Soit ¢ € HE (), 1a solution du probleme 2.17. On a alors

C(N,q)

Q¥ 4[| o
o0 1] di ||L(Q)

sup [¢(z)] = [[€]| L= (o) <
zeQ

ou la constante C(N, ¢) ne dépend que de N et q.
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Preuve

Pour k € RT on considere la fonction test
p=(—k)"
Comme & € H} (2), et k> 0, on voit que ¢ € H} (Q), et

Vo = V¢ sié(x) >k
Ve = 0 sié(x) <k

[Comme & =0, £ — k < 0 sur 99, et donc (£ — k) = 0 sur Q. Ceci montre que ¢ € H{ (Q)]

On peut donc prendre ¢ comme fonction test dans 2.18, ce qui donne

[ SR [y

1,7=1
ie
k)t k
/ S, A ) = [ nvie-nr
7,7=1 Li Q
Comme A(z) = (a; ;(x))1<i,j<n est elliptique de constantes 0 < ap < 1. On a
N
DlE — k)" B(E — k)
— K2 < -
040|V(€ ) | = ijzz:laz,J amz axj
d’ou I'on déduit
o [ 196€-0'F < [ ¥E-B" < [ IWLITE-H" (220)
Q Q Q

Considérons ’ensemble

Q={zeQ, {x) >k}

et posons
(k) =1Q|  ( mesure de Q)

On a V(¢ — k)T =0 sur Q\Qy, de sorte que 2.20 devient

ao/ﬂk V(E—-k)*TP /Q Ih| |V (&= k)T| < (/Qk |h2>; (/Qk |v(§_k)+2>;

ol V(€ = k)"l r2(0y) < [PlL2(0y) (2.21)

Ainsi

Pour majorer le membre de droite de cette inégalité, utilisons 1'inégalité de Holder

Lo () ()
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ie X
3 L
||h||L2<Qk>s( / |h|2> < Bl oo 2]
k

2.21 donne alors )

|V (€ = k)M lrz2n) < |AllLa@)| Q]2 7 (2.22)

On peut prolonger (£ —k)™ par 0 en dehors de €, de sorte que ({—k)™ € H! (RY). Rappelons
que pour toute fonction w de H'! (RN ), on a l'inégalité de Sobolev critique, pour N > 3

Sllwl|p2s @y < [[Vw|p2@w)

2
ol S est une constante qui ne dépend que de N [?] et 2* = N _3 Appliquons cette inégalité

A la fonction (¢ — k)T (dans le cas N > 3, nous ne traiterons pas le cas N = 2, mais on peut le
faire avec des idées similaires). On a

SIIE = k)T L2r @ny < NIV(E = k) Il 2y (2.23)

et par l'inégalité de Holder

N -
€=l < ([ €-0:7)" ([ 1) (221
Qi Qp
Soit .
1€ = &) F I an) < NIE = E) Lo o 1|27 (2.25)
En combinant 2.22, 2.22 et 2.25 on obtient
1 _ 1
aoS [ (€—k)T < [hllpoge %Y 5 (2.26)

Qp

Nous allons voir que 2.26 permet de déduire la majoration de la proposition 2.5.1, grace aux
résultat suivant de la théorie de la mesure.

Lemme 2.5.3

Soit 2 un borélien de RY et f une fonction positice mesurable sur €. Pour tout ¢ > 0 on pose

v(t)={x €, f(z) >t}
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On a alors

+oo +oo
/Qf(x)d:c = /0 v(t)dt = / |z €, f(x) >t|dt (2.27)

0

Commentaire Pour se convaincre de cette égalité, le plus simple est probablement de regarder
un dessin.

t+At

x t.q f(z) >t

L’aire de la partie colorée vaut |x € Q, f(x) > t| x At. Une preuve "rigoureuse” peut-étre
obtenue de deux manieres.
— En utilisant le théoréme de Fubini sur le domaine 2 x [0, +00] et en intégrant y la fonction
caractéristique du domaine sous la courbe, i.e {(z,t) € Q x [0,4+00[, 0 <t < f(x)}
— En démontrant le résultat pour des fonctions en escalier, puie en utilisant un résultat de
densité.

Revenons a l'inégalité 2.26, et a notre probleme initial. Nous appliquons 1’égalité 2.27 a la
fonction (§ — k)™ sur . On a donc

+oo
[ e-n= [ lwen exirna
Qk 0
Effectuons un changement de variable dans I'intégrale de droite.
s=t+k ie t=s—k

11 vient

+oo
/Qv(f—k)Jr:/k {z € Q, &(s) > s}|ds

/Qk (- k)" = /km O] ds = /}joo,u(s)ds

u(s) = {z € Q, &(s) = s}

Introduisons alors, pour k € R

ou, rappelons le

H(k) = /Q (€~ k)"
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de sorte que H(k) > 0,Vk. On a donc
+oo
VkE>0 H(k)= / w(s)ds (2.28)
k

et donc
Vk >0 H'(k)=—pk) (2.29)

(noter p € C° (R°%) = H € C' (RY))

Nous pouvons maintenant interpréter 2.26 comme une inégalité différentielle

a0 SH (k) < —||hl|Loqey [H' (k)] ¥ 7"
+ ! H(k) 7
VkeRT H'(k)< - T (2.30)
oll on a posé
— i _ 1 + 1
vy = N ¢
1
— - h q
B a05|| l|za(e)

On étudie alors I'inégalité 2.30. Comme nous I’avons indiqué, la fonction p est continue (par
des résultats généraux de la théorie de la mesure). L’égalité 2.28 montre donc que H est de classe
C!, et par 2.29 nous en déduisons que la fonction H est décroissante. Posons

ko :sup{k eR*, H(k) > 0}

de sorte que si k < ko, H(k) > 0 et sik > ko, H(k) = 0. 53 ce niveau de 'analyse, on ne peut
bien entendu pas exclure 'éventualité k = +00). Remarquons enfin que

sup £(x) < ko (2.31)
€N
En effet H(ko) = 0 implique
JREET
Q

et donc (£ — ko) < 0 pour presque tout z, i.e
&(x) < ko, pour presque tout x € Q

Lorsque k < kg on peut diviser 2.30 par H(kj)% > 0, et on obtient

1

/ vy
H'(k <—m . VE < ko

H(k)

~

2=
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ie
dk

Intégrons cette équation entre 0 et k. Il vient

ko [17% 4 — T
H(ko)"% — H(0)' % < _/ [H ol {1] v—1
0

Comme H (ko) =0, il en résulte

)

ko < H(0)'~5 3% (2.32)

2
|
—_

L’inégalité 2.32 montre que ko (et donc sup &(z) par 2.31) est borné (i.e # +00). Dans la
€N

relation 2.32 nous pouvons obtenir une majoration explicite de H(0) grace a 2.26

n-atl v
agSH(0) < [|h]|Lag) [N« = [[h][La(a) [€] (2.33)

Ainsi )
Y -1
ko < —— ——||h||pa 1"
0= aOS'y—lH 1 (Q)| |
Soit i
0 141
ko < —— ——||hl|paey |2|Y @
0 < O[057_1|| [Zs(e) 1€2]
par 2.31 il résulte donc
141
sup E(x) < C(N,@)||hl[Laey [T (2.34)
ol 1
g
C(N,q)= ———
(N.q) o057 —1

En considérant la fonction —¢ on démontre de méme

sup — &(z) = inf &(x) < C(N, q)|[hl| Loy [V
€0 €N

ce qui permet d’établir la proposition 2.5.1

2.5.5 Preuve du Théoréme 2.5.1

On reprend l'argument de dualité développé dans la section 2.5.2. Pour r < soit ¢

-1’

r

son exposant conjugué, ¢ = —1 de sorte que ¢ > N. Pour h € L?(Q), considérons la solution
r—

¢e€ H(Q) de
—div (A(z)VE) = —div h  sur Q
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donnée par le lemme 2.5.2, i.e telle que Vv € Hg (Q)

ag o
Z / i 81’1 . /Q h.Vv (2.35)

1,7=1
Comme u € H} (Q), on a Vi € H (Q) N L™ ()

au dp
. 2.36
”zjl / i asc dx; /Q f.e (2.36)
[raisonner par densité]

Par la proposition 2.5.1 nous avons vu que £ € L (). On peut donc prendre v = u dans
2.35 et ¢ = & dans 2.36. Ceci donne

85 ou
JZ:lfQ a; j(x axz am] = [ohVv
3u 23

Z fQ ’7.7 amz axj = fQ fg

ij=1
/Qh.Vv:/Qf.f
'/Qh.Vv

et donc par le résultat de la proposition 2.5.1

/ h.Vv
Q

Ceci montre donc (cf Section 2.5.1)

et donc

Il en résulte

< fllzr @ lléll L= (@)

<O, Q) | 4 (| fllpi@yllhllnay Vh e LT (QRY)

1,1
IVollwra) < C(N, @) |9 || f]l21 @)

et termine la preuve du théoreme 2.5.1
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2.5.6 Résultats d’existence

Dans cette partie, nous allons voir comment ’estimation a priori du Théoreme 2.5.1, valable
pour des solutions u € H} () permet de conclure a I'existence, pour tout f € L! (£2), de solutions

1,1
ueW (Q),(0<r<N

La méthode est générale et s’applique a de nombreux problemes. Elle consiste a approcher
la donnée f par des données plus réguliéres pour lesquelles on connait l’existence de solutions
qui ont la régularité souhaitée (ici H'), et pour lesquelles on peut utiliser la majoration a priori.
Ensuite on passe a la limite.

Nous avons

T < 2) qui en général n’appartiennent pas & H} ().

Théoreme 2.52
Soit © un domaine borné de RY et f € L' (2). Il existe alors une fonction u : Q@ — R telle

que u € Wy (Q),V1 <r < , et qui vérifie

N -1
div (A(z)Vu) = f

ie Vo e CX ()

al ou Oy
Z /Qai’j(x)axiaxj/ﬂf'@ (2.37)

4,j=1

N
De plus on a la majoration Vr € {1, ~_1 [,

1,1
IVullLr @) < C(N,7) QU7 || £l| 11 (o)

ou C(N,r) est la constante du théoreme 2.5.1

Preuve

On commence par approcher f par une suite de fonctions (f,)nen telle que f,, € C° () et

fn— f dans L' (Q) (2.38)

Comme f,, € C°(Q) (et donc f, € L?(Q) ) , par le théoréme de Lax-Milgram, Vn € N, il
existe u, € Hg (Q) tel que

div (A(z)Vu,) = f, dans D' (Q) (2.39)
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Comme u,, € H} (), on peut utiliser la majoration du théoréme 2.5.1. On a donc, V1 < r <
N

N -1
1 41
IVan Ly < CN, ) Q1Y 77| full L1
Comme
[ fallr@) = 1 fllLr @

la suite (u,)nen est bornée dans Wol’r (Q).Pour1 <r <

On voit que V1 < r <

N
N-1’ N-1’
I/VO1 () est réflexif, donc il existe un sous-espace Ug(n) tel que uy(,) converge vers un élément
ue Wy (Q) faiblement

Ug(ny = u  faiblement dans Wy (Q) (2.40)

Par semi-continuité inférieure, on a

IVullzr o) < lminf[[Vug ||z

et donc

v < O(N,r) Q¥ T+
[[Vul|r @) < C(N,7) |9 I[fllzr )

On vérifie alors que u est bien solution de 1’équation. Par 2.39, on a Vo € C° (Q)

N
Ou, 0p
Z /Qam(x) axiaxj—/gfn-ﬁp (2.41)

ij=1
Par 2.40 on a Vi 9 9
U, u ,
oz, oz, dans L" (Q)

et donc

()2t 02 () 2L 0%
/Qal’j (I) 81‘1 6.Ij - Aald ($) 83:1 81‘]'

par convergence faible. De méme par 2.38
/ fnp — / [
Q Q

I’égalité 2.40 donne donc
N

ou Oy
”z'_:l/ﬂam(x)ax“%j_/“f(p

i.e

div (A(z)Vu) = f
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Pour terminer la preuve, il suffit alors de vérifier que la limite u ne dépend pas de r. A cet
effet, on utilise un argument d’unicité de limite, et on montre que toute la suite w,, converge
faiblement vers u

u, —u dans W, ()

[exercice]

Commentaire Notons que la méthode ne nous permet pas de conclure a 'unicité des solutions
(qui revient & montrer que I'unique solution Wy (Q) de Péquation div (A(z)Vu) = O est u = 0)



Chapitre 3

Le principe du maximum

3.1 Introduction

Considérons tout d’abord la situation suivante en dimension 1. Soit w : [0, 1] — R une fonction
de classe C? telle que

" >0

La fonction u est donc concave, elle se situe ”au-dessus” de ses corde (voir figure)

Il en résulte en particulier que
u(x) > inf {u(0),u(1)}

ie
glcrelﬁ_ u(zx) > zlenafl u(z) I=10,1]

Nous allons étendre ce type de résultat, connu sous le nom de PRINCIPE DU MAXIMUM, a
diverses situations impliquant des opérateurs elliptiques d’ordre 2, en dimension N quelconque.

Le principe du maximum est un outil extrémemen utile pour obtenir des majorations a priori
de solutions d’équations linéaires ou non linéaires elliptiques du deuxieme ordre.

Nous verrons successivement :

— La forme ”classique” du principe du maximum, qui s’applique & des fonctions de classe

C? donc assez régulieres, et des opérateurs qui ne sont pas sous forme divergence.
— Son extension a des solutions ”faibles” et des opérateurs sous forme divergence.

Notons que le principe du maximum est une propriété typique des opérateurs elliptiques

d’ordre 2. (Il ne s’applique pas, par exemple, au bilaplacien, qui est d’ordre 4). En revenche, il
existe également un principe du maximum pour les équations hyperboliques.

50
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3.2 Formes classiques du principe du maximum

Nous commencons, pour fixer les idées par étudier le principe du maximum pour L = —A, le
laplacien.

3.2.1 Le laplacien

Soit © une domaine borné et régulier de RV. On a

Théoréeme 3.2.1
Soit u une fonction de classe C2 (2) telle que u € C (ﬁ) On suppose que
(H1) —Au(z)>0, Ve
Alors
i o) = o ) 51

En particulier, si u(z) > 0, Va € 99, alors

u(z) >0, Ve (3.2)

Remarque

1. Bien entendu si —Au(z) < 0,Vz € Q, en considérant —u, on déduit de 3.1 qu’alors

sup u(xz) = sup u(x)
e €N

2. En particulier si Au(z) = 0,Va € 2, on obtient

inf u(y) <u(x) < sup u(y), Vrel
yeoQ yeIn

Preuve du théoréeme 3.2.1

Nous allons commencer par donner la preuve dans le cas ou la fonction u vérifie 'hypothese
plus forte (inégalité stricte!)

(H2) —Au(z)>0, Vel

Ensuite par un argument d’approximation nous en déduirons la preuve dans le cas général.
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A Preue de 3.1 lorsque u vérifie (H2)

Comme  est fermé borné et qu’on y a supposé u continue, il existe zo € Q tel que

u(zo) = inf u(y)
yeQ

ie
u(rg) <wu(r) VreQ

Nous avons alors 'alternative suivante.

— x € 02 Alors 3.1 est automatiquement vérifiée.

— 29 € Q On peut alors écrire le sconditions de minimalité du premier (3.3) et du
deuxiéme (3.4) ordre pour un minimum intérieur,

Vu(zg) =0, ie u

0z; (xo), Vie{l,--- ,N} (3.3)

2u
2
Ox;

Hess u(zg) > 0, et en particulier (x0) >0, Vie{l,---,N} (34)

[Rappelons que Hess u(z) représente la Hessienne de u, i.e

0% f
Hess U(SC) = (3$13$j>1<i’j<]v

elle est donc symétrique par le lemme de Schwartz. La condition du deuxieme ordre
3.4 signifie qu’elle est positive en un point de minimum intérieur.]

Comme N
0%u
Au(zg) = izla—z%(xo)

on déduit donc de 3.4 qu

Au(zg) >0
ce qui contredit (H2). L’alternative 2. est donc exclue, ce qui établit 3.1 sous 'hy-
pothese (H2).

B Cés général, Preuve de 3.1 lorsque u vérifie (H1)

On utilise un argument perturbatif. L’idée est de construire une fonction ¢ € C*(€2) N
Co (Q) qui vérifie (H2)
—Ap >0 sur

Ensuite pour € > 0 on pose u. = u + €p de sorte que u. vérifie (H2). On applique alors
la partie A, puis on fait tendre € vers 0 pour conclure.

1. Construction de ¢ Soit 2 la premiére coordonnée de R . Considérons la fonction

o(z) =p(z1, - ,xNn) =expar, Vo = (21, ,ZN) € RN
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On a o2 o
Tf:expml 7('20:0,512'751
1 i

donc N
82
—@:—expxl >0, Ve € Q
14

2. Etude de u. Posons u. = u + gp, pour ¢ > 0. Comme —Ap > 0, et par hypothese

—Au>0,0na
—Aue >0, sur 2, Ve >0

1. Ug VéIlfie (11 2) d()IlC
f - lllf
m UE(./E) ug(l‘)

Comme u, — u uniformément, on en déduit 3.1.

3.2.2 Opérateurs avec terme d’orde 1

Le résultat précédent peut se généraliser aux opérateurs du type
82

I = i——
ZCL J axlé)m]
2]

ou les fonctions a, ; définies sur €2 sont continues et vérifient
VIE, VZ,j, A5 = Qj g
N

et telles qu’il existe g > 0, o tels que V€ = (&3,

N
aol¢? < a6t < o l¢f?

.3

ie A(x) = (ai,j)1<i,j<n est elliptique. On a alors

Théoreme 3.2.2
Soit A(x) = (aij)1<ij<n comme ci-dessus, et b une fonction continue de Q vers RY. Soit

Vx € )

u € C%(Q)NCo (Q) telle que
(H1 bis) — Lu(x) + b.Vu(x) > 0,

i.e
N
&%u
B Z @i,3() O0x;0x; () + Zbl(x) ox;
i,j=1 i=1
inf u(x) = mlenan u(x)

Alors
zeN
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Preuve

Elle est similaire a celle du théoreme 3.2.1. On commence par démontrer 3.1 sous ’hypothese
plus forte
(H2 bis) — Lu(x) + b.Vu(z) >0, VzeQ

A Preuve de 3.1 lorsque u vérifie (H2 bis) Soit g €  tel que

u(zo) = inf u(y)
yeN
Si zg € 00 la propriété est vérifiée. Sinon = € €1, et la condition du 1" ordre donne

0
Vu(xzg) =0, i.e 891:1- =0 et donc

b.Vu(zg) =0 (3.5)

La condition du deuxiéme ordre donne

Hess u(zp) > 0 ( au sens des matrices symétriques) (3.6)
Soit (e1,---,en) une base orthogonale dans laquelle la matrice (a; ;(x0))1<ij<n soit
diagonale de la forme diag (A1, - ,An) ol \; > ap,Vi € {1,---,N}. Dans cette base,
soit (x1,--- ,xn) les coordonnées cartésiennes associées. On a alors
N N
0%u 0%u
Lu(xo) = ZA%TJ}?(IO) 2 Oéozaiwg(zo)
i=1 =1
et donc
Lu(xg) >0 (3.7)

par 3.5. Ainsi en combinant 3.5 et 3.7, on obtient
—Lu(xg) + b.Vu(zg) <0

ce qui contredit (H2 bis). Il en résulte que ’hypothese xg € Q est & exclure et donc
zg € 09. Ceci donne donc 3.1.

B Cas général : u vérifie (H1 bis) Comme dans la preuve du théoreme 3.2.1 on construit ¢
tel que

—Lo+bVp >0, sur{ (3.8)

A cet effet, introduisons p > 0 et considérons

b = —exp(pr)

On a alors )

—Ly, = 155 exp(px1) = pars exp(pzr)
1

de méme o0
bV, = bla—” = —puby exp(pxy)
T
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et donc
—Ltpy + .V, = (pPain — pby) exp(py)
L’hypothese d’ellipticité donne a1; > ap. Donc
pPany — pby > pPao — pllbl|ze = p(pao — [bl|ze)

b|| oo
de sorte que si pu > pp = &, on a

Qo

Ly +b0.Vp,, >0

On choisit donc ¢ = 1), pour u > o de sorte que ¢ vérifie 3.8.
On pose ensuite u. = u + €y, et on conclut comme dans la preuve du théoreme 3.2.1

3.2.3 Opérateurs avec termes d’ordre 0 et d’ordre 1

Le résultat ne s’étend pas au cas d’opérateurs avec des termes d’ordre 0, i.e du type

N
82
Lu+b.Vu+cu= —”zzzlai,j(ﬂf) 92,07, u(z) + b.Vu(z) + c(x)u(z)
Pour s’en convaincre, considérons le cas N =1, I =] — 1, 1], et enfin Popérateur —u" + u.

La fonction u(z) = exp(—z) + exp(x) vérifie
—u" +u=0

mais ne vérifie pas 3.1

En revenche, la conclusion 3.2 reste vraie, comme nous allons le voir dans le résultat suivant.

Théoréme 3.2.3

Soit © un domaine borné de RY. On 1 fait les méme hypotheses sur A et b que dans le théoréme
3.2.2. Soit ¢ une fonction continue sur €2, supposée positive, i.e telle que

clx) >0, VYreQ
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Soit alors u € C? () N Co (Q) telle que
—Lu+bNVu+cu>0, surf)
ie

N 2
— Z a”(x)axawu(x) +b.Vu(z) + c(z)u(z) >0, VreQ
0T

i,5=1

Si, de plus u(z) > 0, Vo € 99, alors
u(z) >0, Ve € Q

Preuve
On commence par démontrer le résultat sous 'hypothese plus forte :

(H2 ter) — Lu(z) + b.Vu(z) + cu >0, Vzr e

A Preuve de 3.2 lorsque u vérifie (H2 ter) . On raisonne par l'absurde, et on suppose que
dx € Q tel que

u(z) <0 (3.9)
En particulier,
u(zg) = inf u(z) <0 (3.10)
€N

et donc zg, le minimum, appartient a Q (car u(z) > 0 sur 99Q).
Comme dans la preuve du théoréme 3.2.2, on a

—Lu(xg) + b.Vu(zg) <0
Comme ¢ > 0, par I’hypothese 3.9, on en déduit que
c(xo)u(zg) <0

Donc
—Lu(zg) + b.Vu(zg) + c(x0)u(xg) <0

ce qui contredit (H2 ter). L’hypothése 3.9 est donc fausse, et 3.2 est vérifiée.

B Preuve dans le cas général On construit comme pour les théoremes 3.2.1 et 3.2.2 une fonc-
tion ¢ telle que

—Lp+bVp+cp>0 dans Q, ¢ >0 sur 0N

(exercice). Ensuite on pose u. = u + £ et on conclut par la partie A que
ue >0 dans

puis on fait tendre € vers 0.
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3.3 Opérateurs sous forme divergence

Dans cette partie, on considere pour € domaine borné régulier de R un opérateur elliptique
du 2¢ ordre sous forme divergence, i.e

13 5} oL
Lu= 71.;137372‘ (am- %u) = div (A(z)Vu)

ou les coefficients a; ; sont des fonctions bornées sur () telles qu’il existe ag > 0, et oy > 0
vérifiant

N
0

agl¢f? < Z %ai,jfigj <aléf}, vreQ, vEeRY (3.11)
ij=1_""

a;,j(z) = aji(z), Ve €Q, Vi,j (3.12)

On a alors

Théoréeme 3.3.1
Soit A(z) = (a; ;)1<ij<n vérifiant 3.11, 3.12. Soit u € H' (Q2) vérifiant

—div (A(z)Vu) >0, dans Q (3.13)
c’est-a-dire
al Ou Oy o
Z a; j(z) D D >0, YoelCr(Q), tqe>0sur (3.14)
ij=1"9 E
Alors
inh v(@) = Jnf, o)
X
Remarque

1. Un résultat de la théorie des distributions affirme que toute distribution positive est une
mesure (positive). Il en résulte que

—div (A(z)Vu) = p

(4 mesure positive sur €2

2. On montre que les fonctions CZ° () positives sont denses dans {u € Hj (), u > 0}. 3.14
est donc équivalent a

N
ou Ov
ii(#)=—=—>0, YoeH} (), tqu>0 0 3.15
Z/Qa’j(x)axiﬁxj_ v 0 () qv >0 sur ( )

ij=1
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Preuve du théoréme 3.3.1

On utilise une méthode de troncature. Posons

K = inf u(x)
T€EON
On supposera —oo < K < +00, sinon K = —oo implique par le théoréme de Trace que in£2 u(z) =
xre
—o0. Considérons alors la fonction
w=—(u—K)~

de sorte que w > 0, et w = 0 sur 99, et donc w € H} (). On peut donc utiliser w comme
fonction test dans 3.15. Il en résulte

N
ou d(u—K)~
— a; () z——————>0
i§;;”/¥ LK )8$i ij
i.e N
o(u—K)” o(u—K)~
Z/ai’j(x> ( Ox — 8x-) =0
ij=1 i j

et par 3.12 on a donc

e (u—K)~ O(u—K)~
o [R5 35 [ M2

i

i,j=1
Ainsi
/ V(u—K) > =0
Q
et donc
(u—K)”=0
Ceci signifie u(z) > K sur €2 et la conlusion en découle.
X
On a également
Théoréme 3.3.2
Soit A comme dans le théoréme 3.3.1 et ¢ une fonction de L™ (Q) telle que
c(x) >0
Soit u € H' () telle que
—div (A(z)Vu) + cu >0, dans Q
ie N
Ou 0
Z /am—u—(p+cu¢20, Yo eCr (), t.qe>0sur (3.16)
=1 Q axiaxj
et
u(z) >0, sur o (3.17)
Alors

u(z) >0, Ve (3.18)
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X
Preuve
Par densité 3.16 est équivalent a
N
Z /Qai’jg;iaa;—l—cuv>0, Yo e Hy (Q), t.quv>0surQ (3.19)

3,7=1
Prenons alors
V= —Uu

de sorte que v = — inf(u,0) > 0 sur Q. Comme u > 0 sur 9Q, u~ = 0 sur I et donc v € H} ().
Par 3.19 on a alors

—Z /aijﬁau—_—l—cuu_ >0
e Ox; 0z
i.e N
Sy
i,5=1"9
et par ellipticité
/an V@ ))® + a2 <0 (3.20)

Comme ¢ >0, u~ =0 et donc u > 0 sur €

Remarques

1. Si ¢ n’est pas positive, la conclusion du théoréeme peut étre contredite. Par exemple pour
N=1,Q=]0,1], L = u", et ¢ = —k?n%. Alors pour u = sink7z, on a

{ —u" +cu=0
u(0) =u(l) =0

mais u change de signe sur €2

2. Néanmoins, pour un domaine ) donné, la condition
c(x) >0
peut-étre affaiblie par la condition
c(x) > —M (3.21)

ou

w=int { [ (902, 0 e 1 @), ol =1
Q



CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU MAXIMUM 60

En effet, par définition de A, Vo € H} (),

A / of? < / Vo2
Q Q

En retournant a 3.20, on voit que 3.20 implique sous I'’hypothese 3.21 v~ = 0 et donc
u >0 sur

3.4 Principe du maximum fort

Pour le laplacien, nous avons le résultat suivant, que nous admettrons, et qui permet de
conclure & une positivité stricte.

Théoréme 3.4.1

Soit f € C° (ﬁ) telle que
f=0, surQ, f#0

(en particulier 3z tel que f(zg) > 0). Soit u € C*(Q) NC* (Q) telle que

{—Au = f dans

U = 0 sur 082
alors,
u(z) >0, VreQ
et de plus,
% <0 sur 9N
on

ou n désigne la normale extérieure a OS2



Chapitre 4

Méthodes Hilbertiennes : Théorie

de Riesz-Fredholm, Théorie
Spectrale

4.1 Introduction
Comme nous ’avons vu précédemment, de nombreux problemes peuvent s’écrire
Au=f (4.1)

ou A est une application linéaire continue d’un espace de Banach X vers un espace de Ba-
nach Y. La question est alors de savoir si f € Im A, ou plus généralement de savoir si A est un
isomorphisme.

En dimension finie, le théoréme noyau-image permet de décrire entierement la situation.
Rappelons que si A est linéaire de RY vers RY alors

A injectif < Ker A = {0} & A bijectif
et de maniere générale
dim Ker A+ dim Im A =N ( théoréme noyau-image )
que 'on peut écrire sous la forme

dim Ker A = codim Im A (4.2)

oll on a posé pour V s.e.v de R
codim V = dim V+ = N — dim A

Nous allons voir que 4.2 reste vrai, dans le cadre des espaces de Hilbert, pour des opérateurs
trés particuliers, les perturbations compactes de I'identité de la forme

T=Id+ A

avec T compact. Cette propriété sera alors tres utile pour étudier le probleme 4.1.

61
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4.2 Opérateurs compacts

Soit X et Y deux espaces de Banach, et A : X — Y une application linéaire continue de X
vers Y.

Définition 4.2.1

On dit que A est compacte si et seulement si A(Bx) est compacte dans Y.
[Ici Bx désigne la boule unité de X, i.e Bx = {u € X, ||u|| < 1}.]

On a alors la caractérisation suivante des opérateurs compacts.

Proposition 5.2.1

On suppose que X est réflexif, i.e X** = X. Alors A : X — Y est compacte si et seulement
si, pour toute suite (u,)nen dans X, on a

U, — 0= Au, — 0 fort dans Y

Exemples Si  est un borné de RY, I'injection (de Rellich)

H; (Q) = L*(Q)

2N
est compacte. De maniere générale, pour g < 2* = N _32’ I’injection
H} (Q) = L1(Q)

est compacte.
En revenche, 'injection H'! (RN ) — L? (RN ) est continue, mais pas compacte (exercice).

Proposition 5.2.2

(compacité et ajonction)
Soit A : X — Y un opérateur linéaire continu. Alors il existe un unique A* € L (F*, E*) tel
que
VL € F*, (L AU po o = (A"Lou) e

Si A est compact, alors A* est compact.
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4.3 Théoréme de Riesz-Fredholm

Nous nous plagons ici dans le cas ou
X =Y =H, H espace de Hilbert
Soit A € L(H) (i.e A: H— H continu). On suppose que A est compact et on pose
T=I1d +4

i.e T € L(H). Une telle application est appelée une perturbation compacte de l'identité. On a
alors le résultat suivant.

4.3.1 Théoréme de Riesz-Fredholm
Théoréme 4.3.1

T a les propriétés suivantes.
1. Le noyau de T est de dimension finie

2. L’'image de T est fermée, sa codimension (c’est-a-dire la dimension de (Im T')*) est égale
a la dimension du noyau, i.e

dim (Ker T') = codim (Im T)

En particulier, si Ker T'= {0}, alors Im T'= H

3. La restriction S de T & (Ker T)* est une application bijective et bicontinue de (Ker 7')*
vers Im T’

En particulier, si Ker T'= {0}, T est un isomorphisme.

Décrivons brievement la preuve.

Preuve

A Démontrons 1.
Si Ker T était de dimension infinie, il contiendrait une suite orthonormée infinie (e, )nen-
Comme (e, )nen est orthonormée

e, — 0 faiblement dans H
et par la proposition 5.2.1 on a donc
Ae, — 0 fortement dans H

Ore, e Ker T, ie
Ae, = —ep,

On aurait donc e, — 0 ce qui est impossible car ||e,|| =1
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B Démontrons 3.
Soit S la restriction de T & (Ker T)+ . Comme Ker T'N (Ker T)* = {0} on a

Ker S = {0}

et donc S est injectif. S est donc une bijection de (Ker T)* sur Im 7. Montrons que son
inverse est continue. Raisonnons & cet effet par 'absurde et supposons que S~! n’est pas
continue. Il existerait alors une suite (yn)neny dans Im T telle que, ||y,|| = 1,¥n € N et
telle que x, = S~'y, (i.e Tz, = y,) vérifie alors

||xn|| — +00

Posons alors

/ Tn —1 Yn )

T, = =5

" |zl (IIwnII
i.e

Tz, = In
||z || n—too

de sorte que
lzpll =1, a7, € (Ker T)*

Comme z/, est bornée, il existe une sous-suite, (24 (,))nen et w € (Ker T)* tel que

T,y — w lorsque n — +00

On a donc
Tx' = Tw

o(n)

Or Tx] — 0 d’apres ce qui précede, et donc
Tw=0
Comme w € (Ker T)*, on en déduit que w = 0, i.e
T — 0 dans H

Comme A est compacte
Ax!l . — 0 fort dans H

o(n)
Enfin, T'z;, = ;, + Azj,. Comme Tz, — 0 fort dans H, Az, — 0 fort dans H, on
en déduit
2,y — 0 fort dans H

ce qui est contradictoire avec
|25l = 1

C Démontrons que Im T est fermé dans H.
Soit (yn)nen € Im T une suite de Cauchy dans Im T' convergeant vers un élément y € H.
Soit @, = S71y,. Comme S~! est continue, (z,)nen est de Cauchy et par suite converge
vers un élément z € (Ker T)+. On a donc

y=limy, =Sz €Im T
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D Montrons que si Ker T'= {0}, alors Im T'= H.
Soit Hy = Im T et supposons par ’absurde

Hy#H

Posons
H, =T*H)=T(H,) = S(H,) C H,

D’apres C, Hs est fermé dans H. En outre Ho # H;. En effet, sinon Vx € H, il existerait
w € H tel que
Tz =T*w<< T(x—Tw) =0

Comme Ker T'= {0} & z = Tw, et donc = € Hy, i.e H = H; (contradiction).

Par récurrence, on pose
H,=T(H,—1)=T"(H)

et on montre de méme que H,, est strictement inclus dans H,,_1,i.e
Vn, Hn+1 C an Hn+1 7£ Hn

Par le procédé de Schmidt on peut alors construire une famille orthonormée (e,,),en telle
que
en € HyNH;yy, VYneEN

Comme e, € H,,, Te, € T(H,) = H,41 et donc
en L Te,, ie{e,,Te,) =0
Or Te,, = e, + Ae,. Comme (e,,)nen est orthonormée e, — 0 et donc
Ae, — 0 fort dans H

et
(en,Ten) = (en,en) =1

Contradiction.

E Montrons enfin que codim 7= dim Ker T
Comme A est compact, A* l'est aussi, et Ker T est de dimension finie. Or

(Im T)* = Ker T*
donc (Im T)* est de dimension finie, égale 4 dim Ker 7*. 1l suffit donc de montrer que
dim Ker T* = dim Ker T

Supposons que dim Ker T' < dim Ker T* et soit P le projecteur sur Ker T et V une
isométrie de Ker T" dans Ker T*. Posons

A, = A+VP
T, = Id+A, =T +VP

On a Ker T} = {0}. En Effet v € Ker 71 < T2 = 0. et donc

Tr = —-VPx
T"Tr = -T*VPx=0
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et donc
(T*Tz,z) = ||Tz|]|> =0, ouTz=0

En remontant il vient VPX = 0, et donc Px =0 i.e
z € (Ker T) N (Ker T)* = {0}
Comme A; est compact, on déduit de la partie D que
ImT, =H
Comme Im VP C (Ker T*) = (Im T)%, il en résulte
Im VP = Ker T

puis
Im V = Ker T

et enfin
dim Im VP = dim Ker T'x

[Le raisonnement est similaire pour dim Ker 7' > dim Ker 7% ]

4.3.2 Alternative de Fredholm

On emploie cette expression pour discuter le cas d’une équation linéaire du type
Tu=f (4.3)
ou u € H est inconnu, f € H est la donnée, et
T=Id +4

avec A compact, est une perturbation compacte de l'identité. Comme en dimension finie (pour
un systéme de N équations & N inconnues linéaire), on considere ’équilibre homogene

Tu=0 (4.4)

Deux alternatives se présentent.

A ou bien 4.4 a pour unique solution u© = 0. Alors 4.3 possede une solution unique pour tout
feH.

B 4.4 a un nombre fini de solutions linéairement indépendantes. 4.3 admet alors une solution
si et seulement si f vérifie m relations linéairement indépendantes.
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4.4 Une application de la théorie de Riesz-Fredholm

Le résultat qui va suivre est une application directe de la théorie précédente aux equations
elliptiques. On utilise également de maniere cruciale le principe du maximum.

Soit © un domaine borné et régulier de R, b une application de classe C'Q — R¥ et enfin
une fonction ¢ : © — RY continue, telle que

Ve € Q, c(x) >0 (4.5)

On a alors

Théoreme 4.4.1
Soit f € H~'(Q2). Alors le probleme

—Au+bVu+cu = f dans D' (Q) (4.6)
U =0 sur 0N ’
posséde une unique solution u € H} (2)
X

Preuve

L’idée est de se ramener a une équation du type
Tu=yg

ou T est une perturbation compacte de 'identité dans un espace de Hilbert H, tel que u €
H, g € H. A cet effet, on réecrit I’équation, en introduisant un parametre A € R. I’équation 4.6
est équivalente a

—Au+bVu+ (c+Nu= u+f

ie
Lyu=Mu+f (4.7)

ou
Ly=-A4bV+ (c+MNd

Nous allons voir que pour A assez grand, L) est inversible, de sorte que 4.7 devient (formellement)
u= L'+ f)

ie
Id+ ALy Yu=Ly'f

On montrera ensuite des propriétés de compacité de L;l

A Etude de L,
On a tout d’abord
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1. Tl existe Ao tel que si A > \g, alors Vg € H~1 (), le probleme

{ —Lyu —Au+bVu+(c+Au = g (4.8)
U 0
possede une solution unique uy € H} () tel que
lluxll ) £ CM9lla-1(0) (4.9)

Démonstration

Il s’agit d’une application directe du théoréme de Lax-Milgram. En effet, u € H} (),
est solution de 4.8 si et seulement si

a(u,v) = L(v), Yo € Hj(Q)

a(u,v) = / Vu.Vv+b.Vuv + (¢ + Xuv
Q
et

L(v) = <97U>H71,H5
Il est claire que a et L sont continues sur Hg (). Pour Dellipticité de a, on a
a(u,u) = / |Vu|? 4+ b.Vu.u + (c + \)u?
Q
Le seul terme qui pose probléme est fQ b.Vu.u. On peut le majorer comme suit

b.Vu.u
Q

IN

10]] Loo ()| IVl L2 () [|ul| 2 ()

IN

1
5 (Il + 1B o 120

[olt on a utilisé de nouveau l'inégalité ab <

b= |[bl[ Lo |ullL2(0)]

1

2(a2 + b%) avec a = [[Vul|z2(q), et

Il en résulte que

1 |16l 2= (02)
ofwa) 2 5 [ 1va+ (3= L0 g

bl e
etdoncsiAﬁMOHa

1 1
atun) = 5 [ 1Vul? = Sl

b oo
Ainsi pour A > \g = HHLT(Q), a est elliptique, et le résultat en découle.
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2. Définition de T
Pour g € H~!(Q) posons
Tog = ux,

ou uy, est la solution de 4.8, pour A = Xg. Il est clair au vu de 4.9 que I'application
linéaire
To: H(Q) — H (Q)
est linéaire et continue. Ty représente donc un "inverse de Ly”. (il s’agit d’un isomor-
phisme de H~! (Q) sur HJ (Q))
Comme nous ’avons vu dans le préambule, on peut réecrire 4.6 sous la forme
—Au~+b.Vu+ (c+ Xo)u = u+ f

c’est-a-dire, en utilisant I'opérateur Ty

u=To(Aou+ [)
ou encore

u — /\oTou = Tof (410)

Il s’agit maintenant d’analyser 4.10 comme une équation dans un Hilbert H, & déterminer.

B Réinterprétation de 4.10
A priori, u € Hg (), mais on a vu que Tp était un opérateur défini sur H ! (2). On peut
donc interpréter 4.10 comme une équation de H ! (). Plus précisément, considérant
TO =10 To
ot 4 est linjection H} (Q) — H~1(Q).
Par le théoreme de Rellich, cette injection est compacte (en effet, 'injection H} () —

L? () est compacte, et 'injection L? (2) < H~! (£2) est clairement continue). Il en résulte
que

To: H1(Q) — H Q)
est compacte. Considérons alors le probleme : Trouver u € H ! (Q2) tel que
u — )\Qfou = T()f

i.e trouver u € H~1 () tel que
(Id - )\OT(]) u = Tof (4.11)

On vérifie aisément que 4.11 est équivalent & 4.10. En effet, si u est solution de 4.11, alors
u = ATou+Tpf. Comme Im T = H} (Q2) on en déduit que u € H} (Q) et donc que u est
solution de 4.10.

Finalement 4.11 est bien de la forme, pour H = H~! (Q)

Au=g

avec A = Id — ATy, perturbation compacte de l'identité et ¢ € H = H~1 (). Pour
montrer que 4.11 possede une solution unique, il suffit donc au vu de la théorie de Riesz-

Fredholm, de prouver que
Ker A = {0} (4.12)
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C Etude de Ker A
Soit w € H~1 (Q) tel que w € Ker 4, i.e

Aw =0

ou encore B
w = )\oTo’w = )\oTo’w = T0(>\0U})

~]
Comme Im Ty = Hg (), on obtient immediatement w € H} (£2), et en revenant & la
définition de Ty on voit que

—Aw +b.Vw + (c+ Xo)w = Aw

i.e wq solution du probleme elliptique homogene

—-Aw+bVw+cw = 0 dans 2
{ w =0 sur Jf) (4.13)
On vérifie tout d’abord que les solutions w de 4.13 sont de classe C? ()
1. Les solutions de 4.13 appartiennent & C? () N C° (Q)
On écrit ’équation 4.13 sous la forme
—Aw = —-bVw+cw
{ w = 0 (4.14)

On commence par montrer

a we WP, Vp < +oo
La preuve est itérative. Au départ on sait que le membre de droite de 4.14 ap-
partient & L2 (Q), donc par la théorie du laplacien on en déduit que w € H? (£2),
puis par injecion de Sobolev Vw € L?" (). Grace & cette information on voit que
le membre de droite appartient & L2 (Q), et donc par la théorie de régularité du
laplacien w € W22" «— W12 et ainsi de suite. On vérifie que si, on sait que

. N
w e Wha alors w € W29 et W29 — WHe" | on ¢* = Niq On vérifie que la suite
—4q
d’exposants obtenus tend vers +oo.

B wech (Q)
Ceci résulte de a pour « arbitrairement proche de 1. En effet, Vp > N, on a
Iinjection de Sobolev
N

W2P(Q) < CH*(Q), aveca=1——
p

Le membre de gauche appartient donc & C%® (ﬁ), V0 < a < 1. Par la théorie du
laplacien on en déduit alors w € C%< (2). Ceci démontre donc C.1
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2. Application du principe du maximum
Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme 3.2.2 (principe du maximum) & w,
puisque nous savons que w est une solution ”classique” (i.e de classe C?). Il en résulte
que

w(zr) > 0, Yz € Q
Comme —w est aussi une solution de 4.13, on a
—w(z) >0, Vo € Q
i.e
w =10

On a donc établi que
Ker A = {0}

Ainsi A est bijective, d’inverse continue et 4.11 a une solution unique. Ceci termine la
preuve du théoreme 4.4.1

X

4.5 Théorie spectrale des opérateurs compacts autoadjoints

4.5.1 Cadre
Soit H un espace de Hilbert, et A € L(H). On dit que A est autoadjoint si et seulement si
A=A"
c’est-a-dire si et seulement si
(Au,v) = (u, Av), YVu € H, Yv € H

Lorsque H est de dimension finie, on sait qu’un opérateur linéaire autoadjoint est diagonalisable
dans une base orthonormeée, i.e il existe une base orthonormée de H, formée de vecteurs propres de
A. Lorsque H est un espace de Hilbert séparable, et A un opérateur linéaire compact autoadjoint,
le résultat se généralise comme suit

Théoréme 4.5.1

Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit A un opérateur linéaire compact de H vers H, tel
que A est autoadjoint, c’est-a-dire
A*=A
11 existe alors une base Hilbertienne (e, )nen+ de H formée de vecteurs propres de A, i.e tels que
Aen = Un€n

De plus, p, est de multiplicité finie, et p,, — 0 lorsque n — +o0. Enfin si A est défini positif, i.e
(Au,u) > 0, Yu # 0, alors p,, > 0, Vn € N*

X

Nous admettrons ce théoréme (voir exemple dans [?]). Nous donnons maintenant quelques
applications aux EDP elliptiques.
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4.5.2 Théorie spectrale des opérateurs elliptiques sous forme diver-
gence

Soit 2 un domaine borné de RN et L = div (A(z)V) un opérateur elliptique sous forme
divergence, i.e tel que A(z) = (a; ;(x))1<ij<n, ou les fonction a; ; sont bornées sur 2, vérifient
am- = aj,i et

Jag >0, a1 >0, Ve e RN, Ve € Q
aol¢?, < aij(2)&&5 < anlé]? (4.15)
]

Soit ¢ une fonction continue définie sur 2. On a alors

Théoréme 4.5.2

Il existe une base hilbertienne (e,)nen+ de L2 (Q) et une suite (\,)nen+ croissante tels que
en € HY (), Vn € N*

() —div (A(x)Ve,) +cen, = Apen dans Q
" en = 0 sur 09)

et

lim A\, = +oc0
n—-+oo

Chaque valeur propre A, est de multiplicité finie (i.e ensemble des solutions de (I,,) est de
dimension finie). Enfin, si ¢(z) > 0,Vx € Q

An >0, Vn € N*

X
Preuve
On commence par se ramener au cas ou ¢ > 0. Pour cela posons
M = inf ¢(x)
€N
et
c = c siM >0
c = ¢c—M siM <0
de sorte que la fonction é: Q — R est continue et vérifie
e>0, Yzeq (4.16)
Pour f € L? (), considérons le probleme : Trouver u € Hg () tel que
—div (A(x)Vu)+éu = f dans D' (2) (4.17)
U =0 sur 0N '
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La formulation variationnelle de 4.17 est : Trouver u € H = H} (2) tel que
a(u,v) = L(v) Vv € HE (Q)

ou

ou Ov N
a(u,v) = izj/gai’jaxiﬁxj + cuv

0= [

a(u,u) > ag /Q |Vul? = aOHuH?{&(Q)

et donc a est elliptique. Par le théoreme de Lax-Milgram, il existe donc une solution unique u
de 4.17, de plus

et

Comme ¢ > 0 on a

ullgg ) < Cllfll L2 (4.18)
ott la constante C dépend de g et 2. Posons alors, pour f € L% (Q)
Tf=u

On vérifie alors aisément, grace a 4.17, 4.18, que T est linéaire continue de L? () vers H} (),
ieT e L(L*(Q),H} (). Posons enfin
T=ioTl
ou ¢ est l'injection de Rellich
i HE(Q) — L2 (Q)
de sorte que T : L2 () — L? (Q) est un opérateur linéaire compact. Montrons que T est autoad-

joint

— T est autoadjoint
Soit f1, fo deux éléments de L? (). Posons

- T(fk)a pour k= 1,2

de sorte que

<T(f1)vf2>L2(Q) = Jquifo
<T(f2)vf1>L2(Q) = Jquafi

Par définition de T, on a, Vv € H} ()

Ouy, 0
izj/azg(;;’:&: +cukv—/fkv pour k =1,2

Choisissons v = us pour kK =1 et v = uq pour k = 2. On obtient

ouy 0
fQ fiug = ng Qs 5 aU1 auz + Curuz
,J
aUQ 6‘u1

f four = Zf (N JrCUzul
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Comme a;; = a;; (symétrie de a), il en résulte
, ,

/ frug = / Jaur

Vi fo dans 12(Q), (T(0), o), o = (1 T(R)),

et donc

()

T est donc un opérateur autoadjoint de €

— T est défini positif
On aVf e L% (Q)

- Ou Ou 9
<T(f)af>L2(Q) = ;/{zai,g%% +eu’ = a(u,u) 2 aollullf g

ot u = T(f). Il en résulte
(T()T) 0 > 0 VT #0 (4.19)

T est donc positif (strictement). (En articulier, Ker T = {0})

— Application du Théoreme 4.5.1

Comme T est un opérateur compact autoadjoint défini positif de I’espace de Hilbert
séparable L2 (€2), nous pouvons appliquer le théoréme 4.5.1. 11 existe donc une base hil-
bertienne (e, )nen+ de L? (Q), et une suite p, — 0, et

fin >0 (4.20)

telles que y
Te, = pnen (4.21)

Bien entendu, on peut renuméroter les (e,)ncn- de sorte que la suite (n)nen+ SOit
décrroissnate, i.e
0 S Hn+41 S Hons Vn € N* (422)

Revenons & 4.21. Comme Im T C H{ (Q), on en déduit que

Ainsi 4.21 signifie

. - 1
—div (A(x)Vey) + e, = Een dans 2 (4.23)
en = 0 sur 02
Rappelons que
c=c— MO
ou My = inf(M,0), et M = inf ¢(z). On a donc

e

—div (A(x)Vey) + ce, = (1 + M0> e
[in
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Posons 1
An=—+ My
On a alors
—div (A(x)Vey) + cen = Apen, Vn e N*
et

lim A\, =400
n—-+o0o

{ 0<)\n§)\n+1

Le théoréme est démontré.

X

Commentaire Le théoréme précédent est un outil fondamental pour de nombreux problémes
théorique ou appliqués. Par exemple, il permet de décrire les solutions de certains problemes
d’évolution. Considérons, en guise d’illustration I’équation parabolique pour v : Q x [0, +00[— R
associée a L.

% —div (A(x)Vv) = 0 sur  x [0, +00[
(1) o(z,t) - sur 00
v(z,0) = wo(z) Vo € Q

ou la conddition au temps ¢ = 0, vy est donnée. Décomposons vg sur la base hilbertienne (e, )nen: -
On a par le théoréeme de Parseval-Bessel

+oo
vy = E Cn€n, OUC, = / Vo€n
n=1 Q

La solution de (I) peut alors s’écrire (en faisant) quelques hypotheses de régularité sur vg)

+oo
v(z,t) = ch exp(—Ant)en ()

et on voit en particulier que
lim v(x,t) =c¢
t——+o0

v(x,t) ~ c1 exp(—Ait)er(z)

La premiere valeur propre (i.e la plus petite), A; ainsi que la fonction propre associée e; joue
donc un role important dans le comportement asymptotique de v lorsque t — 4oc0.

4.5.3 Caractérisation de la premiére valeur propre \; (la plus petite)

Nous nous plagons de nouveau dans le contexte du théoreme 4.5.1. On a donc

La premiere valeur propre, \; est donc la plus petite. On a alors
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Proposition 4.5.1
On a l'identité

. Ou Ou 9 1 9
Al—lnf{/ﬂawaxia%—i—cu,ueHO(Q), /Q|u\ =1

De plus 'infimum est atteint par les fonctions propres associées a \q

X
Posons pour u,v dans H} (2)
N Ou Ov
a(u,v) = a; j———— + cuv
W) = Sfpou g
_ N ou v _
a(u,v) = a; j~——7— +cuv
( ) %fﬂ 2,7 axl 8(3]'
La preuve de la proposition 4.5.1 est une conséquence directe du lemme suivant.
Lemme 4.5.1
i La famille (e, )nen~ est totale dans H} () [i.e, vect(e,)nen+ est dense dans HE (Q)]
ii Soit u € Hj (), ¢n = (u,en)r20) = [, uen, ¥n € N* de sorte que
—+oo
U= chen
n=1
On a alors l'identité
+oo
a(u,u) = Z)\nci (4.24)
n=1
X

Donnons tout d’abord la preuve de la proposition 4.5.1 en admettant le lemme 4.5.1.

Preuve de la proposition 4.5.1

Soit u € H} (). Avec les notations du lemme, on a
+o0o
2 2
HU||L2(Q) = ch
n=1
En particulier, comme A, > \{, on a par 4.24
+o0 “+ o0
a(u,u) = Z)\nci > Alzci
n=1 n=1

> AilfullZa 0
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Ainsi, si u € Hj (), |Ju||r2(0) = 1, alors

On vérifie par ailleurs que pour \;

ce qui termine la preuve.

Preuve du lemme 4.5.1

i On vérifie tout d’abord que L? () est dense dans H ! (Q). En effet, C2° () est dense dans
L?(Q) et dans H! (). Considérons alors de nouveau I'application T : H~1 (Q) — H} (Q)
qui & f € H1(Q) associe la solution u € H} () du probleme

—div (A(z)Vu)+éu=f dans D' (Q)
Nous avons vu dans la preuve du théoréme 4.5.1, que T est un isomorphisme de H~* (Q)

sur H} (). De plus
Ten = pinen, pn >0, Vn € N*

c’est-a-dire 1
en=—T""(en) (4.25)
Hn

Comme la famille (e,,)nen- est totale dans L2 (), et L2 () dense dans H ! (), et comme
la norme L? est plus forte que la norme H !, il en résulte que

(en)nen+ est totale dans H ' (Q)
Comme T~! est un isomorphisme de H~1(Q) sur H} (), on en déduit que (Te,,)nen-

est totale dans H{} () ce qui prouve i.

ii Notons par ailleurs que a(,;) est un produit scalaire sur H} (2) équivalent au produit
scalaire de H} (2). De plus, il résulte de la formulation variationnelle de I'équation que

sii#j
siie N*

d(ei,ej) = 0

1
ale;,e;) = —
v Hi

On a donc
a(v/pieis \/ijej) = i
La famille (y/ftn€n)nen+ est donc une famille orthonoréme pour le produit scalaire a.
Comme elle est totale, il s’agit d’une base hilbertienne.
Appliquons le théoréme de Parseval-Bessel dans le cadre précédent. Soit u € H{ (Q), on a

+oo
d(uu) = Y [a(u, imen))

+oo
= Zﬂnd(ua en)2
n=1
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Par la formulation variationnelle de I’équation on a

- 1
a(uaen) = ;<uaen>L2(Q) = —¢€n
et donc
400 1
a(u,u) = Z—ci
n:lun

+oo
Comme a(u,u) = a(u,u) + Mo{u,u) 2 = a(u,u) + Mo > c¢2 on obtient
n=1

+oo 1 +oo
a(u,u) = ( - M0> = Z)\nci
n=1

4.5.4 Théorie spectrale pour le Laplacien

Dans le cas ou L = A, on peut bien entendu appliquer les résultats précédents. On a

Proposition 4.5.2

Soit © un domaine borné de RY. 1l existe une base hilbertienne (e, )nen+ de L? (), et une
suite croissante (A, )nen+, telles que e, € H} (), Vn € N*, et 1iIJIrl Ap = 400, et
n—-+0oo

—Ae, = M, sur
én = 0 sur 0f)

€n

Vn

De plus, chaque valeur propre est de multiplicité finie et < > est une base hilbertienne
neN*
de H} ()

X

4.5.4.1 Propriétés des fonctions propres

On a

Proposition 4.5.3

Si Q est un domaine borné et régulier de RY, alors e, € C*® (ﬁ) , Vn € N*
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Preuve

On a Vn € N*

—Ae,, = M, sur
en = 0 sur 0f)

En particulier, on voit par la théorie de régularité du laplacien que
en € HE (Q) = e, € HF 2 (Q)
Comme e,, € H' (), on en déduit e,, € H3 (Q) puis, e, € H® (), et enfin

en € H*(Q), VkeN

Ainsi
en € (VH*(Q)
neN
et donc B
en € C™® (Q)
X
4.5.4.2 Propriétés de A\ et e
Par la proposition 4.5.2, pour L = —A, on a
Proposition 4.5.4
On a
A :inf{/ |Vul?; u € Hy (Q), / lu|? = 1}
Q Q
et le minimum est atteint si et seulement si u € Fx, N {u € H} (Q),]||ul|,2 =1} ot F\, =
{ve HJ(Q),—Av=Xe,}
X

Pour le laplacien on en déduit la conséquence importante suivante.

Proposition 4.5.5

Soit u € F), tel que u # 0. Alors, u ne s’annule pas sur €2, i.e u est de signe constant. On a
donc ou bien u(z) > 0, Vz € Q, ou bien u(z) < 0, Vz € Q.

X
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Preuve

Soit u € F),. Par homogénéité, on peut toujours supposer que [, |u|? = 1 (sinon on considere
u
v = ———). Par la proposition 4.5.3 on a

[lullz>
ueC>(Q)
Par ailleurs on a
|V|u|| = |Vul|, presque pour tout z € Q

Soit
[Ivhl = [ vl Jule B @)
Q Q
Il en résulte que [, |[V]u||* = A1, || Ju| |[z2 = 1. Par la proposition 4.5.4, on a donc |u| € F,, i.e
—Alu| = Au] sur
lul = 0 sur 02

Par le principe du maximum fort on déduit
lu| >0 sur Q

ce qui termine la preuve.

X
On obtient finalement
Théoréme 4.5.2
dim F), =1, i.e la premiere valeur propre est de multiplicité 1. On a donc
F>\1 = Rel
X

Preuve

Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe une famille libre de deux éléments w1, us
dans F),. Par la proposition 4.5.5, Vg € Q, |ui(zo)| # 0, |uz(xo)| # 0. Fixons o et posons

a=ui(zo) B =uz(wo)

On a alors

(Bur — aug) (xg) =0
Or fu; — aug € Fy, est une fonction non nulle qui, par la proposition 4.5.5 ne s’annule pas. On
a donc une contradiction.

X

Principe La premiere fonction propre e; possede toutes les symétries du problémes.

Nous allons illustrer ce principe sur un exemple. Soit 2 = B(R). On a
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Théoréme 4.5.3

Soit Q2 = B(R). La fonction e; possede la symétrie radiale, i.e il existe une foncttion positive
f:]0,1] = RT telle que
er(2) = f(lzl), VeeQ

Preuve
Soit R une rotation de RV, i.e R € SO(N). On remarque que B(R) est invariant par R, i.e
R (B(R)) = B(R)
i.e Q) est invariant par rotation. Pour u € H} (B(R)), on pose

ur(r) = u(Rx)

/ Varl* = [ 1Vl [ Juml = [ ol

on vérifie que VR € SO(N), ug € H} (B(R)). Pour u=e; on a

A= /|V€1R| /|31,R|2:
Q

et donc par la proposition 4.5.4, e; g € F),. Comme

(
)=

Comme

F’/\1 :Rel, et ||61,RHL2:1
on en déduit que
€1,R = iel

Comme l'application R — e1 g est continue de SO(N) vers F),, on déduit finalement que

€1,R — €1
ie VR € SO(N)
e1(z) = e1 (Rx)
Il en résulte que Vy € RY tel que ||y|| = ||z]|, on a

e1(y) = e1(x)

La conclusion en découle.

Commentaire
— L’application R — wug est appelée une représentation du groupe SO(N) dans l’espace
vectoriel Hy (). 11 est facile de voir que Vn, cette application laisse les ensembles F)
invariants (ou stables).
L’étude complete des espaces F)\
Peter-Weyl.

en présence de symétries est I'objet de la théorie de

n’

— Notons que le théoreme précédent ramene I’étude & un probleme & une dimension.



Chapitre 5

Calcul différentiel dans les
espaces de Banach

5.1 Introduction

La suite du cours est consacrées aux problemes non linéaires. Un exemple type est I’équation

(1) —Au=u?+f dans
u=0 sur 0f)

(92 ouvert borné de RY). On peut réecrire ce probleme sous la forme

F(u) = f

ot F(u) = —Au — u® est une application entre espaces fonctionnels que nous préciserons. La
question est alors de savoir si F' est injective, surjective, etc... Ce type de situation peut s’analyser
a I’aide des outils du calcul différentiel. L’idée principale est d’analyser localement prés d’un point
son développement limité au premier ordre, i.e de construire sa dérivée. Deux notions de dérivée
sont alors a notre disposition :

1. La dérivée au sens de Gateaux

2. La dérivée au sens de Frechet

la premiere notion étant la plus faible : le point essentiel est que les deux notions coincident dans
le cas C!.

5.2 La dérivé au sens de Fréchet
Soit x et Y deux espaces de Banach, V un ouvert de X.

Défintion

Soit u € Vet F:V — Y. Ondit que F est différentiable au point u s’il existe une application
linéaire continue A € L(X,Y) telle que si on considére pour h € X petit

R(h) = F(u+h) — F(u) — A.h

82
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Alors Rk
||§l||) — 0 lorsque ||h|| — 0

c’est-a-dire
Ve >0, 30 >0, ||hllx < =||RD)|ly <ellh|lx

Si une telle application A € L£(X,Y) existe, elle est nécessairement unique. On note alors
A =dF(u)

Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F en u, ou encore application linéaire
tangente a F' en u. En I'absence de précision supplémentaire différentiable signifiera dans la suite
différentiable au sens de Frechet.

Exemples

1. FF(u) = c. F est Fréchet différentiable et Vu, dF(u) =0

2. SiAe L(X,Y), Alu+h) — A(u) = A.h et donc Yu, dA(u) = A

3. Si B: X xY — Z est bilinéaire B(u + h,v + k) = B(u,v) + B(h,v) + B(u, k) + B(h, k)
et continue |B(h, k)| < C||h]|||k]|

dB(u)(h, k) = B(h,v) + B(h, k)

4. X = H Hilbert, F(u) = ||u||? = (u,u), dF(u) = 2{u, h)

On a ensuite toutes les propriétés classiques.

Lemme 5.2.1

Si F est différentiable en u, alors F' est continue en w.

Proposition 5.2.1

i Soit F' et G deux applicaitons de V vers Y. Si F et G sont différentiables en v € G, alors
VA, i réels, A\F' 4+ uG est différentiable en u et

AAF + pG)(u) = AMdF (u) + pdG(u)

ii Soient X,Y, Z trois espaces de Banach, V un ouvert de X, V un ouvert de Y. Soit F': C —
Y,G:V = Z, tels que F(u) C V. Si F est différentiable en u et G en v = F(u), alors
G o F est différentaible en u et

d(G o F)(u) = dG(v) o dF(u)
ie
d(G o F)(u)(h) = dGG(v) [dF (u)h]

La différentielle de Go F' est donc la composition des applications linéaires continues dF'(u)
et dG(v), pour v = F(u)

X
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5.3 Différentiabilité au sens de Gateaux

Commencons par la notion de dérivée directionnelle.

Définition
Soit FF: U — Y, ueU. Soit v € X, v# 0. On appelle dérivée directionnelle en u de F' dans
la direction v, notée 9, F(u), la limite, lorsqu’elle existe

0,F(u) = lim F(u+ tvt) — F(u)
—

X

La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée partielle. Si
F est Fréchet différentiable, alors Vv € X la dérivée directionnelle dans la direction v est donnée

par
O F(u) = dF(u)v

En effet F(u+ tv) = F(u) + dF (u)(tv) + R(tv) donc

F(u+tv) — F(u)

Définition
On dit que F' : U — Y est Gateaux différentiable en u (G-différentiable), s’il existe une
application linéaire continue A de X vers Y, iie A € L(X,Y) telle que Vv € X la dérivée
directionnelle de F en u dans la direction v existe et est égale & A(v), i.e
F(u+tv) — F(u)

O F(u) = th_% ; = A(u)v

On vérifie que si cette application existe, elle est unique. On note

A =dgF(u)
X
Proposition 5.3.1
Si F' est Fréchet différentiable en u, elle est Gateaux différentiable en u, et
deF(u) = dF(u)
X

La réciproque est fausse en général, méme en dimension finie. Rappelons I'exemple F : R? —

2
R 2 )
F(z,y) = [M} siy#0

F(z,0) =0



CHAPITRE 5. CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES DE BANACH 85

La G-différentiabilité n’implique pas la continuité! (alors que bien entendu la différentiabilité
au sens de Fréchet 'implique).

En revenche, si on sait que F est C! au sens d eGateaux, i.e si 'application

U — L(X,)Y)
u — deF(u)

est continue, alors F' est Fréchet différentiable sur U et les deux notion coincident.

Théoréme 5.3.1

Soit F': U — Y une application G-différentiable (U ouvert de x). On suppose que I’application
v — dgF(v) est continue sur U. Alors F est Fréchet différentiable sur U et

Yo e U, dF (v) = dgF(v)

Preuve
Soit u € U. Il faut montrer que
Ve>0, 30 >0, ||v]|lx <= |Flu+v) — F(u) —deF(u)(v)| <e
Supposons pour soulager les notations que u = 0. L’application
v — dgF(v)
est continue, donc il existe d; > 0 tel que
(*) [ol <61 = |daF(v) = daF(0)|ccx,y) < €
Considérons alors la droite D, = {w = Av, A € R}, et le segment
[0,v] ={w € X, w=Av,A€][0,1]}
Soit f I’application définie sur [0, 1] par
fA) = F(xv)

On a
F'N) = dg F(Mv)(v)

Comme on a supposé dgF continue, et que v est fixé, il en résulte que f’ est continue sur [0, 1]
et que f € C1([0,1]). On a alors

F(o) = F(0) = (1)~ 1(0) = [ A = / 46 P () (v)dA
et donc .
F(v) — F(0) — dF (0)v = /0 [deF (W) — dF(0)] (v)dA
On déduit alors de (x) que si ||v|| < 6; alors
1P(v) — F(0) — dF(0)olly < ello]|x

ce qui termine la preuve.
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X

Commentaire En pratique, il est plus facile de vérifier la différrentiabilité au sens de Gateaux.
Si on veut prouver que F est C!, il suffit de prouver qu’elle est Gateaux-différentiable, puis de
vérifier que la différentielle dg F' est continue.

En fait pour vérifier qu'une fonction est C! on peut utiliser le théoréme suivant.

Théoréme 5.3.2

Soit X un sous-espace vectoriel de X, dense dans X. Soit F une application continue de U C X,
ouvert vers Y. On suppose que Yu € X NU il existe une application linéaire A(u) € £(X,Y)
telle que
F(u+tv) — F(u)

t

Yo € X, lim = A(u)v
t—0

Si application u — A(u) est continue sur X N U, alors F est de classe C! sur U et

Preuve

Exercice
X

Commentaire Dans les applications que nous avons en vue, les espaces X et Y seront en général
des espaces de fonctions (par exemple LP (Q), 1 < p < +00, Q ouvert de RN, ou H! (Q), H} (Q2),
etc...). Lorsque cela est possible, nous prendrons, selon les cas

X =c> (@)
X =cx(©)

Pour calculer la différentielle d’une fonction C!, il suffira donc, au vu du théoréme 5.3.2 de
savoir calculer " . »
L Flut i)~ F(u)
t—0 t

pour u, v fonctions régulieres. Cela soulage tres souvent les calculs de maniére importante.

5.4 Opérateur de Nemitski : continuité et différentiabilité

5.4.1 Cadre

Soit © un domaine borné de RY et soit f une fonction de 2 x R — R

Ve e, VteR, (z,t) = f(z,t)



CHAPITRE 5. CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES DE BANACH 87

Défintion

On appelle opérateur de Nemitski associé a f, I'application Ty qui a une fonction mesurable
u définie sur  associe la fonction v = Ty (u) définie sur 2 par

v(x) = f(z,u(z)), Vo € Q

[dans la suite nous confondrons Ty et f et écrirons v = f(z,u)]

Nous supposerons toujours, dans la suite, que f est une fonction de Carathéodory, c’est-a-dire
telle que

1. t — f(x,t) est continue, Yz €
2. & — f(x,t) est mesurable, Vt € R

On écrira : f est une C-fonction.

Exemple Si h : 2 — R est une fonction mesurable sur €2, alors

flz,t) = h(z) + 2 est une C-fonction

flz,t) = h(z)t? est une C-fonction

flz,t) = h(z)|t|P~tt est une C-fonction Vp > 1
f(z,t) h(z) + [t~ est une C-fonction Vp > 1
f(z,t) = h(z)+expt est une C-fonction

f(z,t) = h(z)q(t) est une C-fonction Vg continue
flz,t) = hx)+g(t) est une C-fonction Vg continue

On a le résultat de continuité de Ty de L vers L4

Théoréme 5.4.1
Soit p,g > 1, a = P On suppose que f est une C-fonction sur  x R (2 borné) vérifiant
q
30 >0, VteR, [f(z,t)| <C(1+t|*) ppze

Alors I'application Ty : u — Tyu = f(x,u) est continue de L? (2) vers L7 ()

Preuve

On vérifie que si u € LP (), alors pour presque tout = € ),

[ u@)]r < C (14 |ulf ()" < C (ul (@) + 1)

/|fxu |qda:<C</|uq/ ><+OO

car ) est supposé borné. Ainsi T est bien définie de L (2) vers L7 (2). Pour établir la continuité,
il s’agit de montrer que, pour toute suite (u,)nen de LP (Q), si

Donc

Uup — u, dans L? (Q)
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alors
flz,un) = f(x,u) dans LY (Q)

Pour démontrer cette convergence, nous faisons appel aux résultats classiques suivants

Lemme 5.4.1

Soit  un domaine de RY et (v,)nen une suite dans LP (Q), telle que v, — v dans LP (Q2). Il
existe alors une sous-suite (vy(n))nen et une fonction h € LP (2) telles que

Vo(n)(z) = v(x)  pour presque tout x € {2

|Vo(n) ()] < h(x)  pour presque tout x € €2

Lemme 5.4.2

Soit E un espace de Banach, et (uy,)nen une suite d’éléments de E. Alors
U, —u dans F

si et seulement si, pour toute sous-suite (ug(n))neN, on peut extraire une sous-suite Uyoq, (n) qui
converge vers u.

Y
Le lemme 5.3.1 est un résultat central en théorie de I'intégration, et nous renvoyons, pour sa
preuve, aux ouvrages spécialisés.

Pour démontrer le lemme 5.3.2, on peut raisonner par I’absurde et supposer que u,, ne converge
pas vers u. Il existerait alors une sous-suite u,(,) et € > 0 tels que

Vn €N, [|ugm) —ul| > ¢

Par hypothese, on peut extraire de uq(,) une nouvelle sous-suite Uyo0,(n) qui converge vers u...
ce qui contredit 'inégalité précédente.

On finit alors la preuve du théoréme.
Soit Uy () une sous-suite quelconque de (uy, )nen. Il suffit, d’apres le lemme 5.3.2, de démontrer
qu’il existe une nouvelle sous-suite uqoq, (n) telle que

f(@,Ugopy(n)) — f(x,u)  dans L7 (£2)
Or d’apres le lemme 5.3.1, il existe justement une sous-suite usoq, (n) telle que
Ugooy(n)(®) = v(x)  pour presque tout x €

[Ugoe, (n)(z)] < h(x)  pour presque tout z €
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ou h € L? (Q).
On a donc, par composition et continuité de f par rapport a la variable u
(%, Ugoo,(n) (7)) — f(z,u(x)) pour presque tout x € {2

et
|f (2, Ugor,(n)(2))] < a+blh(x)|*  pour presque tout z € Q

On peut alors utiliser le théoreme de convergence dominée pour conclure que

lim /Q £ (2 oy () (2)) — F (0, u(@))[7 =0

n—-+oo

ce qui donne le résultat.
En guise d’exercices, nous avons également les résultats suivants.

Théoréme 5.4.2

i Soit Q un domaine borné de RY, et f une fonction continue de Q x R dans R. Alors

I’application o
Ty 0@ (@)

est continue de C° (ﬁ) vers C° (ﬁ)

ii Soit © un domaine borné de RY, et f une foncttion continue de Q x R dans R vérifiant la
propriété 0 < a <1, VM >0, 3C >0, Vz,y € Q, Vu,v € R,

(lull < M et [jo]| < M) = [f(z,u) = f(y,0)| < C(|lz = y[+ Ju—v]%)

Alors Ty : C% (ﬁ) — CO (ﬁ) est continue pour v = aff  qu’est ce que 37

Rappel L’espace de Holder C%° (ﬁ) est défini pour 0 < 8 <1 par
o8 (ﬁ) = {u ec’ (ﬁ) , AM >0, |u(z) —u(y)| < M|z — y|?, Va,y € ﬁ}

On munit C%? (Q) de la norme

_ |u(z) — u(y)]
lelleo.s (@) = lulloo (@) + sU =15
rH#yY

on montre alors que pour cette norme, C%? (ﬁ) est un espace de Banach (exercice).
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5.4.2 Propriétés de différentiabilité de 7T

Nous allons voir dans ce qui suit, que des propriétés de différentiabilité de la fonction f par
rapport a la deuxiéme variable peuvent entrainer des propriétés de différentiabilité de I’opérateur
Ty. Nous ferons dans la suite les hypotheses suivantes sur f.

(H1) Pour presque tout z € €, la fonction d’une variable
t— f(z,t)

est dérivable par rapport a t. En d’autres termes, la fonction

. 0 .
existe. Nous supposerons de plus que —f(m, t) est une C-fonction.

ot

(H2) 1l existe des constantes C' > 0 et o > 1 (inégalité stricte!) telles que

of

ot (x,t)‘ <C (1 + |t|o‘_1) pour presque tout x € Q

(H3)
3C >0, |f(z,0) < C

Remarquons que si f vérifie les trois propriétés précédentes, alors par intégration, il résulte
de (H2) et (H3) que

t
)] < c+/ 9 (v, )| ds
o |
t
< c+c’/ (14 [s]*Y) < O (14 )
0

11 résulte donc du théoreme 5.4.1 que Ty est continue de LP (Q) vers L7 (£2), pour tout ¢

vérifiant
q<

oI

On a de plus

Théoréme 5.4.3

Soit f une fonction de Q@ x R — R vérifiant (H1), (H2), (H3). Soit p > 1, 'application T est
alors différentiable, de classe C' de LP (Q) vers L7 (Q) pour tout ¢ > 1 vérifiant

q=

SIS
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Sa différentielle sur LP (2) est donnée par

dTs(u)v = = (z,u)v

ot

i.e pour presque tout x € )

dTy (u)(v)(2) = 5 (@, u(2))v(2)

Preuve
Soit u € L? (). Considérons l'application linéaire A(u) de LP () vers L2 () définie par

A(u)v = %(m, u)v

i.e par

A(u)v(x) = g—{(m,u(m))v(u’c) pour presque tout z € )

1°7¢ étape Vérfions tout d’abord que A(u)v € L7(£2). On a

A" = | D) o12)
On a donc
[awewr < [ 1] o
< 0 [ (1 @I ol (e)da
< c /Q (1+ [u(@)P~) |o]*(2)da
<

c| [1r@as+ [ jutap-epieois

Par I'inégalité de Holder on a

/ o]
Q

INA IN
:O\ {O\
= =
- =
N
CIS]
—_— —_
= Sha
—
|
S b\
—_
_ 1
—
|
|

De méme on a

/gz u[P~ o] < [/Q(Wq)pgq =% UQ(IU‘I)?]Z

AN
—
S

=
S
T
SIS
—
S
<
.
[

La concllusion en découle.
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2¢me étape On montre que l'application u — A(u) est continue de X = LP () vers Y =
L(LP (), L7 ().
Soit (ty)nen une suite d’éléments de LP (Q) telle que
Uy, — u dans X

Il faut montrer que
A(up) — A(u)  dans Y

W)')T

) =ty = s | [ (|5 - S
llvllx=1

o)’

OrvweX

7] 0 0 0
([ - S J !

a(x»un) - a(%u)

I

ollx [/Qj?;(m U

IN

0
Comme a*{(m,u) < C (14 [¢*71), on voit que pour tout p > 1, application Tyy est
ot
continue de L? (Q) vers L" (2) pour r < Ll Prenons r = —-—. On vérifie que l'on a
a — p—q
bien
LS i soita—1<p—gq
p—q o-—
Donc
of of "
—(z,uy) — =—(x,u)| —0
/Q ot ot

et la conclusion en découle.
3¢me gtape Posons X = C (). On a Yu,v € X

! of
lg}% ;”f(xau'i_ SU) - f(I,U) - Sa(xau)UHLP(Q) =0

i.e
Ty(u+ sv) — Ty (u)
S

— A(u)v  dans L? (Q)
On écrit pour x € Q

u(x)+sv(z) af

(z,1)dl

flx,u(z) + sv(x)) — flz,u(z)) = /
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et de méme
u(x)+sv(x) af

ot (z,u(z))dl

of B
s wyu(e))ota) = [

il en résulte que

[z, u(z) + sv(z)) - f(z,U(w))*S%(x,U(x))v(x)

/uT(::C)‘f's’U(x) [g{(x’ ) - ‘Z{(m,u(x))} ‘

of af
< s||v||pe sup —(z,l) — (m,u(m))‘
€ [u(e)u(@)+su(x)] | OF ot
On a donc par intégration
1 of b
S| @ul@) +su(@) = flz,u(@) - s (@ u(@))v(z)
s LP(Q)
P
< af af

s||vl| Lo / sup —(z,1) — =(z,u(x))
O lefu(@),u(z)+sv(z)] | O ot

— 0 par convergence dominée

4¢éme gtape Conclusion.

La conclusion découle directement des étapes précédentes et du théoreme 5.3.2.

Nous laissons la variante du théoreéme ci-dessus en exercice

Théoréme 5.4.4
i Soit  un domaine borné de RY, et f une fonction continue sur £ x R. On suppose de plus

0 —
que Vz € (, 8—{@, t) existe et est une fonction continue sur € x R. Alors T est de classe

Ct de C% () vers C° (Q) et

4Ty (wpo(a) = (o u(a)oe)

0 _
ii On suppose de plus que a—{(x, u(x)) est holderienne d’ordre «, alors Ty est C* de C%* (Q)
vers C% (Q).
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Exemples

0
1. f(x,t) =12, 8—{(9&, t) = 2t. Ici o = 1. Donc 'application u + f(z,u) = u? est différentiable

de L? () vers L1 (Q2),Vp > 2, g < g la différentielle est
dT(u)v = 2uw

De méme u — u? est différentiable de C° vers C°, C* vers C¥, Vk € N

2. Considérons de méme pour m > 1
flat)y =]t
ici f ne dépend que de t : f(z,t) = f(t) et f'(t) = m|t|™ . Elle vérifie les hypotheses du
théoréme avec a = m. L’application T : u + f(y) = |u|™ 'u est donc différentiable de

classe C' de LP (Q) vers L= (), pour tout p > m. Sa dérivée est

dTy(u)v = [u|™ tuv

3. Enfin soit h une fonction L sur {2, mesurable. Si
fla,t) = h(t) +[t|" "1 (1) ou  f(z,t) = h(z)[t|™ "t (2)

on vérifie de méme que les hypotheses sont vérifiées avec o« = m, et que Ty est continue
de L? (Q) vers L, Vp > m et

dTr(w)v = [u|™ tuv (1) ou  dTy(u)v = h(x)u|™ tuv (2)

Cas limites

— p=m, Ty différentiable de classe C! de L™ (Q) — L' (Q)

— p = oo, Ty différentiable de classe C* de L™ () — L' (Q)

— Si hest CY, Ty différentiable de classe C! de C° () — C° ()

— Si h est C%, T} différentiable de classe C! de C%* () — C%« (Q2)

Lien avec les injections de Sobolev

H} (Q) = L* (Q)

Donc si m < 2%, Ty est différentiable de classe C! de H{ () — L ()



Chapitre 6

Le théoreme d’inversion locale et
quelques applications

6.1 Introduction

Nous avons vu dans la premiere partie de ce cours que de nombreux problemes d’Equations
aux Dérivées Partielles linéaires pouvaient s’écrire sous la forme

Lu=f (6.1)

ou L est une application linéaire continue entre deux espaces de Banach, X et Y. f est une
donnée supposée continue, et u est 'application inconnue. Un exemple simple est le probleme

—Au+u = f dans
U = 0 sur 0f)

X =H?(Q)NH}(Q),Y = L?(Q). La question se ramene alors & I'étude des propriétés de
L. En particulier I'existence et 1'unicité de solution pour 6.1 est équivalente au fait que L est
bijective.
Le but de cette partie est d’étendre partiellement ce type d’idée a des problémes non-linéaires,
du type
B(u)=f (6.2)

o B : X — Y est une application de classe C' de X vers Y, qui n’est a priori pas linéaire. Par
exemple le probleme

(6.3)

—Au—+sinu = f dans 2
u = 0 sur 02

est de ce type. On remarque tout d’abord que si f = 0, alors u = 0 est une solution évidente
de 6.3. Une premiere idée consiste alors a résoudre 6.3 pour des données f petites en ”linéarisant”
I’équation 6.3. Notons en effet que pour u petit

sinu >~ u

et donc B(u) = —Au +sinu ~ —Au+ u = L(u), et on peut imaginer que si f est petite, une
solution de 6.3 petite doit étre proche, en un certain sens, d’une solution de ’équation 6.1 qui est

95
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linéaire. C’est cette approche que le théoreme d’inversion locale va nous permettre de mettre en
oeuvre. Nous verrons également plus tard comment, dans certaines situations, cet outil permet
de montrer que B est globalement surjective.

6.2 Premieéres définitions

Soient X,Y, deux espaces de Banach. On dit qu'une application linéaire continue A € L(X,Y)
est inversible si et seulement s’il existe B € L(X,Y) telle que

BoA = Idx

L’application B, si elle existe, est unique. On notera B = A~! et
Inv(X,Y)={A € L(X,Y), A inversible }

Remarque Rappelons qu’il est nécessaire d’avoir les deux identités dans 6.4. On peut par
exemple prendre X =Y = L = [%(N)

Vp = Up—1 pourmn >1

At (en > Alwdoen = (e on { 2 2 .
-

B : (“n)neN — A(un)neN = (un+1)n€N
On voit que B o A = Idx mais que A n’est pas inversible.
En principe au vu des définitions précédentes, il convient de vérifier que :

a A est bijective. Alors A™! existe au sens de la théorie des ensembles.

b A~! est une application linéaire continue.

En fait, en vertu du résultat profond suivant, la deuxiéme étape b, est immédiatement réalisée
lorsque la premiere a l’est.

Théoréme 6.2.1
Si A€ L(X,Y) est bijective, alors A~! € L(X,Y), i.e est linéaire continue. En particulier

Aev(X,Y)
X

Pour une preuve, voir [?]. Dans une direction différente, le résultat suivant, bien qu’élémentaire,
aura également un role important.
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Théoréeme 6.2.2
i Soit A € Inv(X,Y). Alors pour tout 7' € £(X,Y) vérifiant

1

T est inversible.
ii Inv(X,Y) est un sous-ensemble ouvert de £(X,Y)
iii L’application J : £L(X,Y) — L£(X,Y) définie par J(A) = A~! est de classe C*®

Preuve

i Considérons d’abord le cas X =Y, et A =1Idx. Pour T € L(X), écrivons
Id-T=B
Dans ce contexte, ’hypothese 6.5 devient
IB]| < 1
Posons alors
—+oo
U=> B"
n=0
Comme ||B|| < 1, la somme est normalement convergeante. De plus on vérifie que
U(ld - B) = (Id - B)U =1d

On a donc
U=(Id-B)'=1""

et la propriété est vérifiée dans le cas considéré.

Dans le cas général on se rameéne au premier cas en posant

B = A-T
= A(ldx —A™'T)
Si
A =T] < oo
[ A~1]
Alors

||IdX —A_lTH[;(X) <1

et donc A7T est inversible d’apres la premiere étape. La conclusion en découle.

ii Exercice

iii Exercice
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Exercice Soit 7' € £(X). Montrer que s'il existe k € N tel que ||Id — 7%|| < 1 alors T est
inversible.

Considérons maintenant & un ouvert de X, V un ouvert de Y et F une application continue
de U vers V.

Définition

On dit que F est un homéomorphisme de U vers V s’il existe G continue de V vers U telle

que
{ G(F(u))
F(G(u))

u Yuel

u YueV (6.6)

On note alors F' € Hom(U, V)

Définition
Soit F' € C(U, V) on dit que F est localement inversible en un point u, € z, si AU, ouvert de
X contenant wu,, Vi ouvert de Y contenant v, = F'(us) tels que

F € Hom (U,, Vi)

i.e 3G € C°(V,,U.) tel que
GOF:IdU*, FOG:IdV*

L’application G est appelée "inverse locale de F”. On note G = F~L. [Il y a abus de langage et
de notation car la définition de G dépende de u,, et il n’y a pas unicité.]

X
Remarquons que si F est différentiable en u,, et G différentiable en v, = F(u4), on obtient

{dG(v*)odF(u*) = Idx
dF(uy) odG(vs) = Idy

de sorte que dF(u,) € Inv(X,Y), dG(vs) € Inv(X,Y) et
dF (u.) ™" = dG(vs)

Une condition nécessaire pour que F soit localement inversible est donc, lorsque F est différentiable
en u,, dF(u,) € Inv(X,Y). Si de plus F est C! dans un voisinage de u., ceci est également une
condition suffisante en vertu du théoreme d’inversion locale dont voici un énoncé.

6.3 Le Théoréme d’inversion locale

Théoréme 6.3.1
Soit F' € C1(X,Y). On suppose que pour u, € X
dF (uy) € Inv(X,Y) (6.7)

Alors F est localement inversible en wu,, d’'inverse C'. Plus précisément, il existe un voisinage U,
de u,, un voisinage Vi de v, = F(u,) tels que U, et V sont ouverts et
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i F' € Hom(U,, Vi)
ii £~ e CY(V,,X) et pour tout v € V,

AF(v) = [dF )], w=F ()
iii Si F e Ck(X,Y) alors F~1 € C*(V,, X)
X

La preuve de ce théoreme repose sur le théoreme du point fixe de Picard, que nous rappelons
brievement.

Théoréme 6.3.2

Soit K un espace métrique complet et ® une application de K dans K. On suppose ® contrac-
tante, i.e qu’il existe kg < 1 tel que

V(z,y) € K2, ||®(z) — @(y)|| < kollz — yl| (6.8)
Alors ® possede un unique point fixe xg, i.e

dlxg € K, CI)($0) = Zp

Preuve du théoréme 6.3.2
A Existence du xg
Soit ug un point quelconque de X. On construit par récurrence une suite (uy,)pen en

posant
U1 = P(uy), Yn €N

Montrons que cette suite est une suite de Cauchy dans X. On a pour n > 1
Unt1 = tn = P(un) — P(up—1)

donc
[tns1 — unl| < Kolltn — wn—1]]

En itérant, il résulte que VI € N*
Hun-i—l - un+l—1|| < ké”“ﬂ-&-l - un”

En sommant ces relations on obtient

IN

Hun—&-l *Un”

l
(Zk@) 41 — wnl|
p=1
l
ko~ lur — uoll <Zkg>
p=1

o
= 1k

IN

s = wol] — 0
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La suite étant de Cauchy, elle possede un limite zo. En passant & la limite dans la relation
(I)<un) = Up+1 ON Obtient CI)(xO) =0

B Unicité

Supposons qu’il existe deux points fixes distincts zg et x1. Alors
lzo — 21| = ||@(x0) — ®(x1)[| < Kollzo — 21| < |[zo — 24|

Contradiction.

Preuve du théoréme 6.3.1

Quitte a transférer les origines de X et Y, on peut toujours supposer, pour simplifier les
notation que
Uy =0 ve=F(u,) =0

La preuve comporte plusieurs étapes.

1°7¢ étape On se rameéne au cas X = Y, dF(0) = Idx. Si A est en effet une application
linéaire de Y vers X inversible, i.e A € Inv(Y, X), on peut considérer

F=AoF

on vérifie que F € C1(X,Y) et )
dF(0) = Ao dF(0)

En choisissant A € £(X,Y) défini par
A=[dF(0)]" (6.9)

On obtient )
dF = Idx

1l suffira donc de vérifier la propriété pour F
2¢me &tape F est un homéomorphisme local.

Ecrivons

F= Idx + 9
ot ¢ € CY(X,Y). Comme dF(0) = Idy, il en résulte

dy(0) =0, (0)=0

Par continuité de di, il existe r > 0 tel que

1
)l < 5, Vo, lpll <7

Par le théoreme des accroissements finis, on en déduit donc que Vp, ¢ dans B(r)

ko) — (@)l < gllp —al (6.10)
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De plus, comme ¥(0) =0 on a

k@)l < 3lpll, o € BG) (6.11)

donc

Pour v € X posons

1
Si||v]| < 3" il résulte de 6.11 que

1. ()| < [0l + [ ()] <

1
et donc @, : B(r) — B(r). Par ailleurs, par 6.10, ®, est contractante de rapport 5 On

peut donc appliquer le théoreme 6.3.1 & B(r) et ®, pour conclure qu'il existe un unique
point fixe u € B(r) de @, i.e 3lu € B(r) tel que

u=®,(u) =v—1(u)

i.e

Flu)=u+y(u)=v

~ r [ ~
Par conséquent on peut définir un inverse F~! : B (§> — B(r). Montrons que F~! est

continu. Soit v, z dans B(g), u=F~1(v), w= F~1(2), de sorte que

utp(u) =v, wH(w) =z

On a .
[l = wl| < [lv = 2]| + [l (u) = pw)l| < [[v = 2] + Flu — wl]]

et donc 5 ~
IF~1(v) = F7H(2)]] < 2[jv — 2|

Ceci montre que F~! est lipschitzienne de rapport 2. Si on pose V = B (i), U =
B(r) N F~%(V), on obtient donc

Fy € Hom (U, V)

3¢me gtape F~! est de classe C!

De I’églaité

on déduit
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Comme 1)(u) = o(||u||) et comme F~1 est lipschitz, on en déduit que
F~'(v) = v+ o(|[v]])

i.e F~1 est différentiable en 0 et
dF~(0) =1d,

r
Pour un point quelconque v € B (5) on raisonne de méme, et on déduit

—1

ISH
S
L
=
Il
L |
ISH
et}
IS
S~—
| I
L
IS
Il
S|l

4°me étape Preuve de iii par dérivation et récurrence.

X

6.4 Quelques applications du théoreme d’inversion locale
aux EDP elliptiques non linéaires

6.4.1 Premier exemple

Soit  un domaine borné et régulier de R. Reprenons I’exemple de l'introduction. Pour f
donnée dans L? on cherche u solution de

—Au+sinu = f dans
U = 0 sur 9

Cette équation est bien entendu non linéaire en raison du terme sinu. La premiere question
qu’il faut se poser est de savoir dans quel espace chercher la solution. Au vu de 'opérateur
linéarisé —Au + u en 0, et comme f € L? oblige & prendre Y = L2, il est naturel d’imposer

X =H*(Q)NnH} Q)
On vérifie alors que 'application F' : X — Y définie par

F(u) = —Au+sinu
est de classe C! de X vers Y et

dF (u)v = —Av + (cosu)v (6.12)

Preuve de 6.12

On peut écrire
F(u) = Au+ N(u)

ou A est lindaire, Au = —Aw et N désigne la partie non linéaire N(u) = sinu. Comme A est
linéaire continue de X vers Y, on a

dA(u)v = Av = —Aw
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Pour N on constate que 'on peut écrire
N = Tf o1
olti: H? (Q) — L? () désigne l'injection et f =sintie Ty : L? (Q) — L? (), u > Tpu = sinu.
Comme
f'(t)=cost, |f(t) <1, VteR
on déduit des résultats du chapitre 5 que T est différentiable de L? (Q2) vers L? (Q) et
dT¢(u)v = (cosu)v

On obtient donc de méme
dN (u)v = (cosu)v, V(u,v) € X>

et 6.12 en découle.

On a en particulier
dF(0)v = —-Av+v=Lv

On sait que 'opérateur L est un isomorphisme de X sur Y, donc on peut appliquer le théoréeme
6.3.1 pour conclure.

Proposition 6.4.1
Il exist § > 0 et a >0 tel quesi f € L?(Q) et

[ fllz2) <0

Alors il existe un unique v € H? N H} () tel que

ull e () < o«
—Au—+sinu = f dans Q2
u = 0 sur 0f2

Preuve

On sait qu'il existe un voisinage U, de 0 dans X et V de 0 dans Y tels que Fj;,, € Hom (U, Vi).
En particulier, il existe § > 0 tel que

By (8) = {f € L*(Q), [|fllz2(0) <3} C Vi

et il existe a > 0 tel que

FH{feL?(Q), Ifllz2) £6}) € Bx(a)
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6.4.2 Deuxieme exemple

Soit € un domaine borné de RY. Pour f donnée (par exemple f € C°(£2)), on cherche u
solution de

—Au—ud = f dans )
U = 0 sur 02

Cette équation non-linéaire a un sens des que l'on sait définir u® comme fonction de L} . ().

On suppose donc u € L} (). La non-linéarité u? apparait ici plus délicate & traiter, car si on

prend comme précédemment X = H? (Q) N H} (), Y = L? (Q) il faudra avoir u € L? (Q). Or
H? — L%(Q)

uniquement si N est petit. Pour obtenir des injections convenables, on change donc légerement
de point de vue, et on prend

X, = W22 (Q)nW,”(Q)
Y, = LP ()

ou p > 2 est a déterminer en fonction des injections de Sobolev. On a

Lemme 6.4.1

Pour tout p > pg
X = WP (Q) N W,y (Q) < L% (Q)

N
pourpO:g,siN>3etp0:2,siN§3.

Preuve

On a par injection de Sobolev

Np
W?2P (Q whe(Q), Vg<p*=
(€) < (), Vg<p N o
et N
La(Q) < L7 (O <q =1
WH(Q) = L"(Q), Vvr<gq N_q
ie
Np* Np

2,p r < = _
WP (Q) = L"(Q), Vr<r N N_2

[De maniere générale, on a l'injection WP (Q) — L™ ()]

On a donc 3p < r* des que
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i.e
3N —6p< N
soit
> N
P=73
X
Pour p > pg considérons ’application
F: X, =Y
u = Fu)

avec F(u) = —Au —u® = Au+ N(u), ot A= —A est linéaire et N(u) = —u? est la partie non
linéaire. On vérifie que A est linéaire continue et donc

dA(u)v = Av
Soit i I'injection de X, dans L3 (Q2). On a
N(U) = Tf o1

ou
Ty : L*(Q) — LP(Q)

Yp
définie par f(t) =3, i.e
Tf,=u® Yuec L (Q)
Comme f'(t) = —3t%, Tt est de classe C! et
dTy(u)v = —3uv, V(u,v) € L (Q)

par composition on obtient donc

Lemme 6.4.2
L’application F est de classe C' de X, vers Yy, pour tout p > pg et
dF (u)v = —Av — 3u?v

En particulier
dF(0)v = —Av

X

Par la théorie éllptique, on sait de dF'(0) est un isomorphisme de X, vers Y,. On en déduit
donc comme précédemment

Proposition 6.4.2

Soit p > po. Il existe 6, > 0 et a, > 0 tels que si f € LP(2) avec |[f||Lr(q) < dp, alors
dlu € X, tel que

l[ullwer) < ap
—Au—u? = f dans
u = 0 sur 00
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6.4.3 Autre exemple

Soit © un domaine borné de RV, A € R. Pour f donnée, on considére le probleme

—Au—u? = u+f dans Q
U = 0 sur 0f)

Ce probleme est bien entendu assez semblable au précédent. Pour p > pg, considérons donc
F\ définie de X, vers Y}, par
Fy(u) = —Au—u® — \u

D’apres ce qui précede, on voit que Fy € C* (X,Y) et que
dF\(u)v = —Av — M — 3u?v, Y(u,v) € Xg

en particulier pour u =0
dF\(0)v = —Av — Ao

Pour pouvoir utiliser le théoreme d’inversion locale dans un voisinage de 0, il convient donc
de s’intéresser aux propriétés de I'opérateur

Ly(v) = —-Av— v

On a

Lemme 6.4.3

Soit o, = {—Ap }nen+ Pensemble des valeurs propres de —A sur  avec données de Dirichlet
au bord. Alors, si A ¢ 0, Ly est un isomorphisme de X, vers Y, pour tout p > py.

X

Preuve

On va utiliser le théoréeme d’isomorphisme de Banach (théoréme 6.2.1). Pour établir que L)
est un isomorphisme, il suffit de montrer que Ly est bijectif,i.e

a) Ker Ly =0
) Im Ly =Y,

a) Soit w € Ker Ly. On a par définition
—Aw
w

Si w # 0 ceci impliquerait A € o, contradiction.

A\w dans 0
0 sur 0f)

B) 1l s’agit de montrer que Vf € L? (Q) il existe u € X, tel que

(I) —Au—Jdu=f dans{
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A cet effet on invoque Palternative de Fredholm. Soit T : Y — X défini par T), = —Aj ',
ie Vf e L? () Ty est 'unique solution du probléme

—Au = f dans 0
U = 0 sur o)

Clairement, T est un opérateur linéaire continu. Soit 7, I'injection de X, dans LP qui est
compacte. En posant

T=i0T

on vérifie que T est compacte. (I) s’écrit alors
w=Tu+ f)

i.e

(Id - )\T) u="Tf
On peut alors appliquer Palternative de Fredholm & Id — AT pour conclure :
Ker (Id - )\T) =0 & ImId— \T = LP (Q)

Or
u € Ker (Id—)\f) & —Au=Xdu & u=0o0uleo,

D’ou le résultat.

On déduit alors comme précédemment de ce Lemme :

Proposition 6.4.3

On suppose que A ¢ o, et p > pg. Alors il existe § > 0 et o > 0 (dépendant de A et p) tels
que, si ||f||r <6, alors il existe un unique u € X, tel que

l[ullwzr) < e’
—Au—u> = du+f dans Q2
U = 0 sur 0f)

6.5 Méthode de continuation, résultats globaux

6.5.1 Préliminaires

Le théoreme d’inversion locale peut servir également a démontrer des résultats de nature
globale. On a en effet
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Théoréme 6.5.1
Soit X et Y deux espaces de Banach, et F' € C1(X,Y). On suppose de plus

Yu € X, dF(u) € Inv (X,Y) (6.13)

Alors F(X) est une partie ouverte de Y, non vide.

Preuve

Clairement, F(X) est non vide. Soit yg € F(X). Il existe donc zy € X tel que
F(xo) = yo

Grace a I’hypothese 6.13, on peut appliquer le théoreme d’inversion locale en zq. Il existe donc
un voisinage Uy de x( et un voisinage Vy de yq tels que

ﬂuo € Hom (uo,VO)
En particulier, Vy C F(X). Donc F(X) est ouvert.
X

En pratique on utilise le corollaire suivant, qui est un des aspects de ce que 'on appelle la
méthode de continuation.

Corollaire 6.5.1
Soit F' € C! (X,Y), vérifiant 6.13. On suppose de plus que

F(X) est fermé (6.14)

Alors F est surjective, i.e F(X) =Y

6.5.2 Preuve
Si F vérifie 6.13 et 6.14, F'(X) est un ouvert et fermé non vide de Y. Comme F(X) # (), on a

F(X)=Y

Nous allons voir dans ce qui suit une application de cette méthode.
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6.5.3 Une application

Soit g une fonction de classe C! de R dans R telle que
VteER, ¢'(t) >0 (6.15)
Soit I = [0,1]. Pour f € C°(I) on considere le probleme :
Trouver u € C%(I) tel que
—u" +gu)y=f surl
u(0) =u(l) =0

On considere alors X = {u € C2(I), v(0) =v(1) =0}, Y =C*(I). On a

Lemme 6.5.1

L’application F' de X vers Y définie par
F(u) = —u" + g(u)
est de classe C'. De plus

Yue X, Yo € X,, dF (u)v = —v" + ¢'(u)v

X
Nous laissons la preuve de ce lemme en exercice.
Lemme 6.5.2
Vu € X, dF(u) € Inv (X,Y)
X
Preuve

On raisonne comme dans la preuve du lemme 6.4.3. 1l suffit, grace a ’alternative de Fredholm,

de montrer que
Vu € X, Ker dF(u) = {0}

Or w € Ker dF(u) si et seulement si

{ —w" + ¢ (uw)w =0
w(0) =w(1) =0

En mutlipliant par w et en intégrant sur U, on trouve

1
[ 1+ g e =0
0
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Comme ¢’ > 0 on en déduit

1
/ il = 0
0

et donc
w=20
X
Lemme 6.5.3
F(X) est fermé dans Y
X

Preuve

Soit (fy)nen une suite d’éléments de F'(X) telle que f,, — f dans Y. Il s’agit de montrer que
f appartient & F(X), c’est-a-dire qu’il existe u € X tel que f = F(u). Comme f, € F(X) pour
n € N, il existe un élément u,, € X tel que

fn=F(uy), YneN

Nous allons montrer que pour une sous-suite (ua(n))
u. Par continuité de la fonction F, on a alors

nens Uo(n) converge dans Y vers un élément

Ug(n) — u dans X = f = F(u) (6.16)

ce qui terminera la preuve. Pour établir la compacité de (u,), nous décomposons l'argument en
trois étapes.

1°7¢ étape La suite (u,)nen est bornée dans Hg (1)

En effet, on a pour tout n, f,, = F(u,), c’est-a-dire

{ —ty, +9(un) = fn
un(0) = u,(1) =0

Multiplions ’équation par u,. Il vient en intégrant par parties
1 1
[l - gtuayn = [ e < U alael il (617)
0 0

Par 'hypothese 6.15, il existe une constante p > 9 telle que
gt = —plt], VteR
de sorte que 6.17 donne

1
/ i < (1 fullze + 1) il 2
0

et la conclusion découle du fait que ||f,||r2 est bornée.
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2¢m¢ étape Pour une sous-suite u,(,) — u dans C%(I).

Il s’agit d’une conséquence immédiate de I'injection
Hy(I) = c°(1)

ici u € CO(I).
3¢me étape g(uy(n)) — g(u) dans CO(I)
Immédiat.
4¢me gtape Uy (y) — u dans C*(I) et —u” + g(u) = f, ie f € F(X)

En effet, on a
_ug(n) = fn - g(u(r(n))

Comme f,, — g(ug(n)) — f — g(u) dans CO(I), on peut passer a la limite dans 1’équation.

6.16 est donc établi

Il résulte de I'étude précédente que F(X) =Y, i.e Vf € CO(I), 'équation

{ —u" +gu)=f surl
w(0) =u(l) =0

possede une solution de classe C?

Exercice Soit ¢ : R — R vérifiant ¢’ > 0. On suppose de plus qu’il existe o > 1, C' > 0,
tels que
g’ < C L+t
Soit € un domaine borné, régulier de ~. On suppose a + 1 < 2*

a) Montrer que I'application F' : Hi < H~! définie par
Flu) = —Aut g(u)
est de classe C!
b) Montrer que Vu € Hj, dF(u) € Inv (Hj, H™!)

¢) Montrer que F' (H&) est fermé
d) Conclure
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6.6 Le Théoreme des fonctions implicites

6.6.1 Enoncé

Dans le troisieme exemple de la section 4, nous avons vu un probleme dépendant d’un pa-
rameére \. Le théoréme d’inversion locale nous avais fourni 'existence d’une solution (proche de
0) pour un ensemble ouvert de choix du parametre. Le théoréme des fonctions implicites va nous
permettre de préciser la dépendance de la solution en fonction du parametre.

De maniere générale, on considere une application

F: AxU — Vv
(ANu) — F(\u)

ol
A est un ouvert de T espace de Banach
U est un ouvert de X espace de Banach
Y est un espace de Banach

On supposera dans toute la suite que F est de classe C!. Pour (As,ux) € A x U on note
F. (A, p1+) la dérvivée partielle par rapport & u, i.e Fyy( Ay, px) € L(X,Y) et

Fu(As, e)v = dF (A, pi)(0,0), Yo € X
de méme
F/\()‘*7/~L*)H':dF()‘*vu*)(:U’>O)’ VueT

On s’intéresse a ’équation
F(A\u)=0

Le théoreme des fonctions implicites décrit I’ensemble des solutions au voisinage d’une solu-
tion particuliere. On a

Théoréme 6.6.1
On suppose que F € C* (A x U, Y). Soit (A, us) € A x U tel que

F(A,ue) =0

et
F.(As,ux) € Inv (X,Y)

Alors il existe un voisinage 0, de A, dans A, et un voisinage U, de u, dans U, et une appli-
cation g € C* (6., X) tels que

i F(\,g(\) =0, Vred,
it V(N u) €0, xU,, F(A\,u) =0=u=g(\)
iii g'(\) = [Fu(p)] " o Fa(p), olt A € 0, et p= (X, g(\))
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Preuve
On considere Papplication v définie de A x U vers A x Y par
V(A u) = (A F(Au))
1 est clairement de classe C* et on a

d1/}()‘7u)(§vw) = (gvdF(A’u)(&w))
= (§7F)\()‘?U)E+Fu()‘au)w)

en (A, ux) on sait que Fy, (A, uy) est inversible. Ceci implique que di)( Ay, us) Pest. En effet soit
(n,v) € T x Y. On doit résoudre

dp(As, us) (& w) = (1, 0)
c’est-a-dire le systeme
€ =7
A+ Bw = v
ou A= Fx(A\,ux) € L(T,Y), B=Fy,(Ai,us) €Inv (X,Y). On a donc
An+Bw=v& Bw=v— An

et donc
w= B~ (v— An)

On a prouvé que
dy( A, uy) €EInv (T x X, T xY)

On applique alors le théoréme d’inversion locale en (A, uy) & 9. Celle-ci a donc un inverse
local ® défini sur un voisinage 6, x V de (As, F(As, tx)) = (As,0). Au vu de la définition de 9,
la premiere composante de ® est 'identité (U, est un voisinage de u.)

d: (0.xV) — (0. xU)
Ny — (Ae(\y)

Ici, ¢ désigne une application de 6, x V vers X, de classe C* vérifiant
e\ y) =y

En différenciant la relation on trouve

Fx+Fuopyx = 0
Fy o, = Id

et donc
@A:_[Fu]ilF)\v @u:[Fu]71

Posons alors
g(A) =¢(A,0)
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On obtient
F(\g(A\)=0, VA€,

et les autres propriétés se démontrent aisément.

6.6.2 Exemple

Soit © un domaine borné de RY. Pour A € R on considere ’équation

0 —Au = dutud+f dans Q
U = 0 sur 0f2
Ici f est fixée, et \ considéré comme un parametre. L’étude de cette équation a déja été

N
abordée. Pour p > pg = max <3, 2> nous avons introduit les espaces

X = X, = W22 (Q)nW,?(Q)
Y =Y, = LP(Q)
et I'espace des parametres est ici
T=R

Introduisons pour A € R, u € X,
F\u)=—Au—du—u® — f
On vérifie de nouveau que F est de classe C* sur Rx X a valeurs dans Y et que V( Ay, ux) € Rx X
Fu(hu)v = —Av—\o —3uv, Yo € X
Fx(Ayus)n = —uwm, M eER

L’équation (I) s’écrit alors
FO,u)=0 (6.18)

Soit alors (A, u,) une solution de 6.18, i.e.
F(A,ue) =0 (6.19)

telle que
F,(As,uy) € Inv (X,Y) (6.20)

Le théoreme d’inversion locale nous avait permis de faire varier f a A fixé. Le théoréme des
fonctions implicites ca nous permettre de faire varier A a f fixé. Plus précisément il affirme qu’il
existe o > 0, une application

g : C(A—a, o)) — X

tels que
F(Ag(A)=0
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i.e. u = g(\) vérifie (I). De plus il existe € > 0 tel que
lu —uf[x <e

et u vérifie (I) entraine

u=g(})
On obtient donc des courbes de solutions.
Remarquons que si f = 0, alors
u=20
est solution évidente de (I) pour tout A € R. La courbe ¢ : A +—— 0 est donc une courbe
solution. Le théoreme des fonctions implicites permet d’affirmer que si
A & 0p (=Do)

alors pres de (A, 0), la courbe g se confond avec .

6.6.3 Prolongement des courbes de solutions

De nouveau, nous considérons le cas T =R, et F : Rx X — Y de classe C! au moins. Soit
(As, us) tel que

F(Ae,ue) =0
Fu(A,uy) € Inv (X,Y)

Nous avons vu que le théoreme des fonctions implicites permettait de construire localement
pres de (A4, u,) une courbe de solution. En fait, on a le résultat suivant, de nature plus générale.

Proposition 6.6.1

Il existe un intervalle I = I,,4, =Ja_,a. | contenant \,, et une application g de classe C! de
Loz vers X tels que VA € 1
F(Xg(A) =0
F,(A\g(N\) €lnv (X,Y)
Si A — a4 alors deux cas seulement peuvent se produire
1. g n’a pas de limite

2. si g(\) — ug alors nécessairement

F.(ax,uy) ¢ Inv (X,Y)

Nous laissons la démonstration en exercice.

Remarquons que, dans de nombreuses situations, des propriétés de compacité de (I) en-
trainent, dans le premier cas, ||g(\)]|x — +o0.



Chapitre 7

Introduction a la théorie des
bifurcations

7.1 Introduction

Soit X et Y deux espaces de Banach. De nouveau nous considérons une équation a un pa-
rametre réel \.

F(A\u)=0 (7.1)

ou F:Rx X — Y. Lorsque F est de classe C! nous avons étudié et décrit les solutions de 7.1 au
voisinage d’une solution (A, u.), et montré en particulier que si F, (A, us) € Inv(X,Y) alors
ces solutions étaient données par une courbe A — g(\). Le but de la théorie des bifurcations est

d’étudier le cas ou la condition
F.(M,us) € Inv(X,Y)

N’EST PAS VERIFIEE ! Dans une telle situation, de nombreux cas de figure peuvent apparaitre,
et nous ne discuterons essentiellement que I'un d’entre eux, a savoir ’apparition d’une nouvelle
branche de solutions (bifurcation & partir d’une branche connue). Dans toute la suite nous ferons
les deux hypotheses suivantes sur F

— Hol, FEC*(R x X,Y)

— Hp2, f(A\,0) =0 pour tout A € R, i.e u = 0 est toujours solutions de 7.1.
La droite D du graphe R x X, définie par

D ={(\0), Ne R}
sera appelée la branche de solutions évidentes.
On considere également 'ensemble S C R x X
S={(Mu) eRx X, u#0, F(A\u)=0}

qui représente ’ensemble des solutions non-évidentes. Le but sera ici de décrire S au voisinage
de D.
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Afin de développer notre intuition du probléme, commencons par décrire une situation simple
ou F est linéaire par rapport a . Prenons par exemple X =Y et

F(\u)=—-Lu+ A u=—(d — L)u
ou L est une application linéaire de X vers X, continue.

L’équation R
F(\u)=0

est donc équivalente a
u € Ker (L — Mld ) = K,

i.e

§={(\u) €Rx X,\€0,(L),ucKer (L—d)\{0}} = [ {A} x (Kx\ {0})

A€oy



Chapitre 8

Calcul des Variations.
Minimisation

8.1 Introduction

Rappelons brievement comment, dans le cas symétrique le probleme de Lax-Milgram est
équivalent a un probléme de minimisation. Soit H un espace de Hilbert, et a une forme bilinéaire
continue symeétrique, i.e

a(u,v) = a(v,u), ¥(u,v) € H?

On suppose de plus a elliptique, c¢’est-a-dire qu’il existe a > 0 tel que
a(u,u) > al|u||?, Yu € H

Le théoréeme de Riesz (ou de Lax-Milgram) affirme alors que pour tout L € H*, il existe un

unique u € H tel que
a(u,v) = L(v), Yo € H (8.1)

Intérprétation variationnelle de 8.1 On introduit la fonction J : H — R définie par

J(v) = %a(v,v) — L(v)

OnaVYweH, Vue H

J(u + w)

I
|
S
—~
S
£
+
)
kS
£
\
b(
—~
£
+
|
Q
I~
E
\
=
S

Il résulte en particulier que u € H est solution de 8.1 si et seulement si

J(u) = vlg}f{J(v) (8.2)
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[en écrivant v=u+w]. En d’autres termes, 'unique solution de 8.1 est donc 1'unique solution
du probleme de minimisation 8.2.

Comme nous allons le voir, la condition 8.1 correspond a la condition du 1¢" ordre pour un
point de minimum de J. Il s’avérera que les deux conditions sont équivalentes pour des fonctions

convexes, ce qui est le cas pour J. Enfin, I'unicité du point de minimum pourra étre analysée
comme une conséquence de la stricte convexité de J.

8.2 Probléemes de minimisation : condition du 1° ordre

Soit X un espace de Banach, et F une application de X vers R. Soit u € X. On suppose que

F(u) = Ul{Iél;(F(’U) (8.3)

c’est-a-dire
Flu) < Flv)YVve X (8.4)

On a alors

Proposition 8.2.1

Soit u € X vérifiant 8.4. Alors, si F est Gateaux-différentiable en u, on a

d(;F(u) =0

Preuve
On a en effet, pour tout ¢ € R, et pour tout w € X
F(u+tw) > F(u)
ie
Flu+tw)— F(u) >0

En particulier
F(u+tw) — F(u)

sit>0 =
t

F(u+tw) — F(u)

sit<0 <
t
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Comme on a supposé F Gateaux-différentiable, on a

F(u+tw) — F(u)
t

— daF(u)w

Il résulte donc de ce qui précede que cette limite et positive et négative donc nulle.

X
L’argument précédent s’étend aisément au cas de minima locaux.
Définition 8.2.1
Soit ug € X. On dit que ug est un minimum local pour F s’il existe § > 0 tel que
F(ug) < F(v) Yv € B(up,9)
On dit que ug est un minimum local strict s’il existe § > 0 tel que
F(ug) < F(v) Yv € B(ug, 0)\{u}
X
On a alors
Proposition 8.2.2
Soit ug € X un minimum local de F. Alors si F est Gateaux-différentiable en ug, on a
daF(ug) =0
X
Preuve
Exercice
X
Commentaire

1. Les propositions précédentes montrent que la notions la plus faible de différentiabilité, i.e
la Gateaux-différentiabilité est suffisante pour établir la condition du 1" ordre.

2. Rappelons également que si F est de classe C2, et si ug est un minimum local de F, alors
d*F(ug)(w,w) >0, Yw € X (8.5)

i.e, la forme bilinéaire symétrique d?F(ug) : X x X — R est définie positive. L’inégalité
8.5 est appelée condition du 2°™¢ ordre

3. Bien entendu, les propositions 8.2.1 et 8.2.2 n’affirment rien en ce qui concerne ’existence
de minima ou maxima locaux. Cette question est le point essentiel des sections qui suivent.



CHAPITRE 8. CALCUL DES VARIATIONS. MINIMISATION 121

8.3 Minimisation et semi-continuité inférieure
Dans tout ce qui suivra, X désigne un espace de Banach réflexif, i.e
X** — X

Commencons par rappeler la définition.

Définition 8.3.1

Soit F' : X — R U {400} une fonction sur X. On dit que F est séquentiellement faible-
ment semi-continue inférieurement (et on écrit s.c.i. faible séquentiellement), si et seulement si
V(2 )nen une suite d’éléments de X vérifiant

r, — x faiblement
on a
< T
Flo) < Il Flen)

X

Remarque On dit aussi semi-continue inférieurement pour la convergence faible, en bref s.c.i pour
la convergence faible.

Nous verrons plus loins des exemples de fonction s.c.i pour la convergence faible.

Défintion 8.3.2
Soit F: X — R U {+4o0}. On dira que F est coercive si et seulement si
F(u) — +oo lorsque ||u|] — +00

ie
VA >0,3B >0, ||lu||>B= F(u) > A

Exemples
1. F(u) = ||u||, Fo(u) = ||u||* pour a > 0,

k )
F(u) = P(||u]|), ou P est un polynéme de R[X] & coefficients positifs : P(z) = Y a;z’

i=0
avec VO <1<k, a; >0

1 1
2. Si X = H Hilbert, et L € H*, a elliptique, F(u) = ia(u, u) ou F(u) = ia(u,u) — L(w)

sont coercives.

L’intérét des définitions précédentes apparait au vu du résultat suivant.
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Théoréme 8.3.1

Soit C un ensemble convexe fermé de X, Banach réflexif. Soit F' : C — RU{+oc}. On suppose
i F coercive et F' # +00
ii F s.c.i pour la convergence faible

Alors il existe u € C' tel que
F(u) = 122 F(v) (< +4o0) (8.6)

Preuve

Soit (un)nen une suite minimisante pour le probleme, i.e telle que ¥n € N, w,, € C' et

F(u,) — a = inf F(v) €R
veC

Nous allons montrer qu’il existe u € C' tel que u,, — u dans C. La premiere étape consiste a
montrer que la suite u,, est bornée. Cette étape utilise uniquement la coercivite de F.

1¢7¢ étape (u,) est bornée.
Comme F(u,) — «, on dispose de ng € N tel que

Fu,) <a+1
Comme F' est coercive, il existe B > 0 tel que
Y||ul| > B, F(u) > a+2
On en déduit en particulier que pour n > ng, ||u,|| < B. La suite (uy,) est donc bornée.
2¢me étape du € C et une suite (uo(n)) y bels que

ne

Ug(n) - u (87)

n—-+oo

Comme la suite (uy,)nen est bornée, et que X est réflexif, on peut extraire une sous-suite
(ug(n))n eN qui converge faiblement dans X vers un élément u € X. Le fait que u € C
résulte du lemme de Mazur, qui affirme que les convexes fermés faibles sont les convexes
fermés fort. (voir ’énoncé apres cette preuve).

3eme étape F(u) = a = inf,cc F(v).
En effet, par 'hypothese ii, F est s.c.i pour la convergence faible et donc
_ T >
Ug(n) = U == ngr—ir-loo F(uy) 17%1—1}41—25 F(uy,) > F(u)

Comme u € C on a aussi

> =
F(u) —JIG%F(U) o'

et la conclusion en découle.
X

Dans la 2°™¢ étape nous avons utilisé le lemme de Mazur, qui jouera un role important dans
la suite. En voici un énoncé :
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Proposition 8.3.1

Soit X un espace de Banach reflexif. Soit C' un ensemble convexe. Alors C' est fermé (pour la
convergence forte) si et seulement si C' est fermé pour la convergence faible.

En particulier, si C' C X est un convexe fermé, pour tout suite (u,) d’éléments de C, s’il
existe u € X tel que

neN

Uy, —u dans X

Alors
ueC

X

Commentaire On dit d’un sous-ensemble A de X qu’il est fermé pour la convergence faible si
V(tp )nen suite d’éléments de A, i.e u, € A, Vn € N; u,, — u faiblement dans X entraine u € A.

On a toujours (comme on le vérifie aisément)
A fermé pour la convergence faible = A fermé (fort) (8.8)
La réciproque est fausse en général. On peut prendre par exemple X = H espace de Hilbert

séparable, et A = S, ou
S={ueH, |jul| =1}

Il est clair que S est fermé au sens fort. En revenche, S n’est pas fermé pour la convegence faible.
On peut prendre (e,)nen une base hilbertienne de H : Vn € N, e, € S et e, — 0, lorsque
n— +00. Or 0 ¢ S.

Le lemme de Mazur assure que la réciproque de 8.8 est vraie si on suppose de plus que A est
convexe, ¢’est-a-dire que pour tout (z,y) € A%, [x,y] C A. Pour une preuve voir [?].

Un exemple important de fonctions s.c.i pour la convergence faible est fourni par les fonctions
convexes s.c.i. Elles font 'objet du prochain aragraphe.

8.4 Fonctions convexes

8.4.1 Rappels
Défintion 8.4.1
Soit F': X — RU{+occ}. On dit que F est convexe si et seulement si, V(u,v) € X2, V0 € [0, 1]

F0u+ (1 —60v) <O0F(u)+ (1 —0)F(v) (8.9)
On dit que F est strictement convexe si et seulement si, V(u,v) € X2, u # v V0 €]0,1]
F0u+ (1—0v) <0F(u)+ (1—0)F(v) (8.10)

X
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Lorsque X = R linégalité 8.9 signifie que dans le graphe, I'image par F de [u,v] est situé
en-dessous de la corde :

u v

Donnons quelques exemples simples de fonctions convexes.
1. F(u) = L(u) ou L € X*, forme linéaire continue.

1
2. Pour X = H Hilbert, F(u) = ia(u7 u), pour a bilindaire symétrique elliptique.

3. Soit g : Q@ — R, tel que Ip > 1, |g(t)] < C (1 + |¢|P) alors pour X = LP (Q), la fonction
W définie sur X par

W) = [ gt
Q
est convexe. De maniere générale, si g est une fonction vérifiant
lg(z,t)] < C (1 +[t])

et Vo € Q, g(z,.) est convexe, alors

W(u):/ﬂg(:v,u(m))dx

est convexe sur X = LP ()

Rappelons brievement quelques propriétés classiques des fonctions convexes.

Proposition 8.4.1

a Soit f : I — R ou [ est un intervalle de R. Alors f est convexe si et seulement si la fonction
de deux variables
f(@) - fy)

r—=y
définie pour (z,y) € I? tels que = # y, est croissante par rapport a chacune des deux
variables x et y.

G(‘r’y) =

b En particulier, si f € C1(I), f est convexe si et seulement si V(z,y) € I?

fly) > f(x) + fl(x)(z —y) (8.11)
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c Si f € C3(I), alors f est convexe si et seulement si

() >0, Vzel

Preuve

a Pour0<f<1leta<ydans]I, onposez=0y+ (1—0)x. Ona
fOy+ (A —0)x)— flz) _ fOy+ (1 —0)z)— fx)

Oy+(1—0)x—a Oy — x)

Si f est convexe, on a donc G(z,z) < G(y,z) dés que z € [z,y] et de méme G(z,y) <
G(z,y). La réciproque se montre de méme.

b On a
f'(z) = lim fo) = 1) lim G(z, 2)

2T xr—z z—zT

Si f est convexe, et y > x, on a par a

f < ID gy

et la conclusion en découle.

Réciproquement, supposons que f vérifie 8.11. Alors pour 6 € [0, 1] on a

fOy + (1= 0)x) + f'(Oy + (1 = 0)z)[(0y + (1 - 0)x) — y]

>
> f(Oy+ (1 —0)z)+ f(Oy+ (1—0)2)[(0y+ (1 -0)z) — 2]

fly) > fOy+QQ—0)z)+ f(Oy+ (1 —0)x)(1—0)(z—y)
flx) > fOy+ Q1 —0)x)+ f(Oy+ (1-0)z)0(y — )

En multipliant la premiére relation par 6 et la deuxiéme par (1 — 6), et en additionnant

on trouve
0f(y) + (1 —0)f(z) = f(Oy + (1 —0)x)

et donc f est convexe.

c Si f € C? vérifie f(x) > 0 alors on a par développement de Taylor, ¥(z,y), Jc € [z,v],

— )2
Fw) = £@) + @ -2+ Y0 > f@) + @) - )

donc f vérifie 8.11. Par la partie b on en déduit que f est convexe.

Réciproquement, si f est convexe et C? on déduit de a que f’ est croissnate et donc que
f/l Z 0
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X

Remarque L’inégalité 8.11 s’appelle I'inégalité de la tangente, et exprime le fait que le graphe
de f est au-dessus de la tangeante en tout point.

Les parties b et c se généralisent aisément au cas de fonctions F' : X — R, X esapce de
Banach. On a

Proposition 8.4.2

Soit X un espace de Banach et F: X — R de classe C'.
a Alors F est convexe si et seulement si

Y(z,y) € X2, F(y) > F(x) + dF(z)(y — x) (8.12)

b Si de plus F € C?, alors F est convexe si et seulement si
Y(z,w) € X?, d*F(z)(w,w) >0 (8.13)

i.e d2F(x) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

8.4.2 Convexité et semi-continuité inférieure

Le résultat suivant jouera un role essentiel dans toute la suite.

Théoréme 8.4.1

Soit F': X — R une fonction convexe. On suppose de plus que F est s.c.i pour la topologie

forte :
Vue X, Ve>0, 30>0, [u—v||<d= F(v) > F(u) —¢

Alors F est s.c.i pour la topologie faible.
Up — U (8.14)

entraine
F(u) < liminf F(uy) (8.15)
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X

Preuve
Posons o = liminf, o F(u,). Par définition o est une valeur d’adhérence de la suite
(F(uy)) (c’est méme la plus petite valeur d’adhérence). Il existe donc une sous-suite (ug(n))neN

telle que

F (ug(n)) —r
Montrons que

Ve >0, Flu)y<a+e (8.16)

A cet effet on consideére I’ensemble de niveau
C*={ve X, Fv)<a+e}

Comme F est s.c.i, C¢ est fermé. Par ailleurs, comme F est convexe, C¢ I'est aussi. Le lemme
de Mazur affirme donc que C* est fermé pour la convergence faible. Comme F (ua(n)) — a, on
dipose de ng € N tel que pour n > ng on ait

F (uy() Sate
i.e
Ug(n) € c*
Comme () — u et C¢ est fermé pour la convergence faible, on en déduit

u € C*
ce qui établit 8.16
X

Commentaire Si F est continue, alors F est s.c.i. Le théoréme 8.4.1 montre donc qu'une fonction
continue convexe est s.c.i pour la convergence faible. L’hypothese F convexe est tout a fait
essentielle en dimension infinie. Voici un contre-exemple.

Soit X = L*([0,1]) et pour u € X

1
W(u) = /O (1= Ju(z)?)* do (8.17)

On vérifie aisément que W € CY (X,R). Montrons que W n’est pas s.c.i pour la convergence
faible. Pour n € N consiérons la fonction u,, définie par
k k+1

un(z) = (=1)F  sur {n - ],ke{o,m,nl}

Us
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On vérifie que u,, € L*[0,1], ||un||ps = 1, (en fait |u(z)| = 1 pour tout x), et W(u,) = 0 et
tup, = 0. Or W(0) =1 > limy,—, oo W(uy,) = 0. Bien entendu, W n’est pas convexe.

En combinant le théoréme 8.4.1 et le théoreme 8.3.1 on obtient le résultat suivant.

Théoréme 8.4.2
Soit F': X — R. On suppose

a F est coercive
b F est convexe

¢ F est s.c.i (pour la topologie forte)

Alors il existe u € X tel que

F(u) < F(v), Yo € X, i.e F(u) = inf F(v) (8.18)

veX

Si de plus F est strictement convexe, alors le minimum u est unique.

Preuve

8.18 résulte directement des théoreme 8.3.1 et 8.4.1. Le seul point a expliciter est donc le
dernier. Supposons F strictement convexe et soit uy, us deux points de minima supposés distincts.
On aurait par stricte convexité

EF() < F | S+ )| < 3 1F() + Flu)] = i ()

ce qui est contradictoire.
X

Pour a forme bilinéaire continue symétrique et L fomre linéaire, on retrouve le fait que

1
J = —a(.,.) — L(.) atteint son minimum en un point unique : elle est en effet coercive, continue

strictement convexe.

8.4.3 Points critiques et convexité

Soit F une fonction différentiable de X vers R. Un point u € X est dit critique pour F si et

seulement si
dF(u) =0 (8.19)
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Nous avons vu que les minima de F, lorsqu’ils existent sont des points critiques pour F, i.e

F(u) = Ulg)f( F(v) +— u point critique

La réciproque est en général fausse, comme le montre le dessin suivant

U w1 point critique

uo et uy sont des points critiques (i.e f'(u;) = 0) mais u; n’est pas un minimum. Dans le cas
des fonctions convexes, néanmoins les deux notions coincident.

Théoréme 8.4.3

Soit F' € C! (X,R) convexe. Alors u € X est un minimum de F si et seulement si u est un
point critique de F, c’est-a-dire

F(u) = Ulg)f( F(v) < dF(u)=0

Preuve

11 faut montrer que si dF (u) = 0 alors F(u) < F(v), Yo € X. Or d’apres la proposition 8.4.2
on a F(v) > F(u) + dF (u)(v — u) = F(u)

X

Remarque En particulier, si F est strictement convexe, il y a au plus un point critique.

8.4.4 Exemples, applications

Soit © un domaine borné régulier de RV et g; R — R une fonction continue croissante. On
suppose de plus que

x 2N
< 2 —1 N w200 .
gl <C (14T, ou2 = (8.20)
Pour f € H™! (Q) on cherche u solution de
I —Au+g(u) = f dans )
u = 0 sur 0N

On a le résultat :
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Proposition 8.4.3

Le probleme (I) posseéde une unique solution u € Hg ()

Preuve

On vérifie tout d’abord que le probleme a une forme variationnelle, c’est-a-dire qu’il existe
F; H} — R tel que
u € H (Q) < dgF(u) =0

1¢7¢ étape Mise sous forme variationnelle

Introduisons la primitive G de g définie par

En utilisant 8.20 on vérifie aisément que
Gt < C (1 + |t|2*) (8.21)
Par ailleurs comme G’ = g qui est supposée croissante, on a

G convexe sur R (8.22)

Introduisons alors la fonction F définie sur H{ (Q) par
/ |Vol? + / G(v / fo
Q
Vérifions tout d’abord que F € C* (Hj (©2),R) et que

dF (u)v = /QVU.VU —g(u)v — fo

de sorte que

dF(u) = —Au — g(u) — f (8.23)
En effet
F=E+W-1L
ou
E(w) = %/QWU\QZHUH?{%(Q)
W) = [ Gl

Lv) = /Q fo

E est une forme bilinéaire symétrique sur H = H} (£2), donc est C* et

dE(u)v = / VuVv, iedE(u)=—-Au
Q
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La forme L est linéaire continue, donc est C* et

dL(u)v = Lv = / fv, iledL=f
Q

Enfin on a
W=LoTgot

ol
i est Dinjection de HE (Q) < L*" (Q)

T est opérateur de Nemitskii :

Te: L¥ (Q) — LY(Q)
v —  G(v)

L est la forme linéaire sur L' () définie par

E(w):/ﬂw

L et i sont linéaires continues donc C*°. On en déduit que T est C! et
Tevw = g(v)w

Ainsi
dW (u)v = /Qg(u)v, ie dW(u) = g(u)

En conclusion

dF (u)v = (—Au + g(u) — fv'U>H—1(Q),H(}(Q)
i.e

—Au+g(u) = f, u e Hy (Q) & dF(u) =0

2¢me étape Recherche de solutions

Nous avons vu que les solutions dans H} (2) de (I) étaient les points critiques de F €
C! (H;R). Vérifions que F est convexe strictement, coercive, de sorte que le résultat sera
établi en vertu des théoremes 8.4.2 et 8.4.3.

a F est strictement convexe.

En effet, F est la somme de trois fonctions convexes, E;W, et -L. donc F est convexe.
E est strictement convexe, donc F est strictement convexe.

B F est coercive.

Comme g est croissante, on vérifie aisément qu’il existe A € R* tel que

G(t) > —A, VteR
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Il en résulte que
Yo € H, F(v) > E(v) — L(v) — |Q] A

La coercivité de F résulte alors de celle de £ — L. On a

B 1) = |9~ [ fo
> |v|\H1 cllfla- 1+||v|\H1 par Poincaré
= P(|[ol])

ot P(X) = X? —c||f||lg-1X. Comme P(z) — +oo lorsque |z| — +o00, le résultat en
découle.

2¢me étape Conclusion

Comme F est continue, convexe, coercie, par le théoreme 8.4.2

€ Hy (), F(u) = inf F(v)
veEH}

de plus, dF'(u) = 0, i.e u est solution de (I). Par le théoreme 8.4.3 u est 1'unique solution
du probleme.

X

8.5 Au-dela de la convexité

Nous avons vu qu’une fonction W pouvait trés bien étre continue et pas s.c.i pour la conver-
gence [ bien entendu, cela suppose que dim X = +o0, car sinon les deux notions de convergence
coincident] si W n’est pas convexe.

Nous allons commencer par analyser d’autres exemples en rapport avec les EDP.

8.5.1 Exemples
A Soit I = [0,1]. Pour X = Wy'*[0,1], on considére la fonction

F(v):/o (1—i*(x)?, veX

Clairement, F est positive, i.e
F(v)>0, Yve X
Considérons la fonction ug définie par
Uy = T stz < —
0 T3
u = 1—=x sinon
de sorte que ug € X et |up| = 1. Il en résulte que

F(up) =0= Ulg)f(F(v)
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et le inf est atteint, bien que F ne soit pas s.c.i pour la convergence faible. Notons que
pour n € N*, si on note u,, la fonction définie par
1 T
up () = ﬁuo(n(m — 1)), pour x € [Tk, Tpy1], T = el €{0,---,n}

Alors
F(up) =0

F a donc une infinité de minima. En fait

Fu) =0 [ =1

(Sl

B Dans le méme contexte, considérons la fonctionnelle

1
G(v) = / [(1 — 1}2(30))2 + UQ(,T)} dx
0
De nouveau on vérifie
Gv) >0
Par ailleurs
! 1
G(un) :/ [, |?dx < —
0 n

D’ou il résulte que G(u,) — 0 lorsque n — +00. On en déduit que

A

En revenche, sur cet ensemble, I'inf n’est pas atteint. En effet

Gv)=0 = /v2:06t|1}|:1
= v=0et|0|=1

ce qui est contradictoire.

La conclusion que 'on peut tirer de ces exemples est que, lorsque le terme portant sur la
dérivée d’ordre le plus élevé est non convexe (ici (1 —9%)?) alors de nombreux types de situations
peuvent arriver. En revenche, lorsque celui-ci est convexe, on peut utiliser une partie de notre
ananlyse précédente. C’est 'objet du prochain paragraphe.
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8.5.2 Perturbations compactes de fonctions convexes

Revenons a une situation plus abstraite. Soit X un espace de Banach, F : X — R une
fonction de classe C'. On suppose que F peut se décomposer de la facon suivante.

F=F+W (824)

olt
Fy est une fonction de classe C' : X — R convexe (8.25)
W est une fonction de classe C' : X — R compacte (8.26)

Cette derniere notion signifie :

Définition 8.5.1

Soit X et Y deux espaces de Banach. On suppose X réflexif. On dit que ® : X — Y est
compace si et seulement si
u, — v faiblement dans X

entraine
D(u,) — P(u) fort dans Y

X

Dans le cas qui nous intéresse, W compacte signifie en fait W continue pour la convergence
faible, i.e
un, — u faiblement dans X = W(u,) — W(u)

Il en résulte en particulier :

Proposition 8.5.1
Soit F': X — R vérifiant 8.24, 8.25, 8.26. Alors F est s.c.i pour la convergence faible.

Preuve

Exercice

Proposition 8.5.2

Soit F': X — R vérifiant 8.24, 8.25, 8.26. On suppose de plus F coercive. Alors, il existe
u € X tel que
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Preuve
Exercice
X
Remarque Bien entendu, dans une telle situation, on ne peut espérer 'unicité.
8.5.3 Applications
A Soit © un domaine borné de R. On condidére une application g : R — R telle que
VteR, g(t)t >0 (8.27)
31 < p<2* tels que
VtER, [g(t)| > C (14 [tP1) (8.28)
On a alors
Proposition 8.5.3
Pour tout f € H1(Q) il existe u € H} () solution de
—Au+g(u) = f dans 2
(1) { u =0 sur 0f)
X

Remarque

a Les hypotheses faites sur g sont différentes de celles de la proposition 8.4.3 : ici on ne
suppose pas que g est croissante. En revenche, il faut que g soit sous-critique (cf 8.28),
alors que dans la proposition 8.4.3 g pouvait étre critique.

b Il n’y a pas forcément unicité de la solution.

Preuve

Avec les mémes notations que dans la proposition 8.4.3 on vérifie que u € H} est solution de

(I1) si et seulement si
dF(u) =0

ot F = FE — L+ W. On cherche donc u € H} () tel que

F(u) = Ulél[f{F(U) (8.29)
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A cet effet on applique la proposition 8.5.1. On pose

t
E=E-L W= | Gx))dz ouG(t)= / g(s)ds
JQ J0O

de sorte que E est coercive convexe. Par ailleurs 8.27 entraine

t
G(t) = [ g(s)ds 0
0
et donc
W >0

Il en résulte que F > E est coercive. Montrons pour conclure que W est compacte. Comme
I'application i : H} () < LP () est compacte et que Papplication Tg : LP () — L' (Q) est
continue on a T o i compacte. Comme W = L (T 014), le résultat en découle.

X

B Traitons pour conclure un cas a parametre. Soit € un domaine borné de R?. Pour A € R
on considere le probleme

AU dans Q2
0 sur 0f)

—Au +u?
U

(I11) {

On vérifie maintenant que les solutions de (I717) dans H} () sont exactement les points
critiques de la fonction F) définie de H = H{ (Q) dans R par

1 ul? ul?
Rw= [ [ [

Commengons par une remarque évidente.

Lemme 8.5.1

VA € R, u =0 est solution de (I11).

[On a donc la branche de solutions évidentes.]

Lemme 8.5.2

VA € R, F) est coercive.
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Preuve

On a par Cauchy-Schwarz.

/Q|u|2§ [/Q |u4r Iolk:
s s o] [ o] -

Il en résulte que le deuxieme terle est positif des que

/ [t > 43210
Q

||UH%2(Q) > 42%Q|

et donc

et donc si

on a

1
Faw) > 3 / Vu?

On vérifie que la norme N(u) = ||Jul|ps + ||Vu||z2 est équivalente & la norme Hj. On obtient
donc 3Ay > 0 tel que si N(u) > Ay alors 3¢ > 0 tel que

Fy(u) > cN(u)Q, Yu € H, ||ul| > Ax

donc F\ est coercive.

X
Lemme 8.5.3
VA € R, F) est s.c.i pour la convergence faible.
X
Preuve
Exercice
X
Lemme 8.5.4

La fonction F) est convexe si et seulement si A < A\;. Dans ce cas elle est alors strictement
convexe.

X
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Preuve

a Démontrons d’abord que si A < A\; F est strictement convexe.

Al/uzg/ |Vul?
Q Q

Il en résulte que si A < A; la forme bilinéaire a, définie par

aA(u,v):/Vu.va)\/uv
Q Q

est positive et strictement convexe. Comme

On a Vu € Hj ()

Fa(u) = %a,\(u,u) W ()

W(u):/ﬂqf

est strictement convexe, on obtient le résultat.

ou

b Pour A > \; F n’est pas convexe.

Soit e; la fonction propre positive associée a A telle que ||e1||rz = 1. Montrons que la
restriction & V' = Rej n’est pas convexe. On a

t2
F,\(tel) = t2 l:/QlVE1|2—>\ QB%:|+4/Q|€1|4

Pour A > Ay, (A1 — A) < 0 et cette fonction n’est pas convexe.

Fy(teq)

\\/\// |

On a alors
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Proposition 8.5.4

a Pour A < \{, F) est convexe strictement, coercive. u = 0 est donc 'unique solution de
(III) et
=F = inf F
0= F5\(0) = inf Fi(v)

b Pour A > A\ on a

vlg}fl Fy(v) <0=F(0) (8.30)

et Fy possede alors deux solutions distinctes opposées (uy,—uy) tels que

uy > 0 sur Q
et tel que
F(uy) = F(—uy) = Ulglfi Fy(u)
X
Preuve
a évident

b On a vu que

F(tey) = —(\ — A\)t* + at? oﬁa:/e%>0
Q

et donc si t est petit
F(tel) <0

8.30 en résulte.

Nous laissons les autres affirmations en exercice.



Chapitre 9

Théorie Variationnelle

9.1 Introduction

Commme nous l’avons vu au chapitre précédent, les équations que nous considérons ici
peuvent se mettre sous la forme variationnelle

dF(u) =0 (9.1)

ou F est une fonctionnelle définie sur un espace de fonctions adéquat. Autrement dit, les
solutions sont les points critiques de F.

Comme il a été vu dans le cours de J.P Bourguignon, ’étude des points critiques d’une
fonctionnelle peut fournir des informations intéressantes, méme en dimension finie (de nature
topologique par exemple, lorsqu’on regarde des fonctionnelles sur des variétés).

Le point de vue qui est provilégié ici est celui des wvaleurs critiques

Définition 9.1.1

On appelle valeur critique de la fonctionnelle F, de classe C' définie sur E, un nombre § € R,
tel qu’il existe u € E tel que
Fu)=08, dF(u)=0

X

Bien entendu, si on est capable de déterminer une valeur critique, on aura, ipso facto prouvé
Pexistence d’un point critique, et si on est capable de trouver k valeurs critiques distinctes, on
aura k points critiques distincts (au moins).

Remarque 11 existe un point de vue sensiblement différent sur la théorie variationnelle, c’est
celui du complexe de Thom-Smale (voir cours de F. Laudenbach). Ce point de vue a permis de
résoudre récemment des problemes difficiles en géométrie symplectique, grace notamment aux
travaux de A. Floers.

140



CHAPITRE 9. THEORIE VARIATIONNELLE 141

Afin de trouver des valeurs critiques, on considere les ensembles de niveaux de F déterminés
par
F*={u€ekFE, F(u) <a}

L’idée de la théorie de Morse est la suivante :

Pour a < b, on compare les ensembles de niveaux F¢ et F* (F® C F?). Si F? et F® n’ont pas
la méme "topologie”, et si F satisfait certaines propriétés de compacité, on montre alors qu’il
existe une valeur critique ¢ € [a, b].

Bien entendu, 1’énoncé précédent est tres vague. Il faut en effet préciser ce que 'on entend
par méme ”topologie” : nous donnerons des définitions plus précises lorsque nous parlerons du

lemme de déformation qui est I'outil essentiel de cette démarche. Commengons par l'illustrer sur
un dessin.

Exemple 9.1.1
F:[0,1] —R

S Y A N

7 T 2 T

[ T T P T

Ao | N

A

On vérifie sur ce dessin que

F®  est composé de 2 intervalles connexes disjoints
F*  est composé de 3 intervalles connexes disjoints
F*  est composé de 2 intervalles connexes disjoints
F  est composé de 3 composantes connexes
F*  est composé de 3 composantes connexes

Fb  est vide pour b grand

On peut imaginer que pour des sous-ensembles "raisonnables” de [0, 1] le nombre de com-
posantes connexes est le méme pour des ensembles qui ont la ”méme” topologie. On doit donc
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trouver une valeur critique dans [a1, as], une autre dans [as, ay], une autre dans [az, a4], une autre
entre a4 et as, et finalement une dans [as, +oo[. En tout 5 valeurs critiques pour F. C’est bien
ce que l'on vérifie sur le dessin.

Exemple 9.1.2
F:R? —R

as - -

as |-

a --

Dessinons les lignes de niveaux

NANNNANWN N\AANANNNANN

Il est clair sur cet exemple que les trois ensembles sont connexes et nous ne pouvons utiliser
la caractérisation précédente. En revenche nous voyons apparaitre une autre caractéristique im-
portante : le nombre de trous qui doit étre le méme pour des ensembles de topologie équivalentes.
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Ainsi

F al trou
F? a2 trous
F% a1l trou

F?  est vide pour b grand

On doit donc s’attendre a trouver une valeur critique entre a; et as, une autre entre as et
as, enfin une derniere au-dessus de az. C’est ce que 'on constate sur le dessin : on voit qu’il y a
deux maxima et un col.

9.2 Un peu de topologie

9.2.1 Homotopie

Introduisons un minimum de vocabulaire pour préciser la notion de ”topologies” équivalentes
et aussi pour avoir des criteres simples permettant de déceler des topologies dissemblables (pour
des exemples élémentaires).

Considérons deux espaces topologiques (c’est-a-dire munis d’une famille d’ouverts) X et Y,
et 'ensemble C°(X,Y) des applications continues de X vers Y.

Définition 9.2.1

Soit f1 et fo deux applications continues de X vers Y. On dit que f; est "homotope” a fs si
et seulement §’il existe une application continue F de X x [0,1] vers Y telle que

F(z,0) = fi(z) Ve e X
F(z,1) = fa(x) Ve e X

F est donc un chemin continu de C°(X,Y) d’application de f; vers fo. On dit que F est une
”déformation” de f;.

X

Propriétés de I’homotopie

Il est facile de voir que la relation ”étre homotope a” est une relation d’équivalence. On dira
donc (en raison de la symétrie) que f1 et fo sont homotopes. On appelle classes d’homotopie les
classes d’équivalence pour la relation ”étre homotope a”.

Exemple 9.2.1

Si Y est un espace vectoriel, toute application est homotope a ’application nulle. Il suffit de

prendre
F(z,t)=tf(z), Ve e X
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Exemple 9.2.2

X =Y =8!'={z€C, |z| =1}. Alors l'application identité de S! n’est pas homotope & une
application constante.

Lorsque X et Y sont des variétés compactes de dimension finie, on montre que toute applica-
tion continue est homotope & une application C°. [On commence par plonger Y dans un espace eu-
clidien E de dimension finie : ensuite a ’aide des théoréemes de localisation et de régularisation on
approche uniformément une application f donnée X vers Y par des application f,, de C* (X, E);
on peut ensuite reprojeter ces applications sur Y]. On montre de méme si f et fo sont de classe
C!, on peut choisir la déformation F de classe C!

Exercice 9.2.1

En utilisant la remarque précédente montrer que pour m > k, toute application continue de
S* vers S™ est homotope & une application constante.

9.2.2 Type d’homotopie

Nous avons vu que la relation ”étre homotope a” est une relation dont les éléments sont
des applications entre espaces topologiques. L’équivalence homotopique (le "type d’homotopie”)
s’applique aux espaces eux-mémes.

Définition 9.2.2

Soit X et Y deux espaces topologiques. On dit que X et Y ont le méme type d’homotopie, s’il
existe une application f continue de X vers Y, et une application g continue de Y vers X, telles
que

f o g est homotope & Idx
go f est homotope a Idy

X

En d’autres termes, cette notion couvre (& peu pres) la notion de ”méme topologie” que nous
avions employée dans l'introduction. Donnons quelques exemples.

Exemple 9.2.3

Tout espace vectoriel normé a le méme type d’homotopie qu’'un singleton. Soit E un tel espace.
On définit
f+E  — {0} ,par f(z)={0}
g:{0} — E ,par ¢g(0)=0

On a donc
fog(z)=0, Vx e E
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et
go f(z) =0=Id;(0)

La propriété vient donc du fait que Idg est homotope & ’application nulle.

De maniére plus générale, si X est un ensemble convexe de E (espace vectoriel), X a le type
d’homotopie d’un singleton. C’est bien entendu le type d’homotopie le plus simple.

Définition 9.2.3

On dit qu'un espace X est contractible s’il a le type d’homotopie d’un singleton, c’est-a-dire
si 'application identité de X est homotope & une application constante.

X

11 résulte de 'exemple 2 de la section 1 que S* n’est pas contractible.

Remarquons que si Y est un espace contractible alors pour tout espace X, toute application
de X vers Y est homotope a une application constante, et il n'y a donc qu’une seule classe d’ho-
motopie dans C°(X,Y).

Exemple 9.2.4

Soit X un espace topologique et E un espace vectoriel normé. Alors X x E a le type d’homo-
topie de X. Prendre

[: XXE—->X (z,v)—=z V(,v)eXxE
g: X —>XxE zw~ (2,00 VxeFE

Exercice 9.2.2

On considere l'anneau C = D*\D? (1). Montrer que C a le type d’homotopie de S*. Montrer
de méme que R?\D? a le type d’homotopie de S', ou encore que R?\{0} a le type d’homotopie
de St.

9.2.3 Invariants

On parle d’invariants homotopiques pour des propriétés qui sont conservées lorsque deux es-
paces ont le méme type d’homotopie. Par exemple le nombre de composantes connexes est un
tel invariant, c’est-a-dire que deux espaces topologiques qui ont le méme type d’homotopie ont
le méme nombre de composantes connexes. De méme si X et Y ont le méme type d’homotopie,
VZ (espace topologique), C%(Z, X) et C°(Z,Y) ont le méme nombre de classes d’homotopie. Les
invariants homotopiques sont bien entendu importants pour déceler si deux espaces topologiques
ont des types différents.
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9.2.4 Rétractions

Dans cette partie, on suppose A C X, et que A est muni de la topologie induite par celle de X.

Défintion 9.2.4

On dit que X se rétracte par déformation sur A s’il existe une application continue F' :
X x[0,1] — X telle que

F(z,0)=2 VreX (9.2)
F(z,1) €A VYzeX (9.3)
F(z,t) =2z Vze A, Vte|0,1]

X

Remarque Dans la littérature, la définition que nous avons adoptée est appelée déformation par
rétraction forte. Il existe en effet une notion faible de déformation par rétraction.

Proposition 9.2.1

Si X se rétracte par déformation sur A, alors X et A one le méme type d’homotopie.

Preuve

Considérons les applications

fi=FH1): X—=A z—F(z,1) VeeX
it A— X T Vre A

On a donc
fl o1 = IdA
io fi(z) = F(x,1), Ve € X

Il résulte donc de la définition que i o f; est homotope & Idx ce qui prouve la proposition.
X

La notion de rétraction par déformation est celle qui va apparaitre naturellement lorsque nous
parlerons du lemme de déformation.

Exemple 9.2.5

R"*+1\{0} se rétracte par déformation sur S™ (sphere de dimension n). Prendre

F(x,t)= (1 —t)x + —, Yo € R*™\{0},¢ € [0,1]

tx
|||’
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9.3 Problemes de compacité
Nous avons indiqué dans I'introduction qu’une différence de topologie entre les ensembles de

niveaux signifiait la présence de points critiques. En fait une telle conclusion est valide uniquement
si on fait des hypotheses suffisantes de compacité. Considérons a cet effet I’exemple suivant :

ag +

al +

Considérons E = R, et la fonction f définie par

fy=e"
On a f'(t) = —e™¢, et donc f n’a pas de point critique. Si a; < 0, alors f = (), alors que pour
as > 0 on a f* =] —logag, +00[, donc a le type d’homotopie d’un point. On voit que f** et f2

n’ont pas le méme type d’homotopie.

Que s’est-il passé ? En fait, on constate que

lim f'(m)=0 (9.5)

m——+oo

et donc tout se comporte comme si le point critique qui devrait étre induit par la différence
de topologie était "rejeté a 'infini”. De maniere plus générale, on peut considérer des suites de
points qui se comportent de facon similaire a 9.5. On introduit donc la définition suivante :

Définition 9.3.1

(Suites de Palais-Smale). Soit F une fonctionnelle de classe C! sur un espace de Banach. On
dit qu'une suite (u,), oy est une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle F si

|F(u,)| <C, ¥neNouC e RT (9.6)
i [|dF (). =0 9.7)

[La notion de Palais-Smale est, bien entendu, toujours relative & une fonctionnelle.]

Les techniques du calcul des variations aboutissent bien souvent (comme dans l’exemple que
nous avons donné en début de paragraphe) non pas directement & ’existence de points cri-
tiques mais plutot & Pexistence de suites de Palais-Smale [on peut comparer également avec les
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problémes de minimisation, ot on obtient des suites minimisantes]. Afin de conclure a lexistence
d’un vrai point critique, il faut une condition supplémentaire de compacité [de méme que pour
trouver un minimum pour un probléme de minimisation on doit pouvoir en général extraire une
sous-suite convergente d’une suite minimisante|. Il est alors utile d’introduire la définition sui-
vante :

Définition 9.3.2

(Condition de Palais-Smale). On dit qu’une fonctionnelle F définie sur un espace de Banach
E vérifie la condition de Palais-Smale si de toute suite de Palais-Smale on peut extraire une
sous-suite qui converge fortement dans F (la limite est alors un point critique).

En d’autres termes, F vérifie (P.S) (écriture abrégée pour : F vérifie la condition de Palais-
Smale) si V (uyp),, oy une suite de E, telle que

|F(un)| < C
|dF (uy,)| — 0 dans E*

on peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans E.

Dans certaines conditions, il est utile d’introduire la définition suivante.

Définition 9.3.3

(Condition (P.S)g). Soit 8 € R. On dit que f vérifie la condition de Palais-Smale au niveau
B, (et on écrit en abréé F vérifie (ou satisfait) la condition (P.S)s ) si pour toute suite u, telle
que
F(u,) — 8
dF(uy) — 0 dans E*

on peut extraire une sous-suite convergente dans E.

Remarque Il se peut évidemment qu’une telle sous-unité u, n’existe pas, auquel cas F vérifie
(P.S)s par convention.

Exemples 9.3.1
— Si F' =0, F ne satisfait pas (P.S) sur E.

— sur R, f(t) = e~! ne vérifie pas la condition de Palais-Smale.
— Si F est C! sur RY et si pour tout a € R, F® est compact, alors F vérifie (P.S).

Une derniére définition nous sera utile.
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Définition 9.3.4

On appelle valeur critique généralisée 3 de F (fonctionnelle C! sur E Banach), un nombre
B € R tel qu'il existe (uy,)nen suite dans E telle que

Flup,) —
lim,, 4 oo dF'(uy,) = 0 dans E*

u i Sfiniti valeu iti énéralisé n Ti u
Autrement dit, dans la définition des valeurs critiques généralisées, on autorise celles que
correspondent aux ”points critiques a l'infini”.

Le lien entre cette définition et la condition de Palais-Smale est le suivant.

Proposition 9.3.1

Si F vérifie la condition de Palais-Smale, toute valeur critique généralisée est une valeur
critique.

X

I1 est bien str évident que 'inverse est vrai également, c’est-a-dire que (méme si F ne vérifie
pas P.S) toute valeur critique est une valeur critique généralisée.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter des outils fondamentaux de la théorie va-
riationnelle.

9.4 Le Lemme de déformation

Théoréme 9.4.1

(lemme de déformation sans point critique). Soit F une fonctionnelle de classe C! sur un
espace de Banach E. Soit @ < b. On suppose que F n’a pas de valeur critique généralisée dans
lintervalle [a — e,b + €], olt € > 0 (petit). Il existe alors une rétraction de F° sur F'%, c’est-a-dire
une fonction ¢ : F® x [0,1] — F®, continue telle que

¢(v,0)=v  VveF®
#(v,1) € F* Vv € F?
p(v,t)=v  VveF®

X

Ainsi F? se rétracte par déformation sur F* s’il n’y a pas de valeur critique généralisée entre a
et b, et donc F® et F'* ont le méme type d’homotopie. Dans la pratique, le résultat précédent per-
met de trouver des valeurs critiques généralisées lorsqu’on arrive a prouver que deux ensembles
de niveaux ont des topologies différentes. C’est ainsi que 'on prouve la plupart des résultats Min,
Max (voir paragraphe suivant).

L’idée de la démonstration du théoreme, lorsque ' = H est un espace de Hilbert, est de
"pousser” Iensemble F? le long des lignes de flot associées au gradient de F (qui représente,
rappelons-le, la direction de plus forte pente). En intégrant le champ de gradient on arrive donc
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a déformer F sur F, sauf si celui-ci a tendance & s’annuler : cette éventualité sera exclue grace
a 'hypothese F n’a pas de valeur critique généralisée dans [a,b].

Afin de mettre en forme ces idées, nous allons commencer par traiter le cas £ = H est un
espace de Hilbert, et F est plus réguliere. Le cas général sera entrevu plus tard : nous introduirons
en particulier la notion de ”pseudo-gradient” (qui remplace le gradient pour un Banach).

Preuve

On prouve le résultat dans le cas ot H est un espace de Hilbert, F est de classe C? et |V2F |
borné.

a Utilisation de la notion de gradient

Dans le cas d’un Hilbert H, nous pouvons identifier H et H* : le gradient de F, au point
u sera alors I’élément de H associé & dF'(u), élément de H* par

(X,VF(u)) = (dF(u), X) VX € H

ou les parentheses représentent le produit scalaire pour H et les crochets expriment la
dualité entre H et H*. On a par ailleurs

|VF|H = ||dF(U)||H* (9.8)

comme on vérifie aisément.

Rappelons que le gradient est porté par la direction de plus forte variation de F. Remar-
quons enfin que la définition du gradient dépend du choix du produit scalaire (et donc la
direction de plus forte descente également).

Comme nous avons supposé (dans cette partie) que F est de classe C? 'application

VF : H — H
v +— VF(v)

est de classe C!. Considérons alors 'équation du flot associée au gradient de F (ou plutot
& son opposé).

d

—M(t) = VF(M(t

@ we) (M (1) o
M(u) = v

ol v est fixé dans F?.

Comme le champ de vecteur VF est lipschitzien, on peut appliquer le théoreme de Cauchy-
Lipschitz qui nous montre que 9.9 & une solution sur un petit intervalle [0, d[, ot § > 0.
On vérifie alors que pour tout ¢ € [0, §]

d S M) =~ VR ()P (9.10)

%F(M(t)) = —VF(M(t)).d
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On vérifie ainsi que

d
SR () <0

F décroit donc le long des trajectoires.

b L’intervalle d’existence de la solution est [0, +oo[. (pour les temps positifs).

On suppose en effet qu’il existe une constante C' > 0 telle que
||[V2F(u)|| < C, Vue H (9.11)

Raisonnons par l’absurde et supposons que l'intervalle maximal d’existence est [0, o[
(0o > 0). On a alors, en vertu de 9.11, pour tout ¢ € [0, o[

IVEM @) < [[VEM0))]] + C[M(E) = M(O)]

et donc
1) = a0 < || 10 | < o+ s - 2100

On en déduit (lemme de Gronwall)
M)~ M) < D exp 0t < D exp O, v € [0,60]

et donc M (¢) reste borné sur [0,do[, indépendamment de t. On voit alors, en revenant
4 9.9 que M(t) converge vers une limite lorsque t — dy. Grace au théoréme de Cauchy-
Lipshitz on peut alors prolonger la solution en §g. L’intervalle maximal d’existence est
alors [0, 09 + u[, (x> 0), ce qui contredit ’hypothese de départ.

c Il existe to tel que pour tout v € F°, F(M(tg)) < a. A cet effet, montrons qu’il existe
1o > 0 tel que
|VF(v)| >no, Vv FP\F* ¢ (9.12)

Supposons que 9.12 ne soit pas vrai. Alors il existerait une suite v,, € H telle que

F(v,) € [b,a —¢] (9.13)
[IVF(vp)|| = 0 (9.14)
Quitte & extraire une sous-suite on peut toujours supposer qu'il existe § € [b,a — €] tel

que
F(v,) — 8

[ serait alors une valeur critique généralisée, ce qui est contraire a I'hypothese.

En retournant a 9.14, on obtient a partir de 9.12,

%F(M(t)) = — |VF(M(t)]” < —no

Donc
F(M(t)) < F(M(0)) +ngt < b—ngt
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et
F(M(t)) <a—e
b—a+e

m

des que t > tg =
d Construction de la rétraction ¢.

Considérons tout d’abord le ”flot” ¢ associé au champ de vecteurs —V F. Celui-ci associe
a v € F?, pris compte tenu de la donnée initiale au temps zéro, la solution M (t) de 9.9,
c’est-a-dire

d(v,t) = M(t), Yv € Fb, Vt ¢ Rt
M@O)=wv

Le théoreme de Caucy-Lipschitz nous enseigne alors que 'application QNS est de classe C?
sur F? x RT. De plus il résulte de ¢ que Vv € F®

d(v,t) € F*, sit >t
Pour v donné dans F? considérons le temps d’entrée dans F®

fo(v) = inf {t eRY, §(v,t) € F“}

de sorte que

to(v) =0, sive F?

On vérifie ensuite que 'application
v = to(v)

est continue (en vertu de 9.12 et du théoreme d’inversion locale). Posons alors

o(v,t) = ¢(v,t) sit < to(v)

= ¢(v,to(v)) sinon

Il est alors clair que ¢ est continue (composée de fonctions continues). Nous sommes
maintenant en mesure de définir ¢ par

b0,1) = b ( f)

t1 = sup {to(v, v € F*} < +oo (cf partie b)

ou

On vérifie que ¢ a les propriétés annoncées :
— ¢ est continue de F? x [0,1] — F¢

— Yv € Fb ¢(v,1) € F@

— Yv € F?, ¢(v,t) =v

Cela termine donc la preuve du théoreme dans le cas considéré.
X

Voyons maintenant comment adapter la preuve précédente dans le cas oul F est (seulement)
C! et E est un espace de Banach. Il est clair que dans ce cas, on ne peut plus définir la notion
de gradient qui repose sur 'identification de H et H* par I'intermédiaire du produit scalaire. On
remplace alors cette notion par celle de pseudo-gradient.
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Définition 9.4.1

Soit F une fonction de classe C! sur E, espace de Banach. On dit qu’un champ de vecteurs
X (-) est un pseudo-gradient pour F sur E si et seulement si

L’application u — X (u) est continue de E vers E, localement Lipschitz (9.15)
IX (]| < 2min{[|dF (u)||. , 1} (9.16)
(dF(u), X (u)) = min{[|[dF(u)]|g. , 1} ||dF (u)]| g- (9-17)

Remarque La notion de pseudoo-gradient est bien sir toujours relative a une fonctionnelle.

Nous démontrerons plus loin le résultat suivant. :

Proposition 9.4.1

On peut construire un pseudo-gradient pour toute fonction de classe C! sur un espace de
Banach E séparable.

X

Preuve du théoréme : Cas général

Soit X un pseudo-gradient pour F. On remplace I’équation 9.9 par I’équation suivante pour
veEF®

d

—M(t) = VF(M(t

9w (M) o
M) = v

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, la solution de 9.18 existe sur un petit intervalle
[0, 60[. En fait, d’apres 9.16, X est uniformément borné

| X (w)]| <2 (9.19)

et en raisonnant par I’absurde, comme précédemment, on montre que l'intervalle maximal
d’existence est [0, +o0o[. Par ailleurs, F décroit bien le long des courbes intégrales de X. En effet

4
dt
(on a utilisé 9.17)

F(M(t)) = — (dF(M(#), X(M (1)) < —min { [ X(M@)I 1} <0 (9.20)

Le reste de la démonstration est ensuite pratiquement identique.
X

Donnons maintenant les principales idées de la preuve de la proposition 9.4.1 que nous avons
laissé en suspens.
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Preuve

Pour vérifier 9.17, il est clair que 'on doit avoir X (u) = 0 lorsque dF(u) = 0. Considérons

I’ensemble
K.={u€F, dF(u) =0}

des points critiques de F, et son complémentaire
E=FE\K,={u € F, dF(u) # 0}
Afin de mettre en lumiere les idées de la preuve, considérons tout d’abord le cas simple sui-

vant :

a Lecasdim E < 400 et K. =0.

On a alors E = E. Pour u € E, considérons 'ensemble A(u) des vecteurs Y € E tels que

Y]l < 2min{||dF(u)[|, 1} (9.21)
(dF(u),Y) = min{[|dF(u)][, 1} [[dF (u)| (9.22)

E*

On vérifie aisément que ensemble A(u) est non vide et ouvert. Pour chaque u donné,
choisissons un élément dans A(u), que nous noterons Y,,. Comme dF(u) est une applica-
tion continue, on voit qu’il existe un voisinage W (u) de u dans E, tel que Y,, € A(v) pour
tout v € W(u) (c’est-a-dire que Y, vérifie 9.21 et 9.22 avec u remplacé par v).

Considérons alors le recouvrement |J W (u). En appliquant le théoréme de Borel-Lebesgue,
uck
on peut extraire un recouvrement dénombrable W (u;) (i =1 & +00) tel que

—+oo
UW(UZ) =F
i=1
Pour tou compact K de E, K ne contient qu’un nombre fini de u;.
La connaissance des points u; et donc de Y, va alors nous permettre de construire le

champ X (u) grace & une partition de 'unité relative aux ouverts W(u;). Il existe des
fonctions ¢; € CH° (W (u;)) telles que

+o00
ngi(u) =1 sur F
i=1
Posons alors
“+o0
X(u) = @i(u)Ye,
i=1
On vérifie, comme les relations 9.21 et 9.22 peuvent étre superposées par linéarité, que

X () cérifie bien 9.16 et 9.17. Par ailleurs, il est clair que X € C*, et nous avons donc
construit un pseudo-gradient C*°.
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b Le cas général.

On définit comme précédemment Y, pour u € E (ce qui est possible). On a alors le

recouvrement ~
E=JwW) (9.23)
ue E

On ne peut évidemment pas invoquer le théoreme de Borel-Lebesgue. En revenche, on
peut montrer le résultat suivant :

Lemme 9.4.1

Soit V' un espace métrique séparable. On peut extraire de tout recouvrement ouvert de V,
(ie V= |J W, ouVyj € J,W; est un ouvert) un recouvrement localement fini V.= (JW;, I C J
jeJ il
c’est-a-dire tel que, pour tout élément v € V' il existe un voisinage U de v tel que U n’intersecte
qu’un nombre fini des W; (i.e Card {i € I, UNW, # 0} < +00)

X

Admettons ce résultat. Considérons alors un recouvrement localement fini de E extrait
du recouvrement localement fini de E extrait de 9.23

E = JW(u)

el

Il nous reste maintenant & construire une partition de I’'unité subordonnée au recouvrement
précédent. Considérons pour ¢ € I la fonction p; définie par

dist (u, E\W (u;)) (9.24)
inf {|Ju —v|, ve E\W(u;)} (9.25)

pi(u)

On vérifie que p; est lipschitzienne, de constante de Lipschitz inférieure a 1. Par ailleurs
pour u donné, il n’existe qu'un nombre fini d’indices 7 tels que p;(u) # 0. Posons alors

() = pi(u)
A=)

JeI
le dénominateur n’étant qu’une somme finie). On vérifie que
Spiu)=1 YueckE

0<yp; <1
;=0 en dehors de W (u;)

Comme le recouvrement est localement fini, pour tout u € E, il existe un voisinage U de
u tel que
Card {j €I, p;(v)#0, veU}=N=C"
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et donc ; est localement Lipshitzienne. On introduit ensuite

X(“’) = i (U)Yuz

el

et on vérifie que X convient, comme dans la partie a

COMPLEMENT : Déformation globale
Au cours du paragraphe précédent nous avons construit une déformation ¢ : [0, 1] x F* — F°.

Il est parfois souhaitable de construire une déformation globale. On montre alors la variante
ci-dessous du lemme de déformation.

Théoréme 9.4.2

Supposons que F n’ait pas de valeur critique généralisée dans [a — &,b + £]. Alors il existe un
déformation ¢ : E x [0,1] — E telle que

¢('>0) = Idg
H(Fb,t) C Fb vt e0,1]

S(F*, 1) C Fo

o(u,t) =u Yu € FoVt € [0,1]

Preuve

Elle est tout a fait similaire a celle du théoreme 9.4.1. Il suffit de modifier la définition du
champ de vecteurs. Soit ¢ une fonction C>*° de R — R* telle que

1 sit<b
pt)=0 sit>b+1

on considere alors le flot associé au champ de vecteurs ¢ (F(u)) X (M(t)) que l'on integre.
On résoud donc

dt

{ D) = o(F(u) X (M(1)
M) = v

et cela fournit la déformation voulue.

9.5 Lemme de déformation et condition de Palais-Smale

Comme nous l'avons déja remarqué, lorsque F'* et F® n’ont pas le méme type d’homoto-
pie, le théoreme 9.4.1 nous fournit l'existence d’une valeur critique généralisée 5 € [a,b]. Bien
évidemment, nous sommes en fait intéressés par les valeurs critiques (puisque nous cherchons des
points critiques). Lorsque F satisfait la condition (P.S) nous avons vu que {valeurs critiques} =
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{valeurs critiques généralisées} et le théoreme 9.4.1 s’exprime alors par :

"Si F vérifie (P.S) et si F'* et F® n’ont pas le méme type d’homotopie, alors il existe une
valeur critique 8 € [a, b]”

Ainsi lorsqu’on traite un tel probléme, il est essentiel de vérifier si F' satisfait (P.S), pour
pouvoir appliquer le principe précédent.

Néanmoins, si F' ne satisfait pas (P.S) la partie n’est pas perdue pour autant. Dans ce cas, on
doit étudier les suites de Palais-Smale et comprendre par quels mécanismes la perte de compacité
se produit : bien souvent cette perte de compacité est due a des symétries internes du probleme.
Cela se produit lorsque la fonctionnelle est laissée invariante par ’action de certains groupes
sur l'espace fonctionnel, et si Porbite d’un point par le groupe est non compacte (au sens de la
topologie forte de l'espace).

Une telle analyse permet parfois de déterminer les niveaux f tels que (P.S)g ne soit pas
vérifiée. De maniere plus délicate, elle peut permettre de connaitre la contribution topologique
aux ensembles de niveau des suites de Palais-Smale.

9.6 Applications : méthodes de Min-Max

Parmi les multiples fcons d’utiliser le lemme de déformation I'une des plus utilisées et des
plus faciles a mettre en oeuvre est la méthode de Min-Max. Néanmoins, un exemple tres simple
d’une telle méthode est fourni par le lemme de Col, que nous étudierons au chapitre suivant.

9.7 Exercices

Exercice 1
Soit Q un domaine borné régulier de RY. Soit V une fonction de Q2 x Q\A — R de classe C*

ou A = {(w,y) €0 z= y} On suppose que

V(z,y) = +oco lorsque (z,y) = A
V(z,y) = +oo0 lorsque z — 09, y — 00

1. Montrer que inf(, ,)co2\a V (2, ) est atteint.
2. On suppose que 0 € Q, et B,.(0) C Q. Montrer que

S OxO\A
expil — (0,7expif)

n’est pas homotope & une application constante de S — Q x Q\A. En déduire que V a
au moins deux points critiques sur £ x Q\A.
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Exercice 2

(Lemme de déformation avec point critique). Soit H un espace de Hilbert, et F' une fonction-
nelle C! sur H. On suppose que F vérifie la condition de Palais-Smale sur H. Soit 3 € R On
considere I’ensemble

Kg={z € H, F(z)=p, dF(z) =0}

A 1. Montrer que Kg est compact.

2. Pour 6 > 0, on considere ’ensemble
Ns ={z € H, |F(z) — 8| <0, ||dF(z)|| <}

Montrer que si §; < 2, N5, C Ns, et

ﬂN6 = Kp
6>0

3. Pour § > 0 on considere
Us ={x € H, dist(z, Kg) <4}
Montrer que Vé > 0, il existe §; > 0 tel que
Us, C N;

(On utilisera le fait que Kg est compact et on pourra raisonner par 'absurde).

4. Montrer que Vé > 0, il existe dg > 0 tel que
N5, C Us

(On pourra raisonner par I’absurde).

5. Déduire de 3 et 4 que pour tout d > 0, il existe dg et § > 0 tels que

]\750 C Us C Uys C N

6. Construire une fonction 7 continue et lipschitzienne sur H, §; < §g tels que

n=1 sur H\Ng,
n=0 sur Ng

et 0<n<1sur H.

B On suppose ici que F est C2, que |V2F| est borné. Pour ug € H, 4, 8y, 6 et § comme en
A (question 5), et 7 construite comme en AG), on consideére I’équation sur H,

d - VF(M(1))
' = MO ER) T (9.26)
M(O) =

1. Montrer que l'intervalle d’existence pour 9.26 est R tout entier.
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2. Montrer que

4 par(y) = —pargey ATFO

<0
IVE(M ()]l +1
3. On suppose que vy ¢ Ns,. Montrer que

mes {t € NT, M(t) ¢ N5} > p

(On utilisera le fait que

d
dtM(t)H <1, et la question A5).

4. En déduire que, si vy ¢ Nj
i
0o+ 1

E(M(1) < BE(vw)—mes {t R, M(t) ¢ Ny} -

I
< Elw) -5 1

C 1. On pose ¢(t,v9) = M(t), solution de 9.26 avec pour donnée initiale vg. Montrer que
Ve > 0, ¢ est continue de [0,1] x FB+e 5 FP+e et que, si on choisit ¢ suffisamment
petit, alors

#(1,u) € FA~¢ Yu € FB+\ Ng
¢(1,u) € FP=¢ C N5 Vu e FP*e

. De maniere plus générale, soit N un voisinage quelconque de Kpeto. Montrer qu’il

existe § > 0 tel que Ns C N, et en déduire qu’il existe € > 0, ¢ application continue
de [0,1] x FA+e — FA+e telle que

d(0,u) =u Yu € FPte

F(o(t,u)) est une fonction décroissante
o(1,u) € FP—< Vu € FPFe\ Ny

#(1,u) € FP~¢ C N5 Yu € FP+e

D Généraliser au cas ot F est seulement C', en utilisant un pseudo-gradient.



Chapitre 10

Le Lemme du Col

10.1 Enoncé

Le lemme du Col est un exemple tres simple de méthode de Min-Max. Il permet souvent
de trouver un nouveau point critique lorsqu’on connait un minimum local (parfois une solution
évidente) et si la fonctionnelle n’est pas minorée. Son domaine d’applications est cependant plus
vaste. Donnons tout de suite un énoncé.

Théoréme 10.1.1

Soit F une fonctionnelle de classe C! sur un espace de Banach E. On fait les hypotheéses
suivantes sur F :

1. Il existe ug € E, p > 0, et a > 0 tels que

si ||lu— ugl| = p alors F(u) > F(ug) + « (10.1)

2. 1l existe un point u; € E tel que
lu —ui|] > p et F(u) < Fug) + (10.2)
Soit P ’ensemble des chemins reliant ug & uy, ¢’est-a-dire
P ={peC’([0,1],E), p(0) =uo, p(1) =u1}
Soit
f=inf Sup F(p(s))

Alors
B < F(uy) + «

et 3 est une valeur critique généralisée de F. Si F vérifie (P.S), 8 est donc une valeur critique de
F.

X

160
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Commentaires

1. Le point wuo correspond & une ”cuvette” pour F. Si F' correspond a une hauteur (cf fi-
gure 1), pour descendre & un niveau plus bas que F'(ug), il faut en partant de wg, et en
pratiquant un chemin continu, monter & une altitude de F(ug) + o au moins. Dans la
pratique, ug correspond tres souvent a un minimum local, une solution évidente. Pour
vérifier la condition 10.1 il suffit alors de regarder la forme Hessienne au point ug et de
montre qu’elle est positive et elliptique.

2. Le point bas u; est facile a trouver lorsque la fonctionnelle n’est pas bornée inférieurement.

3. L’appellation lemme de Col see justifie par 1’idée intuitive que si on veut sortir de la cu-
vette autour de ug et rejoindre la vallée ou se trouve ui, on va chercher le chemin qui sera
celui qui monte le moins haut (comparer avec la définition de 3). En principe en un tel
point deux lignes se coupent (en tout cas si dim E = 2, situation de la vie courante) : la
ligne de créte, et la ligne du chemin qui mene au col. Le point de passage du col correspond
a un minimum d’altitude sur la ligne de cheminement. Cette image est trés similaire a
celle que I'on peut avoir d’un point-selle en programmation linéaire.

4. La situation est décrite sur la figure ci-dessous.

Flus)
Fiug)

/

LY

1
1
|
I
1.
1
1
1
1
X

Uy (poiar e lu vulke)

FIGURE 10.1 — Graphe de F dans E x R.
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vers Ia cuvetts ligne de ¢rétes

vers s yallde

F1GURE 10.2 — Le col a la rencontre de la ligne de créte et de la ligne de cheminement.

Il est parfois utile, et souvent plus facile de représenter les lignes de niveau (comme sur
les cartes IGN) plut6t que le graphe : le graphe vit dans E x R alors que les lignes de
niveau sont tracées sur F.

N7

!

crétes

F1Gure 10.3 — Sur chaque ligne de niveau nous avons indiqué la valeur de la fonction F.

Avant de donner la preuve du théoreme, commencons par un résultat préliminaire.

Proposition 10.1.1

L’ensemble K, des valeurs critiques généralisées de F est fermé (dans R). De méme, ’ensemble
K. des valeurs critiques est fermé.

X



CHAPITRE 10. LE LEMME DU COL 163

Preuve

Soit 3, une suite de valeurs critiques généralisées de F’ telle que
Bn — B dans R (B €R)

Il faut montrer que 8 est une valeur critique généralisée de F'. Par définition de (3,,, pour n
fixé, il existe une suite (vf), oy

F(vy) — B k— 400
|[dF (v})] —0 k— 400

Pour tout n € N, il existe donc k(n) € N tel que

1
Fp)—-8. < —
[F(vp) = Bl < n
dF @y < L
k oon
Posons alors u,, = vZ(n). On vérifie que
lim F(u,) =20

n—-+oo

et
lim dF(u,)=0 dans E*

n—-+4oo

et donc B est une valeur critique généralisée de F'.

La deuxiéme assertion résulte du fait que l'application u — dF'(u) est continue.

10.2 Démonstration du Lemme du Col
Quitte a changer d’origine, et a soustraire une constante a F', on peut toujours supposer que
up=0 et F(ug) =F(0)=0
(ceci soulagera les notations). Montrons tout d’abord que
B> Flu)+a=«a (10.3)
Rappelons que

= inf sup F(p(s 104
ﬁ peEmathcal P 86[01?1] (p( )) ( )

Considérons un chemin p € P. Comme p(0) = ug et p(1) = u; et comme p est continue, la
fonction ¢(s) = ||p(s) — p(0)]| est continue et ©(0) = 0, (1) > p; il existe donc par le théoreme
des valeurs intermédiaires sq € [0, 1] tel que

¢(s0) = [lp(s0) —uoll = p
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et donc d’apres la propriété 10.2
F(p(s0)) >

Il en résulte que, pour tout chemin p € P

sup F(p(s)) = o
s€[0,1]

et 77 en résulte.

Afin de montrer que S est une valeur critique généralisée, on raisonne par l'absurde, et
on suppose que 3 n'est pas une valeur critique généralisée, i.e n’appartient pas & K.. Par la
proposition 10.0.1, comme K, est fermé, son complémentaire dans R est ouvert : il existe donc,
sif¢ K, un nombre & > 0 tel que

F n’a pas de valeur critique généralisée dans [ — 2¢, 8 + 2¢] (10.5)

Montrons & ’aide du lemme de déformation que 'on aboutit & une contradiction. D’apres le
lemme de déformation, pour a = f—¢, b = B+e¢, il eisterait grace & ?? une rétraction de F® sur
F?, c’est-a-dire une application continue ¢ de FAT¢ x [0, 1] vers FA*< telle que

o(v,0) = v Vv € FB+e
p(v,1) € FP—= (10.6)
¢(v,0) = v Vv € Fh—e

On remarque en particulier que si on choisit € suffisamment petit (ce qui est toujours possible,
quitte & le diminuer), on peut le choisir de sorte que

B—e>F(u;) (grace a 10.2) (10.7)

et
B—e>0 (grace a 10.3) (10.8)

Pour ce choix de €, on voit que les extrémités des chemins de P, c’est-a-dire ug et u; ne
bougent pas au cours de la rétraction car

Flug) =0<B—¢, Flu)<p-e
ce qui entraine ug € FP~¢, u; € F#7¢, et donc par 7?7

(Z)(Uo, 1) = Uog, (,b('U/l, 1) = Uul (109)
Considérons un chemin p € P tel que

sup F(p(s)) <B+e (10.10)
s€[0,1]

(il est toujours possible de trouver un tel chemin en raison de la définition méme de 3). 10.9
signifie que Vs € [0,1], p(s) € FT¢ et donc p est un chemin qui relie ug & u; dans FA+4. A 'aide
de la déformation ¢ nous allons pousser ce chemin sur F#~¢ : comme ni ug ni u; ne bougent au
cours de cette déformation, nous obtiendrons un nouveau chemin reliant ug a uy, mais cette fois
dans F#~¢. Un tel chemin contrdirait la définition de 3, et cela terminera notre raisonnement
par I’absurde.
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Plus précisément, considérons le chemin
p:[0,1] — FP~

défini par

On a bien .
p(O) = (]5(])(0), 1) = ¢(’LL0, 1) = Uo
p(1) =¢(p(1),1) = p(u1,1) = wa
On vérifie aisément que p est continue (composée de fonctions continues), et donc p € P. On
a, en outre Vs € [0,1], p(s) € FP~¢, et donc

sup F(p(s)) < f—e
s€[0,1]

Cela est évidemment contradictoire avec la définition de 3, et termine donc la preuve du
théoreme 10.1.1.

X

Remarques

1. Ce résultat remarquable est dit & Ambrosetti et Rabinowitz (sous la forme que nous avons
énoncée), (J. Funt. Anal. 14(1973)). Il avait été introduit pour traiter des problemes liés
aux systémes hamiltoniens. En dimension finie néanmoins, la méthode était connue bien
avant.

2. 1l existe de nombreuses variantes de ce théoreme (voir [Struwe]).

3. 1l convient d’attirer ’attention sur le fait que, dans la preuve qui a été donnée, on n’es-
saye pas de montrer que /3 est atteint par un chemin optimal (ce qui aurait pu étre une
premiere idée pour démontrer le théoréme). Dans toutes les méthodes de Min-Max que
nous verrons, cette remarque s’appliquera.

10.3 Une application du Lemme du Col

Voyons maintenant effectivement comment le résultat précédent permet de démontrer 1’exis-
tence de solutions pour des problemes non-linéaires.

Soit © un domaine borné et régulier de RY. On cherche u € H} () solution faible de

{—Au = g(u)  dans Q (10.11)

u = 0 sur 0N

Bien entendu, afin de trouver des solutions, il faut faire des hypotheses raisonnables sur la
non-linéarité; Au chapitre 3, en étudiant un probléme de minimisation sous-contrainte, nous
avions trouvé une solution positive lorsque la non-linéarité a la forme

g(t)=[tP72t, teR (10.12)
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lorsque p < 2*. La situation que nous étudions ici peut étre considérée comme une extension de
ce résultat, a des non-linéarités g qui ressemblent beaucoup & 10.3 (mais qui ne possedent pas
ses propriétés d’homogénéité).

Nous ferons les hypotheses suivantes sur g

lim @ =0 (10.13)
t—0 ¢

En particulier g(0) = 0 et g dérivable en 0 de dérivée nulle.

— Il existe 2 < p < 2* tel que

lg)| < (L4 [¢P7Y), VieR (10.14)

oll 2* = est 'exposant critique de Sobolev de l'injection H} (Q) < L2 ()

N
N -2
— Soit, pour t € R, G(t) = fot g(s)ds. 1l existe ¢ > 2, et Ry > 0 tels que
0< qG(t) < g(t)t silt| > Ro (10.15)

L’hypothese 10.14 exprime le fait qu’a l'infini, g ne croit pas plus vite qu’une fonction de type
10.12. L’hypothese 10.15 en revenche montre (d’une certaine fagon) que g croit au moins aussi
vite qu’une fonction de la forme

t — C[t|7%t, C constante et 2 < g < 2*
Le fait que g > 2 exclut en particulier le cas ”linéaire” ;
g(t) = Xt
[dans ce cas 10.10 deviendrait un probleme de fonctions propres et n’aurait donc de solutions
que pour un ensemble discret de valeurs de \]. Rappelons :
Proposition 10.3.1

Les solutions u € H} () sont les points critiques de la fonctionnelle F, de classe C! sur H{ (Q)
définie par

F(v)z%/ﬂHVuF—/QG(U), Vo € HI (Q)
X

Afin de pouvoir appliquer les théoremes du calcul des variations, il est tout d’abord important
de se demander comment se comportent les suites de Palais-Smale de F.

Proposition 10.3.2

Les suites de Palais-Smale de F' sont bornées dans H} (Q2).
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Preuve

Soit u, une suite de Palais-Smale de F, i.e telle qu’il existe C > 0 vérifiant

|F(up)| <C  V¥neN (10.16)
|dF (un)] — 0 dans H™', lorsque n — +00 (10.17)

La relation 10.17 signifie que
Auy, + g(u,) — 0, dans H™* (Q) (10.18)
En multipliant par u,, et en intégrant on trouve

(dF(un),un) = — g(Un), Un)

—Auy,
/|Vun| - [ stw,

Par 10.17
(AF () e} = o) funlli, o Tim_o(1) =0
et par 10.15
[ stw)unza [ Glu)
Q Q
On a donc

_ / Vunl? + g / G(un) < o(1) a1y
Q Q

‘g/ |Vun|2—q/G(un)
Q Q

En ajoutant ces deux derniéres relations, le terme ¢ [, G(u,) disparait et on obtient

Par ailleurs par 10.16 on a

<c,

q
(2-1) / V|2 < Cy + o(1) |t | 12
Q

Comme ¢q > 2, (5 — 1) > 0, et il résulte de I'inégalité ci-dessus que

1
2
otnll g = ( / |wn|2)
Q

reste borné lorsque n — +o00.

Nous sommes maintenant préts pour étudier la condition de Palais-Smale.

Théoréme 10.3.1

Si p < 2* alors F vérifie la condition de Palais-Smale.
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Preuve

Soit u, une suite de Palais-Smale. D’apres la proposition 10.3.2, (uy,)nen est bornée dans
H} (€2). On peut donc extraire une suite qui converge faiblement dans H{ (£2) vers un élément
wH (Q), i.e

u, — u dans H} () (pour une sous-suite, encore notée 1, )

Afin de prouver le théoréme, montrons que si u, — u dans Hg () et p < 2*, alors
g(un)u, — g(u)u fortement dans L'Q (10.19)
En effet par injection compacte de Sobolev
u, —> u  fort dans LP (Q) (p < 2%)
On peut alors appliquer la proposition 3 du chapitre III QU’EST CE QUE C’EST?77 a la

fonction ¢t — g(t)t pour prouver 10.19.

Par ailleurs, Vo € C} (Q) on a par 10.17

| 9u¥e = [ atw) o+ ol (10.20)
On peut passer a la limite dans 10.20 pour conclure que
/QVU -V = /Qg(u)go, Y € Cj () (10.21)
et donc
—Au =g(u) dans (10.22)

En fait, on peut prendre ¢ € H} (2) dans 10.20 et 10.21. En prenant ¢ = u, (res. ¢ = u)

dans 10.20 (resp. 10.21), on a
/ |V, |> = / g(un)u, + o(1)
Q Q
v = [ gtu
Q Q
/ V2 —>/ Vul?

et donc u,, — u fortement dans Hg (2).

Par 10.19 il vient

X
Remarque Dans 1’énoncé du théoreme 10.3.1, le cas p = 2* est exclu. C’est 'assertion 10.19 qui

n’est plus valable, car I'injection H} — L?" nest pas compacte.

En fait, dans le cas ou
gt) =t %t
nous montrerons que la condition de Palais-Smale n’est pas satisfaite (chapitre IX). Nous ferons
en particulier une étude détaillée du mécanisme de perte de compacité dans ce cas-la.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer un résultat d’existence.
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Théorme 10.3.2

Si g vérifie 10.13, 10.13 pour p < 2* et 10.15 alors il existe une solution positive u™, non
nulle, dans Hj () a 1’équation 10.11.

X

Preuve

Nous allons appliquer le lemme du col (théoréme 10.1.1) & la fonctionnelle F. 1l s’agit alors
de trouver une ”cuvette”, et un point bas.

1¢7¢ étape Existence d’une cuvette.

Il est clair, comme g(0) = 0, que la fonction nulle u = 0 est solution de I’équation et donc
point critique. Afin de voir s’il y a une cuvette autour de 0, nous étudions le développement
a l'ordre 2 autour de 0, de la fonctionnelle F* (en fonction de la norme |[|| g1 ).

Comme @ — 0 lorsque ¢t — 0, on vérifie par 10.13 et 10.14 que, pour tout € > 0 il existe
une constante C() telle que

lg(t)] < elt| + C(e)|tP~?

d’ou il résulte que

C(e)

£
G(t) < §\tl2 + Tltlp

On a donc 1 1 1
F(u) > Slull7n — 5€IIUH%2 - ];C(é‘)IIUII’ip

Comme 2 < p < 2%, on a par injection de Sobolev
lullze < Cpllullm

et par inégalité de Poincaré
[ullz2 < Collull L2

Il vient alors

1 1 1
F) 2 Glully — 5Ceelullts — C,CE) ull,

1 1 1 p—2 2
[(2 _ 2025) ~ G O@ull? | uly

Y

11 suffit alors de choisir ¢ tel que

1 1 c 1

L (e ==

2 271
Comme p > 2, il existe pg > 0 tel que si ||ul| < po, alors

—

1 9 1
Z;CpC(€)|IUI|'Zé <
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Ainsi .
Fu) > ey, st flull < po
En particulier, si ||u|| = po,

F(u) >

0|~
je)
St
I
Q

Cela établit le point 1 du lemme du col.
2¢me gtape Existence du point bas.

Nous allons établir que F' n’est pas minorée, ce qui fournit automatiquement le point bas
Ul.

Montrons tout d’abord que G croit au moins aussi vite que [t|9, c’est-a-dire qu’il existe
C > 0 tel que
Gl = cle (10.23)

Cela résulte en fait de I'hypothese 10.15. En effet

0<qG(t) <G()t silt| > Ry
qui implique

& (iaw) 2 0, sl Ry

10.23 en découle aisément.

On peut alors utiliser un argument d’homogénéité. On a, pour u € Hg,

F(xw) = )\22/Q|Vv2/QG()\v)

)\2
< 7/ |Vv\2—\)\|q/ u? par 10.23
2 Jo Q

Comme ¢ < 2, si v # 0, on voit que

lim F(\)=—-00
[A] =400
Il suffit alors de choisir un vecteur v non nul, quelconque, et de poser u; = Av, pour A
assez grand.

3é¢me étape Application du lemme du col.

Par le théoreme 10.3.1, F satisfait (P.S). Nous venons de vérifier que les hypotheses 1, 2
du théoreme 10.1.1 sont satisfaites. On peut donc appliquer ce résultat, qui nous dit que
B > a > 0 définie par 10.3 est une valeur critique. Nous avons donc obtenu une solution
non triviale de ’équation 10.11.

Si on désire une solution non triviale positive, on remplace la fonction g par la fonction
gt définie par
g = max(g,0)
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et G par
t
Gt = / gt(s)ds
0

et F' par F* définie par

Frw =3 [ 1ok~ [ 6*w)

On vérifie que F'T satisfait (P.S), et qu’il y a une ”cuvette”, comme précédemment autour
de la fonction nulle. Par ailleurs comme Gt < G, on a

F(v) > F*(v)

et donc \ lim F*(A\v) = —oo pour v # 0. L’existence du point bas s’en déduit donc comme
—+0o0

précédemment. En appliquant le lemme du col, on obtient ’existence d’une solution non

nulle u™ de

ut 0 sur 0f)

{ —Aut = gT(u'h) sur
Comme g+ > 0, il résulte du principe du maximum que
ut >0 dansQ
Or par 10.15, g(¢)t > 0, Vt € R donc
g(t) >0, sit>0

Ainsi g™ (¢) = g(t), Vt € RT, et donc g7 (ut) = g(u™), ut est donc la solution recherchée.

10.4 Exercices

Exercice 1

On considere I'espace de Hilbert H{ ([0, 1]). On rappelle que H{ ([0,1]) < C° avec injection
compacte. Soit p une fonction continue sur [0, 1] telle que

1<p(z) <2, Vzel1]
1. On cherche u € H{ ([0,1]) solution de I'équation

{ _%(p(x)ﬁu) expu® =1 sur [0,1] (10.24)
u(0) = u(l)=0

Montrer qu’il y a une solution évidente.

2. Montrer que les solutions de 10.24 correspondent aux points critiques d’une fonctionnelle
que ’on précisera.

3. Montrer en utilisant le lemme du col que 10.24 a une solution dans Hg ([0, 1]) non triviale,
positive.
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Exercice 2
1. On considere pour A € RT (parametre) I’équation
d
= (p(:c)%u) = A(expu—1) sur [0, 1] (10.25)
u(0) = u(l)=0

[p comme dans 'exercice 1].
Montrer que 10.25 a une solution non triviale si A > 0 est assez petit.
2. Méme question pour I’équation

u(0) = u(l)=0

Exercice 3

Soit 2 un domaine borné régulier de RY. On note \; la premiére valeur propre du laplacien
sur 2. Soit g une fonction de R dans R telle que

t
@ —a lorsque t — 0

t
gT) — b lorsque [t| = 400

On suppose que a < A1 < b (et g € C° (R). On suppose de plus b < Ay (deuxieéme valeur propre).

1. Montrer que I’équation

{—Au = g(u) dansQ (10.27)

U = 0 sur 02

a une solution.

2. (Réflexion). Que peut-on dire si a = Ay ?
Soit F' une fonctionnelle sur un espace de Banach E. Montrer que si F' a deux minima
locaux, alors F' a au moins trois points critiques.

Exercice 4

Soit F' une fonction de classe C* sur R? telle que V(z,y) € R?

Flx+1l,y) = F(x,y)
Flz,y+1) = F(x,y)

Montrer que F' a au moins trois points critiques dans le carré [0, 1]2.



