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▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼
✷✵✶✶✲✷✵✶✷

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s ♥♦t❡s ❞❡ ❝♦✉rs ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♠✐s❡s à ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
ét✉❞✐❛♥ts ❧♦rs ❞❡ ♠♦♥ ❝♦✉rs ❞✉ s❡❝♦♥❞ s❡♠❡str❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ ✷✵✶✶✲✷✵✶✷✳ ❊❧❧❡ ♥✬♦♥t
♣❛s été ré✈✐sé❡s ❞❡♣✉✐s ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❛té♥é❡s ✐❝✐✳ ▲❡ ❝♦✉rs ❛✉r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✐❡✉
❛✉ s❡❝♦♥❞ s❡♠❡str❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✳

❈❡ ❝♦✉rs ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣r✐t
♣❧✉s ✓ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ✔ q✉❡ ❝❡ q✉✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❏✬❛✐ ❢❛✐t ❝❡ ❝❤♦✐① ♣❛r❝❡ q✉❡ ❥❡
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✭très ❧✐♠✐té t♦✉t❡❢♦✐s ✐❝✐✮ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s
❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❢❛✉t
❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s ♣❧❛ît ❛✉① ét✉❞✐❛♥ts s✐ ❥✬❡♥ ❥✉❣❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♣❧✉tôt é❧❡✈é ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉rs ❞❡ ▼❛st❡r ✶ ✭❡t ♣❛r ❧❡✉r ♣r♦♣r❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s✮✳ ▲❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♠♦❞❡r♥❡ ❡t s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❣é♥ér❛✉① ❞❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱
q✉✐ r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡s s❛♥s s♦♥ ❛✐❞❡✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t ✐❧ ♥❡ ♠❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐❣♥♦r❡r✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t✲❞✐t❡✱ ❧❡ ❝♦✉rs s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡
❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ à s❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❡t ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❡t
✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ s✉❥❡t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ✭à ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❘♦♥♥✐❡ ❇r♦✇♥✮ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛♥ ❑❛♠♣❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ r❡❧❛t✐❢s à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡
♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡✉① ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞✉
❝❡r❝❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛♥ ❑❛♠♣❡♥ ♥❡ ♣❛r❧❛♥t q✉❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❱✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❡①♣♦sé ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡t s✉r
❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❝❤♦s❡s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t
❡t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✭❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r✮ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s q✉✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦rt✐❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞é✲
r❛t✐♦♥s ✐♥t✉✐t✐✈❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡st
♣rés❡♥té❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✓ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✔✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ét❛♥t r❡♣♦✉ssé❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✱ ❞❡



sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❇r♦✉✇❡r✱ ❡t❝✳ ✳ ✳ ❡♥ s♦♥t ❞é❞✉✐ts✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✈✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s
♣❡t✐t❡s ❝❤❛î♥❡s ✭q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s✮✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡
❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ s❛♥s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉rs ❞✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ tr❛♣♣❡
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ❡t ❧❡ ❝❛♣✲♣r♦❞✉✐t s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥s✉✐t❡✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❞é♠♦♥tré✱ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❞❡s ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞ét❛✐❧❧és ❞❡s ♣r♦♣r✐étés r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❛♥ts ❞❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s ❛✈❡❝ ❝❡s ♣r♦❞✉✐ts✳
▲❡ ❝♦✉rs s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✳ ▲❡
t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐ ♥✬❛ ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✳

❈❡ t❡①t❡ ❛ été ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ♠♦✐s q✉✐ ♦♥t ♣ré❝é❞é ❧❡ ❝♦✉rs ❡t ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝♦✉rs ❧✉✐✲
♠ê♠❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❥❡t✳ ■❧ s♦✉✛r❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s s✉❥❡ts ♦♥t
été ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été é❝r✐t❡s
✭♥✐ ❜✐❡♥ sûr ❡♥s❡✐❣♥é❡s ❢❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s✮✱ ♠❛✐s r❡st❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣❛r ❡✉①✲♠ê♠❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❡✉ ❞✐s♣❛r❛tr❡✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❧✉tôt ❝♦♥s✐st❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ à ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❛✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✳

P❛r✐s✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✷✳

❚❛❜❧❡ ❞❡s ▼❛t✐èr❡s

• ✷✸ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✶✷ ✿ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
❊①❡♠♣❧❡s ✿ ❊♥s✱ ❚♦♣✱ ●r✱ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭♣ré✮♦r❞♦♥♥és✱ ❣r♦✉♣❡s✱ ♠♦♥♦ï❞❡s✳ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳
❆✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ ●r♦✉♣♦ï❞❡s✳ ❈♦♥♥❡①✐té ❡t s✐♠♣❧❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✳ ❊①❡♠♣❧❡s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝r♦✐ss❛♥t❡s✴❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ❞✉❛❧ ❞✬✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ❈❛té❣♦r✐❡ ❈❛t ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❡t ❝❛té❣♦r✐❡s q✉♦t✐❡♥t✳

• ✷✺ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✶✷ ✿ P❛✐r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ♣❛✐r❡s✳ ❈❤❡♠✐♥s✱ st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✱ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❳ à ❡①tré♠✐tés ❞❛♥s ❆✳ ❍♦♠♦t♦♣✐❡
❡♥tr❡ ❝❤❡♠✐♥s✳ ▲✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❳ r❡❧❛t✐❢ à ❆✳ ❖❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧✴✜♥❛❧
❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡✳

• ✸✵ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡s✱ ❣r❛♣❤❡s✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛♥ ❑❛♠♣❡♥ ✭✈❡rs✐♦♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡s à ❧❛ ❘♦♥❛❧❞ ❇r♦✇♥✮✳

• ✶ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ❊sq✉✐ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡s q✉✐
❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳ ❋❧è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✈❡rs ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✳
❊①❡♠♣❧❡s ✿ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡s✱ ❡①❡♠♣❧❡s✳ ◆❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✢è❝❤❡s
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s✳

✷



• ✻ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t♦r✐❛❧✐té✳ ❋♦♥❝t❡✉rs ❛❞❥♦✐♥ts✳ ▲✐♠✐t❡s✴❝♦❧✐♠✐t❡s ❡t ❧❡✉r ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❛❞❥♦✐♥ts✳

• ✽ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❯♥✐té ❡t ❝♦✲✉♥✐té ❞❡s ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲✐♠✐t❡s
❡t ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❊♥s ❡t ❞❛♥s ❚♦♣✳ ❊①❡♠♣❧❡s ✿ é❝r❛s❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✱ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡t
❝ô♥❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

• ✶✸ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ◆♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ❈❛té❣♦r✐❡s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s✳ ❈❛rrés ❝❛r✲
tés✐❡♥s ❡t ♣✉❧❧❜❛❝❦s✳ ●r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts✳ ❆❝t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡
r❡✈êt❡♠❡♥ts✳

• ✶✺ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ❘❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❤♦♠♦t♦♣✐❡s✱ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡t ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧✱ ❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ✜❜r❡✱ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✳

• ✷✵ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ❙✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❢♦♥❝t❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s✱
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s✳

• ✷✷ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ◆♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡✲
♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✳

• ✷✼ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❆✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✳

• ✷✾ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✿ ❘❡✈êt❡♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❛✉① s✉r✲
❢❛❝❡s ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ❈❛té❣♦r✐❡s ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳
●r♦✉♣♦ï❞❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥s✳

• ✺ ♠❛rs ✷✵✶✷ ✿ ❈❖✲t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❡s✲
♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✐♥tés✳ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts✳ ●r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
s✉♣ér✐❡✉rs✳

• ✼ ♠❛rs ✷✵✶✷ ✿ Pr❡♠✐❡r ❡①❛♠❡♥ ♣❛rt✐❡❧✳ ❚❡①t❡ ❡t ❝♦rr✐❣é✳

• ✶✷ ♠❛rs ✷✵✶✷ ✿ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❜♦r❞✳ ▼♦❞✉❧❡s s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✳ ❙✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s✳ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❝✐♥q✳ Pr♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳

• ✶✹ ♠❛rs ✷✵✶✷ ✿ ❆❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❣r❛❞✉é❡s✳ ❆❧❣è❜r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡✱ ❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳
❚❤é♦r✐❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳
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Nous introduisons ici le langage des « catégories », qui va nous permettre d’établir un pont entre la
topologie et l’algèbre. Bien que ce ne soit pas l’idée qui a historiquement mené à la notion de catégorie,
il est intéressant de voir cette notion comme une généralisation de celle de groupe. On peut penser à
un groupe comme à un ensemble d’« opérations » susceptibles d’agir ou d’opérer sur un ensemble. Le
fait de pouvoir agir sur un ensemble est d’ailleurs l’une des principales raisons d’être des groupes. On
peut généraliser la notion de groupe dans deux directions indépendantes. On peut d’abord renoncer à ne
considérer que des opérations réversibles. On obtient alors la notion de « monoïde ». Un monoïde est un
ensemble d’opérations qu’on peut composer (la composition étant toujours associative) et comportant
une opération « identique » jouant le rôle d’élément neutre. Mais on ne demande plus que ces opérations
soient reversibles (inversibles). Le concept de monoïde est parfaitement naturel et on le rencontre dans
de nombreuses situations. Une autre manière de généraliser la notion de groupe est de considérer que les
objets sur lesquels on va agir ne sont pas indifférenciés, mais classés selon leur « type ». Chaque opération
opère sur les éléments d’un certain type et produit des éléments d’un autre type (éventuellement le
même). La composition sera toujours associative, et ces opérations toujours réversibles. La notion ainsi
définie est celle de « groupoïde », que nous allons étudier avec quelques détails, car elle est importante en
topologie algébrique. Enfin, on peut faire ces deux généralisation en même temps et ce qu’on obtient est
la notion de catégorie, tout au moins la notion de « petite catégorie ». Pour les besoins de la topologie
algébrique, on doit aussi considérer de « grandes catégories », c’est-à-dire des catégories qui ont trop
d’opérations pour que ces dernières puissent former un ensemble.

Dans le vocabulaire officiel des catégories, ce que nous avons appelé « opération » s’appelle « flèche »ou
« morphisme », et ce que nous avons appelé « type » s’appelle « objet ». Ce vocabulaire est en très grande
partie justifié par les exemples historiques qui ont mené au concept de catégorie, comme la catégorie des
ensembles et applications, des groupes et morphismes de groupes, des espaces vectoriels sur un corps et
applications linéaires ou des espaces topologiques et applications continues.

☞ 1 Définition. Une catégorie C est constituée d’objets et de flèches.( 1) Chaque flèche de C a une
source et un but, qui sont des objets de C. Une flèche f de source X et de but Y sera notée :

X
f // Y

Tout objet X de C a une flèche « identité » : X
1 //X , et si on a des flèches X

f //Y
g //Z , alors

on a une flèche X
g◦f //Z , appelée « composition de f et g ». Ces données doivent satisfaire les axiomes

suivants :
1. Ici j’évite de dire qu’on a un « ensemble » d’objets ou une « classe » d’objets (c’est-à-dire une collection trop grosse

pour être un ensemble). En fait, on a une grande liberté sur cette question et la collection des objets ou des flèches d’une
catégorie peut être a peu près ce qu’on veut. Bien sûr, dans les exemples « historiques » de catégories, qui sont ceux qu’on
utilise principalement ici, les collections des objets et des flèches ne sont pas des ensembles. On parle alors de « grande
catégorie ». Quand au contraire les collections des objets et des flèches sont des ensembles, on parle de « petite catégorie ».



• Éléments neutres : pour toute flèche X
f // Y , on a f ◦ 1 = f = 1 ◦ f ,

• Associativité : pour toutes flèches X
f // Y

g // Z
h // T on a (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

☞ 2 Exemple. Des exemples de catégories qui sont importants pour la topologie algébrique (et qui
sont aussi les exemples historiques) sont les suivants :

• La catégorie Ens des ensembles et applications.

• La catégorie Top des espaces topologiques et applications continues.

• La catégorie Gr des groupes et morphismes de groupes.

• La catégorie Ab des groupes abéliens et morphismes de groupes.

• Pour tout corps commutatif k, la catégorie Vectk des espaces vectoriels sur k et applications
k-linéaires.

La vérification du fait que ces exemples sont bien des catégories, c’est-à-dire que les conditions de la
définition ci-dessus sont satisfaites, est évidemment triviale. Les exemples ci-dessus sont bien sûr de
grandes catégories. Plus généralement, pour une structure mathématique quelconque pour laquelle on
a une notion de morphisme, on a le plus souvent une « catégorie des modèles de cette structure ».

D’autres exemples, cette fois de petites catégories, nous seront également utiles :

• Un ensemble X préordonné( 2) est une catégorie dont les objets sont les éléments de X, dans
laquelle il y a une seule flèche de x vers y si x ≤ y, aucune flèche sinon. Noter que la donnée d’un
ensemble préordonné est équivalente à la donnée d’une petite catégorie dans laquelle il y a au plus
une flèche entre deux objets.

• Un groupe est une petite catégorie qui a un seul objet (anonyme) et dont les flèches sont les
éléments du groupe. La composition des flèches est la multiplication du groupe, la flèche identité
de l’unique objet est l’élément neutre du groupe.

• Plus généralement, un monoïde est une catégorie à un seul objet (et réciproquement !). Rappelons
qu’un monoïde est un ensemble muni d’une loi de composition interne associative avec élément
neutre. Un groupe n’est rien d’autre qu’un monoïde dans lequel tous les éléments sont inversibles.

☞ 3 Remarque. Quiconque a fait un peu de mathématiques sait qu’il ne faut pas confondre la
composition des applications avec l’opération qui consiste à appliquer une fonction à un argument. Il
est toutefois d’usage en mathématiques de noter ces deux concepts par simple juxtaposition. Ainsi,
gf pourra être une notation pour g ◦ f et fx une notation pour f(x). Un peu de réflexion permet
pratiquement toujours de lever l’ambiguïté, ce qui est d’ailleurs essentiellement dû au fait que pour des
raisons de typage, l’une des deux possibilités n’a souvent pas de sens. Toutefois, nous noterons ici le
plus souvent la composition à l’aide du signe ◦ afin de rendre la lecture plus facile. Ce genre de vœu
pieux a ses limites. Par exemple, si la catégorie est un groupe, la composition est la mutiplication du
groupe, et noter la multiplication à l’aide de ◦ alourdirait tout à fait inutilement l’écriture. On procédera
souvent de même pour les groupoïde. De même, la composition des foncteurs sera le plus souvent notée
par juxtaposition. Notons enfin que les « transformations naturelles » que nous allons définir plus loin
peuvent se composer de diverses façons (compositions verticale, horizontale et hétérogène). Seule la
composition verticale sera notée à l’aide de ◦. Les deux autres seront notées par simple juxtaposition,
et la composition (ordinaire) des foncteurs qui peuvent apparaître dans des formules contenant des

2. C’est-à-dire un ensemble muni d’une relation binaire reflexive et transitive.
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compositions hétérogènes sera notée exceptionnellement par simple juxtaposition. On trouvera plus loin
plus de détails sur ces questions.

☞ 4 Définition. Si C est une catégorie, et si X et Y sont deux objets de C, la collection des flèches de
X vers Y sera notée C(X, Y ). Si pour tous objets X et Y , C(X, Y ) est un ensemble, la catégorie C est
dite « localement petite ».

Toutes les catégories que nous allons utiliser sont localement petites.

☞ 5 Définition. Soit C une catégorie et f : X → Y une flèche de C. On dit que f est « inversible »,
ou que f est un « isomorphisme », s’il existe une flèche g : Y → X (qu’on notera le plus souvent f−1),
telle que f ◦ g = 1 et g ◦ f = 1.

On peut donc reformuler la définition des groupes de la façon suivante : Un groupe est une petite catégorie
à un seul objet dont toutes les flèches sont des isomorphismes. D’ailleurs, une catégorie avec un nombre
quelconque d’objets dont toutes les flèches sont des isomorphismes est appelée un « groupoïde ».

☞ 6 Définition. Les isomorphismes f : X → X d’un objet X d’une catégorie vers lui-même sont
appelés des « automorphismes » de X. Il est clair qu’ils forment un groupe (au moins dans le cas d’une
catégorie localement petite), noté Aut(X), pour la composition des flèches, et dont l’élément neutre est
la flèche identité de X.

De même qu’il y a des morphismes de groupes, des applications continues entre espaces topologiques,
etc. . . c’est-à-dire plus généralement des « morphismes » entre deux modèles d’une même structure, il y
a des morphismes entre catégories, qu’on appelle des « foncteurs » :

☞ 7 Définition. Soient C et D des catégories. Un « foncteur covariant (resp. contavariant) » F : C → D

envoie tout objet X de C sur un objet F (X) de D et toute flèche f : X → Y de C sur une flèche
F (f) : F (X) → F (Y ) (F (f) : F (Y ) → F (X) dans le cas d’un foncteur contravariant) de D, en
respectant les structures de catégories, c’est-à-dire que :

• F (1X) = 1F (X) pour tout objet X de C,

• F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) pour toute paire de flèches composables de C (foncteur covariant), ou
F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g) (foncteur contravariant).

On a donc une catégorie Cat des petites catégories (qui est une grande catégorie) et une catégorie des
grandes catégories (qui est une « très grande » catégorie). On vérifie facilement que les morphismes
entre des catégories qui sont des groupes sont précisément les morphismes de groupes, de même pour les
monoïdes. On pourra éventuellement s’étonner de ce qu’il existe deux sortes de morphismes (covariant
et contravariant) entre catégories. En fait, dans le cas des ensembles ordonnés ces deux notions sont
celles de fonction croissante et de fonction décroissante, qui nous sont déjà familières.

L’un des exemples historiques de foncteur( 3) est celui de l’espace dual d’un espace vectoriel. Le foncteur
F : Vectk → Vectk associe à chaque espace vectoriel X son espace dual F (X) = X∗, c’est-à-dire l’espace
des formes linéaires sur X. Si f : X → Y est une application linéaire, F lui associe sa « transposée » :
f∗ : Y ∗ → X∗. On a (1X)∗ = 1X∗ et (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗. Il s’agit bien sûr d’un foncteur contravariant.

3. Utilisé par Eilenberg et Mac Lane dans leurs articles fondateurs.
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1 Groupoïdes.

Rappelons qu’un groupoïde est une (petite) catégorie dont toutes les flèches sont des isomorphismes.
Noter qu’une sous-catégorie d’un groupoïde n’est pas nécessairement un groupoïde, car une telle sous-
catégorie, si elle contient une flèche f ne contient pas nécessairement son inverse (par exemple, le monoïde
additif N est une sous-catégorie du groupe additif Z, sans pour autant être un groupe). Toutefois, toute
sous-catégorie pleine d’un groupoïde est clairement un groupoïde. En particulier, si X est un objet d’un
groupoïde C, la sous-catégorie pleine de C ayant X pour unique objet est un groupoïde, en fait un groupe,
qui n’est autre que Aut(X).

La relation d’isomorphisme est clairement une relation d’équivalence sur la classe des objets d’un grou-
poïde C. Toute sous-catégorie pleine de C ayant pour objets les éléments d’une classe d’isomorphisme
est appelée une « composante connexe de C ». Un groupoïde est « connexe » si et seulement si il a une
seule composante connexe, ce qui revient à dire que tous ses objets sont isomorphes.

Soit u : X → Y une flèche dans un groupoïde C. L’application Aut(u) = (f 7→ ufu−1) envoie Aut(X)
dans Aut(Y ). Elle est appelée « conjugaison par u ».

Xf
'' u

**
Y

u−1

jj ufu−1

ff

☞ 8 Lemme. Pour tout groupoïde C, Aut est un foncteur (covariant) de C vers la catégorie IsoGr des
groupes et isomophismes de groupes. De plus, deux flèches parallèles u, v : X → Y de C sont envoyées sur
des morphismes conjugués, c’est-à-dire qu’il existe w ∈ Aut(Y ) tel que Aut(v)(f) = w Aut(u)(f)w−1,
pour tout f ∈ Aut(X).

Démonstration. On sait déjà que pour tout objet X de C, Aut(X) est un groupe. Soit u : X →

Y une flèche de C. On a, pour tous f et g dans Aut(X), Aut(u)(gf) = ugfu−1 = ugu−1ufu−1 =
Aut(u)(g) Aut(u)(f), ce qui montre que Aut(u) : Aut(X) → Aut(Y ) est un morphisme de groupes.

Par ailleurs Aut(1X) = 1Aut(X) et (Aut(u) Aut(v))(f) = uvfv−1u−1 = (uv)f(uv)−1 = Aut(uv)(f). Aut
est donc un foncteur (covariant) de C vers Gr, et même vers IsoGr puisque tout foncteur préserve les
isomorphismes.

Si u, v : X → Y sont des flèches parallèles de C, On a Aut(v)(f) = vfv−1 = vu−1ufu−1uv−1 =
w Aut(u)(f)w−1, avec w = vu−1. ❏

Il en résulte bien sûr que si X et Y sont dans une même composante connexe du groupoïde C, les groupes
Aut(X) et Aut(Y ) sont isomorphes, mais généralement, ils ne le sont pas d’une manière canonique, sauf
bien sûr s’ils sont commutatifs, d’après ce qui précède. Noter également que même si Aut(X) et Aut(Y )
ne sont pas isomorphes d’une manière canonique (pour X isomorphe à Y ), tout sous-groupe distingué
de Aut(X) a la même image par tous les morphismes Aut(u) (pour u : X → Y ).

☞ 9 Définition. Un groupoïde C est dit « simplement connexe » si tous les diagrammes de C sont
commutatifs.( 4)

Il revient au même de dire que pour tous objets X et Y de C, C(X, Y ) a au plus un élément. En pratique,
un groupoïde simplement connexe est tel que si on va de X à Y en suivant des flèches composables,

4. On n’impose pas que C soit connexe.
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la composition de ces flèches ne dépend pas du chemin suivi. Bien sûr, si C est simplement connexe,
C(X, X) a au plus un élément et tous les groupes d’automorphismes des objets de C sont réduits à leur
élément neutre.

2 Congruences et catégories quotients.

On construit l’ensemble Z/nZ des entiers modulo n en faisant le quotient du groupe (additif) Z par
la relation d’équivalence qui identifie deux entiers dont la différence est divisible par n. La raison pour
laquelle le quotient ainsi obtenu a une structure naturelle de groupe est que cette relation d’équivalence
est compatible avec l’addition de Z. Autrement-dit, elle est une « congruence » relativement à l’addition
de Z. On imagine facilement que cette construction se généralise aux catégories.

☞ 10 Définition. Soit C une catégorie. Une « congruence » sur C est une relation d’équivalence ∼

entre flèches parallèles de C qui est compatible avec la composition, c’est-à-dire que si on a des flèches

X

f
))

f ′

55 Y

g
))

g′

55 Z

telles que f ∼ f ′ et g ∼ g′, alors g ◦ f ∼ g′ ◦ f ′.

☞ 11 Lemme. Soit ∼ une congruence sur une catégorie C. On a une « catégorie quotient », notée C/∼,
dont les objets sont ceux de C et dont les flèches de X vers Y sont les classes d’équivalence de flèches
de C de X vers Y . Il y a un foncteur de projection canonique π : C → C/∼, et il est tel que pour tout
foncteur F : C → D tel que F (f) = F (g) pour toutes flèches f et g telles que f ∼ g, il existe un unique
foncteur F : C/∼ → D (F « passé au quotient ») tel que F ◦ π = F .

C

F
��3

33
33

33
π // C/∼

F����
��

��
�

D

Démonstration. La démonstration n’est qu’un remake trivial de celle qui vaut pour le cas des groupes.
Noter que le fait que π soit un foncteur signifie en particulier qu’on a π(g◦f) = π(g)◦π(f), autrement-dit
que pour calculer la composée de deux flèches (composables) de C/∼, il suffit de choisir des représentants
de ces deux flèches dans C, de les composer et de prendre la classe d’équivalence du résultat obtenu. On
voit qu’on a affaire à une simple généralisation du calcul modulo n sur les entiers. ❏

☞ 12 Remarque. Le foncteur π : C → C/∼ est clairement bijectif sur les objets et surjectif sur les
flèches. Comme tout foncteur préserve les isomorphismes, on voit que C/∼ est un groupoïde dès que C

est un groupoïde, et on retrouve donc le cas particulier des groupes.

5



Topologie Algébrique

Alain Prouté

Master 1 de l’Université Denis Diderot-Paris 7
2011-2012

Notes du cours du 25 janvier 2012.

Le groupe fondamental est le foncteur historique de la topologie algébrique. Il a été introduit
par Henri Poincaré au début du XXième siècle. À chaque point a d’un espace topologique X

est attaché un groupe, appelé « groupe fondamental de X en a » et noté π1(X, a). Mais on
peut aussi utiliser plusieurs points de X au lieu du seul point a, c’est-à-dire une partie A de
X. Ce qu’on définit n’est alors plus un groupe, mais un groupoïde, qu’on notera Π(X, A), qui a
autant d’objets qu’il y a de points dans A. Le groupe fondamental π1(X, a), qui n’est autre que
Π(X, {a}), est alors le groupe des automorphismes de l’objet a de n’importe quel groupoïde
Π(X, A) tel que a ∈ A. Bien que Π(X, A) et π1(X, a) soient des catégories équivalentes quand
X est connexe par arcs et a ∈ A, Π(X, A) s’avère être plus pratique et plus naturel. Il permet
également d’obtenir des résultats qu’on ne peut pas obtenir en ne considérant que des groupes.
Par exemple, le théorème de van Kampen exprimé à l’aide des groupoïdes permet de calculer
π1(S1, ∗), ce qu’on ne peut pas faire avec le théorème de van Kampen exprimé avec des groupes.

1 Chemins.

☞ 1 Définition. Soit X un espace topologique, a et b deux points de X. Un « chemin (de
X) de a à b » est une application continue γ : [u, u + l] → X (où u et l sont deux réels et
0 ≤ l), telle que γ(u) = a et γ(u + l) = b. Le réel l est appelé la « longueur » du chemin γ (qui
peut être nulle). Si u = 0 et l = 1, on dit que le chemin γ : [0, 1] → X est « standard ». Si
γ : [u, u + l] → X est un chemin quelconque, le chemin standard γ défini par γ(s) = γ(u + sl)
est appelé le « standardisé de γ ».

Les points a et b sont appelés respectivement l’« origine » et l’« extrémité » de γ. a et b seront
aussi appelés « les extrémités de γ ». Il est clair que tout chemin a les mêmes extrémités (et la
même image) que son standardisé.

☞ 2 Définition. Soient γ : [u, u + l] → X et δ : [x, x + k] → X deux chemins d’un espace
topologique X. On dit que « δ est concaténable à γ » si l’origine de δ est l’extrémité de γ (i.e.
δ(x) = γ(u + l)). Si tel est le cas, la concaténation γ⋆δ : [u, u + l + k] → X est le chemin défini
par

(γ⋆δ)(s) =

{

γ(s) si s ∈ [u, u + l]
δ(s − u − l + x) si s ∈ [u + l, u + l + k]



L’application γ⋆δ est bien définie car pour u + l ≤ s ≤ u + l + k, on a x ≤ s − u − l + x ≤ x + k,
et γ(u + l) étant égal à δ(x), un lemme bien connu de topologie générale montre que γ⋆δ est
une fonction continue. Noter également que si deux chemins sont concaténables, il en est de
même de leurs standardisés (puisque la standardisation ne modifie pas les extrémités).

☞ 3 Lemme. La concaténation des chemins est associative, et les chemins de longueur nulle
sont neutres pour la concaténation.

Démonstration. Soient γ : [u, u + l] → X, δ : [x, x + k] → X et ǫ : [y, y + m] → X trois chemins
de X, tels que γ(u + l) = δ(x) et δ(x + k) = ǫ(y). La définition 2 nous donne

((γ⋆δ)⋆ǫ)(s) =











γ(s) si s ∈ [u, u + l]
δ(s − u − l + x) si s ∈ [u + l, u + l + k]
ǫ(s − u − l − k + y) si s ∈ [u + l + k, u + l + k + m]

Par ailleurs, elle donne

(δ⋆ǫ)(s) =

{

δ(s) si s ∈ [x, x + k]
ǫ(s − x − k + y) si s ∈ [x + k, x + k + m]

et comme (s − u − l + x) − x − k + y = s − u − l − k + y, on voit que ((γ⋆δ)⋆ǫ)(s) = (γ⋆(δ⋆ǫ))(s).
L’assertion concernant les chemins de longueur nulle est triviale. ❏

En conséquence, pour toute paire topologique (X, A), on a une catégorie Chem(X, A) des
« chemins de X relatifs à A ». Les objets de Chem(X, A) sont les éléments de A, et les flèches
de a ∈ A vers b ∈ A sont les chemins de a à b. La composition des flèches est la concaténation
des chemins et le chemin de longueur nulle en a ∈ A, est l’identité de a.

☞ 4 Lemme. Chem est un foncteur (covariant) de la catégorie Top2 des paires topologiques
vers la catégorie Cat des petites catégories.

Démonstration. On a déjà construit Chem sur les objets. Soit f : (X, A) → (Y, B) une ap-
plication continue. Si γ : [u, u + l] → X est un chemin de X de a ∈ A à b ∈ A, le composé
f ◦ γ : [u, u + l] → Y est un chemin de f(a) ∈ B à f(b) ∈ B. Il est immédiat que cette
correspondance préserve la concaténation et les chemins de longueur nulle. ❏

☞ Exercice 1. En remarquant que Chem(f) : Chem(X, A) → Chem(Y, B) préserve la
longueur des chemins, montrer que Chem n’a pas d’adjoint à gauche. Montrer que Chem n’a
pas non plus d’adjoint à droite. Montrer que Chem préserve quand-même les produits et les
sommes.

☞ 5 Définition. Soit X un espace topologique, a et b deux points de X, γ : [u, u + l] → X et
δ : [x, x+k] → X deux chemins de a à b (on a donc γ(u) = δ(x) = a et γ(u+ l) = δ(x+k) = b).
On dit que « γ est homotope à δ » s’il existe une application continue (appelée une « homotopie
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de γ à δ ») h : [0, 1] × [0, 1] → X telle que

h(0, s) = γ(u + sl) pour tout s ∈ [0, 1]
h(1, s) = δ(x + sk) pour tout s ∈ [0, 1]
h(t, 0) = a pour tout t ∈ [0, 1]
h(t, 1) = b pour tout t ∈ [0, 1]

☞ 6 Lemme. Tout chemin est homotope à son standardisé.

Démonstration. Soit γ : [u, u + l] → X un chemin, et δ : [0, 1] → X son standardisé. On a
δ(s) = γ(u + sl) pour tout s ∈ [0, 1]. Il suffit de poser h(t, s) = γ(u + sl). On a alors en effet :

h(0, s) = γ(u + sl)
h(1, s) = γ(u + sl) = δ(s) = δ(0 + s × 1)
h(t, 0) = γ(u) = a

h(t, 1) = γ(v) = b

❏

☞ 7 Remarque. On peut éventuellement s’étonner du fait que l’homotopie h de la dé-
monstration précédente ne fasse pas intervenir t. La raison est qu’une homotopie entre deux
chemins est juste par définition une homotopie entre leurs standardisés. Du point de vue de
l’homotopie, un chemin est donc essentiellement indiscernable de son standardisé, ce qui fait
que l’homotopie de la démonstration précédente est « constante par rapport à t ».

☞ 8 Définition. Un chemin γ : [u, u + l] → X d’un espace topologique X est dit « constant »
si γ est une application constante.

On a dans ce cas γ(s) = a (où a est un point de X) pour tout s ∈ [u, u + l]. Les extrémités
d’un tel chemin sont a et a. Le standardisé d’un chemin constant est évidemment constant. Si
un chemin γ : [u, u + l] → X est tel que l = 0 (ce qui est permis par la définition 1), et si
γ(u) = a, il est le « chemin de longueur nulle en a » et il est nécessairement constant.

☞ 9 Lemme. Soit X un espace topologique, a et b deux points de X. L’homotopie entre
chemins de a à b est une relation d’équivalence.

Démonstration. On a vu que deux chemins sont homotopes si et seulement si leurs standardisés
sont homotopes. Il suffit donc de démontrer que l’homotopie est une relation d’équivalence entre
chemins standard. Le lecteur complétera lui-même cette démonstration. ❏

Bien sûr, deux chemins qui ont le même standardisé sont homotopes.

☞ 10 Lemme. L’homotopie est une congruence sur la catégorie Chem(X, A).

Démonstration. Il s’agit de montrer que si les chemins γ et γ′ de a à b sont homotopes, et
si les chemins δ et δ′ de b à c sont homotopes, alors les chemins γ⋆δ et γ′⋆δ′ (de a à c) sont
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homotopes. Soit h1 une homotopie de γ à γ′ et h2 une homotopie de δ à δ′. On a

h1(0, s) = γ(u + sl) h2(0, s) = δ(x + sk)
h1(1, s) = γ′(u′ + sl′) h2(1, s) = δ′(x′ + sk′)
h1(t, 0) = a h2(t, 0) = b

h1(t, 1) = b h2(t, 1) = c

Il suffit de poser h(t, s) = h1(t, 2s) pour s ∈ [0,
1
2

] et h(t, s) = h2(t, 2s − 1) pour s ∈ [
1
2

, 1]. Pour

s =
1
2

, on a h1(t, 2s) = b = h2(t, 2s − 1). La fonction h est donc bien définie et continue sur

[0, 1] × [0, 1]. Par ailleurs, c’est une homotopie de γ⋆δ à γ′⋆δ′. ❏

En particulier, on voit que bien que le standardisé d’une concaténation γ⋆δ ne soit pas la
concaténation des standardisés de γ et δ (puisque le premier est défini sur [0, 1] et la seconde
sur [0, 2]), ces deux chemins sont homotopes.

☞ 11 Lemme. Soit f : (X, A) → (Y, B) une application continue. Si les chemins γ et δ de
a ∈ A à b ∈ A sont homotopes, il en est de même des chemins f ◦ γ et f ◦ δ. ❏

Soient γ : [u, u + l] → X un chemin de a à b d’un espace topologique X. On pose γ−1(s) =
γ(2u+ l−s). Noter que γ−1 est bien défini, car pour si u ≤ s ≤ u+ l, on a u ≤ 2u+ l−s ≤ u+ l.
De plus γ−1(u) = γ(u + l) = b et γ−1(u + l) = γ(u) = a. L’origine de γ−1 est donc l’extrémité
de γ et réciproquement. γ−1 est appelé le « chemin inverse de γ ».

☞ 12 Lemme. Pour tout chemin γ de a à b dans un espace topologique X, γ⋆γ−1 est homotope
au chemin de longueur nulle en a et γ−1⋆γ est homotope au chemin de longueur nulle en b.

Démonstration. Soit γ : [u, u + l] → X un chemin de a à b de X.

t

s

a

a

γ

γ−1

a

On définit une homotopie h en posant

h(t, s) = γ(u + 2sl) pour (t, s) dans le triangle inférieur (2s ≤ 1 − t)
h(t, s) = γ(u + (1 − t)l) pour (t, s) dans le triangle médiant (1 − t ≤ 2s ≤ 1 + t)
h(t, s) = γ(u + (2 − 2s)l) pour (t, s) dans le triangle supérieur (1 + t ≤ 2s)

Pour 2s = 1 − t, on a γ(u + 2sl) = γ(u + (1 − t)l), et pour 2s = 1 + t, on a γ(u + (1 − t)l) =
γ(u + (2 − 2s)l). On a donc une fonction continue h bien définie sur [0, 1] × [0, 1], qui prend par
ailleurs sur les bords du carré les valeurs indiquées sur le dessin. On traite de même le cas de
γ−1⋆γ. ❏
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2 Le groupoïde fondamental Π(X, A).

Il résulte du lemme 12 que le quotient de la catégorie Chem(X, A) par la congruence d’homo-
topie est un groupoïde.

☞ 13 Définition. Soit (X, A) une paire topologique. Le groupoïde quotient de Chem(X, A)
par la relation d’homotopie est appelé le « groupoïde fondamental de X relatif à A » et noté
Π(X, A). Dans le cas où A = X, il est appelé le « groupoïde fondamental de X ». Pour tout
point a ∈ X, Π(X, {a}) est noté π1(X, a) et appelé le « groupe fondamental de X en a ».

On verra plus loin des exemples pour lesquels le groupe π1(X, a) n’est pas commutatif.

☞ 14 Lemme. Soit (X, A, B) un triplet topologique (B ⊂ A ⊂ X). Alors Π(X, B) est la
sous-catégorie pleine de Π(X, A) dont les objets sont les éléments de B.

En particulier, on voit que pour a ∈ A, π1(X, a) est le groupe des automorphismes de a dans
le groupoïde Π(X, A).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du fait que Π(X, A)(a, b) ne dépend que de
X, a et b, et non pas de A. ❏

☞ 15 Lemme. Soient (X, A) et (Y, B) des paires topologiques, f : (X, A) → (Y, B) un
morphisme entre elles. Alors f induit un morphisme de groupoïdes Π(f) : Π(X, A) → Π(Y, B),
et Π devient ainsi un foncteur de Top2 vers Grpd.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 11 (page 4). ❏

☞ 16 Lemme. Si l’espace topologique X est contractile, Π(X, A) est simplement connexe
pour toute partie non vide A de X.

Démonstration. Rappelons que Π(X, A) est simplement connexe si et seulement si il n’y a pas
dans Π(X, A) plus d’une flèche entre deux objets. Comme X est connexe par arcs, Π(X, A)
est connexe, et il suffit de montrer que pour au moins un point a de A, Π(X, A)(a, a) est un
singleton, et pour cela, il suffit en fait de montrer que π1(X, a) = 0 pour au moins un point de X

(peu importe qu’il soit on non dans A). Comme X est contractile, l’identité de X est homotope
à l’application constante qui envoie tout élément de X sur un point ∗. Si σ ∈ Chem(X, {∗}),
la composition par cette homotopie montre que σ est homotope au chemin constant en ∗. Ainsi
Π(X, {∗}) = π1(X, ∗) n’a qu’un élément. ❏

3 Problèmes universels.

La notion de « problème universel » est sans conteste la plus importante de la théorie des
catégories. C’est elle qui donne à la théorie son caractère behavioriste (à ce sujet, on pourra
consulter http://www.math.jussieu.fr/~alp/cours_2010.pdf). Elle peut être exprimée de
diverses façons : objet initial ou final, limite ou colimite, flèche universelle, foncteur adjoint,
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classifiant,. . . et ces divers aspects du concept de problème universel ont tous leur utilité en
topologie algébrique (et dans d’autres disciplines bien sûr).

☞ 17 Définition. Soit C une catégorie. Un objet I de C est dit « initial » si pour tout objet
X de C il existe une et une seule flèche I → X. Un objet F de C est dit « final » si pour tout
objet X de C il existe une et une seule flèche X → F .

☞ 18 Exemple. Voici quelques exemples assez triviaux d’objets initiaux et finals. On verra
des exemples moins triviaux plus loin.

• L’ensemble vide est initial dans Ens et Top.

• Tout singleton est final dans Ens et Top.

• ({∗}, ∗) est à la fois initial et final dans Top
•
.

• Z est initial dans la catégorie des anneaux commutatif unitaires.

• Tout groupe réduit à son élément neutre est initial et final dans Gr et dans Ab.

Les objets initiaux (ou finals) ont une propriété, essentiellement triviale à établir, mais dont les
conséquences sont considérables. C’est en effet cette propriété qui est à l’origine de la notion de
« problème universel », une notion qui a révolutionné la façon de penser les mathématiques.

☞ 19 Lemme. Si I1 et I2 sont deux objets initiaux dans une catégorie C, ils sont isomorphes par
un unique isomorphisme (qu’on appelle l’« isomorphisme canonique »). On a le même résultat
avec deux objets finals.

Démonstration. Comme I1 est initial, il existe une unique flèche f : I1 → I2. De même, il existe
une unique flèche g : I2 → I1. Toujours parce que I1 est initial, le composé g ◦ f : I1 → I1 ne
peut être que l’identité de I1. De même, le composé f ◦ g : I2 → I2 ne peut être que l’identité
de I2. ❏

La conséquence de cette propriété est qu’un objet mathématique qu’on définit en disant qu’il
est initial ou final dans une catégorie est bien défini à isomorphisme canonique près (ce qui ne
prouve pas bien sûr son existence). Comme pratiquement tout objet mathématique peut être
défini de cette façon, on comprend l’importance de ce concept.

Le cours s’est terminé par quelques explications sur les produits et les sommes dans une caté-
gorie. À ce sujet, on pourra consulter http://www.math.jussieu.fr/~alp/cours_2010.pdf

sections 2.2.2 et 2.2.3.
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Le cours a commencé par un exposé rapide de la notion de somme amalgamée (carrés cocar-
tésiens). Se reporter à http://people.math.jussieu.fr/~alp/cours_2010.pdf pour cette
question.

1 Le théorème de van Kampen.

Dans toute cette section nous considérons un espace topologique X, deux ouverts U et V de
X couvrant X, et une partie A de U ∩ V ayant au moins un élément dans chaque composante
connexe par arcs de U ∩ V . Le théorème de van Kampen nous explique comment calculer le
groupoïde Π(X,A) à partir du diagramme de groupoïdes

Π(U,A) Π(U ∩ V,A)oo // Π(V,A)

dont les flèches sont induites par les inclusions.

☞ 1 Définition.

• Si a ∈ A, b ∈ A, si σ : [u, u + l] → X est un chemin de a à b dans X, et si n ∈ N,

on note σni (ou σi) la restriction de σ à l’intervalle [u +
il

2n
, u +

(i+ 1)l

2n
] (où bien sûr

0 ≤ i ≤ 2n − 1). Le chemin σni sera appelé le « iième n-tronçon » (ou « iième tronçon ») de
σ.

• On dira que le chemin σ est « n-propre », si pour tout i, l’image de σni est incluse dans
U ou incluse dans V .

• Une homotopie h entre deux chemins σ et τ de X de a ∈ A à b ∈ A, est dite « n-propre »

si pour tout i (0 ≤ i ≤ 2n − 1), h([0, 1] × [
i

2n
,
i+ 1

2n
]) est contenu dans U ou dans V .

Évidemment, ceci implique que les chemins σ et τ sont eux-mêmes n-propres, et on dira
dans ce cas qu’ils sont « n-proprement homotopes ».

☞ 2 Lemme. Pour tout chemin σ : [u, u+ l] → X de a ∈ A à b ∈ A, il existe n ∈ N tel que σ
soit n-propre. Si σ est n-propre et si n ≤ m, alors σ est m-propre.



Démonstration. σ−1(U) et σ−1(V ) sont deux ouverts qui recouvrent [u, u+ l]. Par le lemme de

Lebesgue, il existe n ∈ N tel que chaque segment de la forme [u+
il

2n
, u+

(i+ 1)l

2n
] soit inclus

soit dans σ−1(U) soit dans σ−1(V ). σ est donc n-propre. La deuxième assertion est triviale. ❏

☞ 3 Lemme. Si deux chemins de a ∈ A à b ∈ A, σ et τ , sont homotopes, il existe n ∈ N et une
suite finie γ0, . . . , γk de chemins de a à b tels que γ0 = σ, γk = τ et pour tout i (0 ≤ i ≤ k− 1),
γi soit n-proprement homotope à γi+1.

Démonstration. Comme tout chemin n-propre est clairement n-proprement homotope à son
standardisé, on peut supposer que σ et τ sont standard. Soit h : [0, 1] × [0, 1] → X une
homotopie de σ : [0, 1] → X à τ : [0, 1] → X (h(0, s) = σ(s), h(1, s) = τ(s), h(t, 0) = a,
h(t, 1) = b). h−1(U) et h−1(V ) sont deux ouverts qui recouvrent [0, 1] × [0, 1]. Il existe donc

d’après le lemme de Lebesque un entier n tel que tout carré de la forme [
i

2n
,
i+ 1

2n
]× [

j

2n
,
j + 1

2n
]

soit inclus soit dans h−1(U) soit dans h−1(V ). Posons k = 2n et γi(s) = h(
i

2n
, s). La conclusion

du lemme est alors satisfaite. ❏

☞ 4 Lemme. Soit σ un chemin n-propre de a ∈ A à b ∈ A, x une des extrémités d’un n-tronçon
σni de σ.

• Si σni est contenu dans U ∩ V , il existe un chemin contenu dans U ∩ V de x à un élément
de A.

• Si σni est contenu dans U (resp. V ), il existe un chemin contenu dans U (resp. V ) de x à
un élément de A.

Démonstration. La première assertion est triviale, puisque chaque composante connexe par
arcs de U ∩ V contient un élément de A. La seconde assertion requiert un raisonnement par
récurrence sur i. Si i = 0, le tronçon σ0 a pour origine un élément de A ce qui résoud le
problème que x soit l’origine ou l’extrémité de σ0. Si le résultat est acquis pour le tronçon σi−1,
le problème est trivial si x est l’origine de σi. Si x est l’extrémité de σi il suffit de concaténer
un chemin de U reliant l’origine de σi à un élément de A à σi lui-même. ❏

☞ 5 Théorème. (théorème de van Kampen) Le carré de morphismes de groupoïdes (dont les
flèches sont induites par les inclusions)

Π(U ∩ V,A)
i //

j

��

Π(U,A)

k

��

Π(V,A)
l

// Π(X,A)

est cocartésien.

2



Démonstration. Soit G un groupoïde, ϕ : Π(U,A) → G et ψ : Π(V,A) → G deux morphismes
de groupoïdes tels que le diagramme (en traits pleins)

Π(U ∩ V,A)
i //

j

��

Π(U,A)

k

��
ϕ

��
5

5

5

5

5

5

5

5

5

5

5

5

5

5

5

5

Π(V,A)
l //

ψ
**V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V

Π(X,A)

θ

##

G

soit commutatif. Il s’agit de montrer qu’il existe un unique morphisme de groupoïdes θ :
Π(X,A) → G tel que θ ◦ k = ϕ et θ ◦ l = ψ.

Si a est un objet de Π(X,A), c’est-à-dire un élément de A, on a ϕ(a) = ϕ(i(a)) = ψ(j(a)) =
ψ(a). On pose donc θ(a) = ϕ(a) et le diagramme ci-dessus est commutatif sur les objets.
L’unicité de θ sur les objets résulte de l’injectivité de k sur les objets.

Pour la suite de la démonstration, nous simplifions l’écriture en écrivant Chem(X,A) au lieu
de Fl(Chem(X,A)) et G au lieu de Fl(G). Afin de définir θ sur les flèches de Π(X,A), on
va d’abord définir une application Θ : Chem(X,A) → G puis on montrera que Θ passe au
quotient pour donner l’application θ : Π(X,A) → G cherchée.

Affirmation : Il existe une application Θ : Chem(X,A) → G telle que (pour tous σ et σ′ de
Chem(X,A)) :

• Θ(σ) = ϕ([σ]) si σ est contenu dans U ,

• Θ(σ) = ψ([σ]) si σ est contenu dans V ,

• Θ(σ⋆σ′) = Θ(σ)Θ(σ′) si σ est concaténable à σ′ (où la composition de G est notée par
simple juxtaposition),

• Θ(σ) = Θ(σ′) si σ est homotope à σ′.

De plus, Θ est unique, mais ce fait ne nous servira pas.

Notons d’abord que si un chemin σ ∈ Chem(X,A) est contenu dans U ∩ V , on a [σ] = i([σ])
et [σ] = j([σ]), donc ϕ([σ]) = ψ([σ]). Les deux premières conditions sont donc compatibles. On
utilisera cette propriété plusieurs fois.

Soit σ : [u, u + l] → X un chemin quelconque de Chem(X,A). Soit n ∈ N tel que σ soit

n-propre (lemme 2 (page 1)). Pour chaque xi = σ(u +
il

2n
) (i = 1, . . . , 2n − 1), soit τni (aussi

noté τi) un chemin de xi à un point ai de A, tel que τi soit dans U ∩ V si xi ∈ U ∩ V , sinon
dans U (resp. V ) si xi ∈ U (resp. V ) (lemme 4 (page 2)). On définit de plus les chemins τ0

et τ2n comme constants (et standard) respectivement en a et en b. Sur la figure ci-dessous, on
a A = {a, a2, b}, n = 2, a = a0 = a1, a2 = a3, b = a4 et les chemins τ0 et τ4 ne sont pas
représentés puisque constants respectivement en a et b.

3



U

V

a

a2

b

x1

x3

x2

τ2

τ1 σ

τ3

Pour chaque i (0 ≤ i ≤ 2n − 1), posons γni = (τni )−1⋆σni ⋆τ
n
i+1. γni (aussi noté γi) est un chemin

reliant deux éléments de A, et il est contenu soit dans U , soit dans V , ce qui impose la valeur
de Θ sur chaque γi. Si γi est dans U ∩ V , sa valeur est obtenue indifféremment via ϕ ou via ψ.
Par ailleurs, σ est homotope à γ0⋆ . . . ⋆γ2n

−1. Les conditions de l’affirmation entraînent donc
l’unicité de Θ, puisqu’on devra avoir Θ(σ) = Θ(γ0) . . .Θ(γ2n

−1).

Bien que Θ(γi) dépende en général des choix de τi et de τi+1, Θ(σ) ne dépend pas de ces choix.
En effet, remplaçons l’un des τi (1 ≤ i ≤ 2n − 1, puisque τ0 et τ2n étant constants, ils ne sont
pas l’objet de choix) par τ ′

i , ce qui transforme γi−1 et γi en γ′

i−1 et γ′

i. Supposons par exemple
σi−1 (donc aussi γi−1 et γ′

i−1) dans U et σi dans V . On a, en remarquant que τ−1
i ⋆τ ′

i est un

élément de Chem(X,A) contenu dans U ∩ V , et en utilisant le fait que τ ′

i⋆τ
′

i
−1

est homotope
à un chemin de longueur nulle :

Θ(γi−1)Θ(γi) = ϕ([γi−1])ψ([γi])

= ϕ([τ−1
i−1

⋆σi−1⋆τi])ψ([τ−1
i ⋆σi⋆τi+1])

= ϕ([τ−1
i−1

⋆σi−1⋆τi])ψ([τ−1
i ⋆τ ′

i⋆τ
′

i
−1⋆σi⋆τi+1])

= ϕ([τ−1
i−1

⋆σi−1⋆τi])ψ([τ−1
i ⋆τ ′

i ])ψ([τ ′

i
−1⋆σi⋆τi+1])

= ϕ([τ−1
i−1

⋆σi−1⋆τi])ϕ([τ−1
i ⋆τ ′

i ])ψ([τ ′

i
−1⋆σi⋆τi+1])

= ϕ([τ−1
i−1

⋆σi−1⋆τ
′

i ])ψ([τ ′

i
−1⋆σi⋆τi+1])

= Θ(γ′

i−1)Θ(γ′

i)

On traite de manière similaire le cas où σi−1 est dans V et σi dans U et les cas où tous deux
sont dans U ou tous deux sont dans V . On a donc montré que Θ(σ) défini par la formule
Θ(σ) = Θ(γ0) . . .Θ(γ2n

−1) ne dépend pas des choix des τi.

Pour voir que Θ(σ) ne dépend pas de n, il suffit de montrer que sa valeur est invariante quand
on remplace n par n+ 1. Or ceci revient à remplacer dans la formule définissant Θ(σ) chaque
Θ(γni ) par Θ(γn+1

2i )Θ(γn+1
2i+1

). Si on suppose par exemple σi dans U , γn+1
2i et γn+1

2i+1
sont tous les

deux dans U , et on a

Θ(γn+1
2i )Θ(γn+1

2i+1
) = ϕ([γn+1

2i ])ϕ([γn+1
2i+1

])

= ϕ([γn+1
2i ⋆γn+1

2i+1
])

= ϕ([γni ])
= Θ(γi)

4



L’application Θ : Chem(X,A) → G est donc bien définie. Il reste à montrer qu’elle satisfait les
conditions de l’affirmation. Les deux premières sont clairement satisfaites par la construction
même de Θ. Pour la troisième, prenons un n assez grand pour que σ et σ′ soient n-propres.
Alors σ⋆σ′ est (n+1)-propre, et la formule définissant Θ montre immédiatement que Θ(σ⋆σ′) =
Θ(σ)Θ(σ′).

D’après le lemme 3 (page 2), il suffit de montrer la dernière propriété pour des chemins σ :
[u, u+ l] → X et σ′ : [x, x+ k] → X n-proprement homotopes. Soit h une homotopie n-propre

de σ à σ′. Posons xi = σ(u +
il

2n
) et yi = σ′(x +

ik

2n
). Introduisons les τi et τ ′

i qui comme

ci-dessus permettent de définir les γi et les γ′

i qui servent à définir Θ(σ) et Θ(σ′). Notons δi le

chemin t 7→ h(t,
i

2n
) (qui va de xi à yi).

x0 xi xi+1

yi yi+1 y2n

δ0 δi δi+1 δ2n

ai

a′

i+1

τi

τ ′

i+1

Noter que δ0 et δ2n sont des chemins constants. Posons µi = σ0⋆ . . . ⋆σi−1⋆δi⋆σ
′

i⋆ . . . ⋆σ
′

2n
−1. Il

suffit de montrer que Θ(µi) = Θ(µi+1) (0 ≤ i ≤ 2n − 1). Supposons par exemple que le carré
gris sur la figure ci-dessus soit dans U . Il en est alors de même de τi et τ ′

i+1. D’après la troisième
propriété de l’affirmation, on a

Θ(µi) = Θ(γ0) . . .Θ(γi−1)Θ(τ−1
i ⋆δi⋆τ

′

i)Θ(γ′

i) . . .Θ(γ′

2n
−1)

Θ(µi+1) = Θ(γ0) . . .Θ(γi)Θ(τ−1
i+1

⋆δi+1⋆τ
′

i+1)Θ(γ′

i+1) . . .Θ(γ′

2n
−1)

Or, on a
Θ(τ−1

i ⋆δi⋆τ
′

i)Θ(γ′

i) = ϕ([τ−1
i ⋆δi⋆τ

′

i ])ϕ([γ′

i])

= ϕ([τ−1
i ⋆δi⋆τ

′

i⋆γ
′

i])

= ϕ([τ−1
i ⋆δi⋆σ

′

i⋆τ
′

i+1])

= ϕ([τ−1
i ⋆σi⋆δi+1⋆τ

′

i+1])

= Θ(γi)Θ(τ−1
i+1

⋆δi+1⋆τ
′

i+1)

On a donc terminé la preuve de l’affirmation. L’existence de θ telle que θ ◦k = ϕ et θ ◦ l = ψ en
résulte immédiatement, de même que le fait que θ est un morphisme de groupoïdes. L’unicité de
θ résulte du fait que pour toute flèche [σ] de Π(X,A), il existe des chemins γ0, . . . , γk chacun
contenu dans U ou dans V et à extrémités dans A, donc chacun dans Π(U,A) ou Π(V,A),
tels que [σ] = [γ0]⋆ . . . ⋆[γk], car ceci implique que θ([σ]) = θ([γ0]) . . . θ([γk]), et bien sûr θ est
déterminé sur les [γi] à cause des relations θ ◦ k = ϕ et θ ◦ l = ψ. ❏
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❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼
✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✶ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ✿

a

1

��

b

1

mm

//

��

a

1

��
f

��
b

1

mmf−1

VV

��

a

1

��
g

��
b

1

mmg−1

VV
//

a

(g−1
◦f)n

��
f◦(g−1

◦f)n

��
b

(f◦g−1)n

mmg−1
◦(f◦g−1)n

VV

✭♦ù ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ✢è❝❤❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ n ∈ Z✮ ❡st ❝♦❝❛rtés✐❡♥✳
❖♥ ❛ ❡sq✉✐ssé ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ s❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s tr♦♣ ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❖♥ ❛
❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ π1(S

1, 1)✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ S
1 à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1✱ ♦♥ ♣♦s❡ U = S
1−{i}✱ V = S

1−{−i}✱ ❡t A = {−1,+1}✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s Π(U ∩ V,A)✱ Π(U,A) ❡t Π(V,A) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❛✉① tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs
❞❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✈❛♥ ❑❛♠♣❡♥ q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❣♦✉♣♦ï❞❡
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Π(S1, {−1,+1}) ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ π1(S

1, 1) ≃ Z✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✉ ❧❛❝❡t st❛♥❞❛r❞ s 7→ e2iπs ❡st g−1 ◦ f ✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡ ❧❛❝❡t r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ π1(S

1, 1) ✭❧❡ ♣♦✐♥t a ét❛♥t 1 ∈ S
1✮✳

✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ré❛❧✐té ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❡t q✉✐ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥



❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
✓ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✔✳ ❊❧❧❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ✭❝♦✈❛r✐❛♥ts✮ ✓ ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡
♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡ ✿

C
F

**

G

44 D

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts F (X) ❡t G(X) ❞❡ D✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ D ✭♥♦té❡ ϕX ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ✿

�
�
�
�
�
�
�
� F (X)

ϕX

��
X

G(X)

C D

❈❡❝✐ ♣♦✉✈❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❢❛✐t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ C✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ✢è❝❤❡s ϕX : F (X) → G(X) ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Ob(C) ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ C✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡
♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ✓ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ F ✈❡rs G✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✈♦♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ✓ ♥❛t✉r❡❧ ✔ ❞✬✐♠♣♦s❡r à t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s ❞✬✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♦♥ ❛ ✐❣♥♦ré ❧❡s ✢è❝❤❡s ❞❡
C✱ ♠❛✐s s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ f : X → Y ❞❡ C✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝❛rré ❞❡ ✢è❝❤❡s ❞❛♥s D ✿

�
�
�
�
�
�
�
�
�
� F (Y )

ϕY

��
Y F (X) F (f)

44jjjjjjjj

ϕX

��
X

f 66nnnnnnnn
G(Y )

G(X) G(f)

44jjjjjjjj

C D

▲❛ ✓ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✔ ✭q✉✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ ♣❧✉tôt ✓ ♥❛t✉r❛❧✐té ✔✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❞❡♠❛♥❞❡r
q✉❡ ❝❡ ❝❛rré s♦✐t ✓ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✔ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f ❞❡ C✳

☞ ✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t F,G : C → D ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❯♥❡ ✓ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉✲

r❡❧❧❡ ✔ ϕ : F → G ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : Ob(C) → Fl(D) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ϕY ◦ F (f) = G(f) ◦ ϕX

♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f : X → Y ❞❡ C✳ ▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ F ✈❡rs G
s❡r❛ ♥♦té❡ Nat(F,G)✳

✷



☞ ✷ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s (X,A)✱ ♦ù X ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t A ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X✳ ❯♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ C ❞❡ (X,A) ✈❡rs (Y,B) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
f : X → Y t❡❧❧❡ q✉❡ f(A) ⊂ B✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs F ❡t G ❞❡ C ✈❡rs Ens ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ F (X,A) = A✱ G(X,A) = X✱ ❡t
♣♦✉r t♦✉t❡ f : (X,A) → (Y,B)✱ F (f) = f |A : A → B ❡t G(f) = f : X → Y ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
✈ér✐✜❡r q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ C ✈❡rs Ens✳

➚ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ (X,A) ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ i(X,A) : A → X ✭❞é✜♥✐❡ ♣❛r
i(X,A)(x) = x✮✳ ❈✬❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ F ✈❡rs G✱ ♣✉✐sq✉❡ A = F (X,A) ❡t X = G(X,A)✱
❡t ❡❧❧❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t❡ f : (X,A) → (Y,B)✱ ❧❡ ❝❛rré

A
i(X,A) //

F (f)

��

X

G(f)

��

x_

��

� // x_

��
B

i(Y,B)

// Y f(x) � // f(x)

❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✬✐♠♣♦s❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té✱ ❝❛r ❜✐❡♥ q✉✬✐❧
② ❛✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ (X,A) ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ A ✈❡rs X✱
✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ F ✈❡rs G✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ (X,A)
❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ A✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✢è❝❤❡ fx : ({∗}, {∗}) → (X,A) t❡❧❧❡ q✉❡ fx(∗) = x✱ ❡t ♦♥
❛ ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

{∗}

��

i({∗},{∗}) // {∗}

��

∗_

��

� // ∗_

��
A

i(X,A)

// X x � // x

q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ i✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ i(X,A)(x) = x ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡
(X,A) ❡t t♦✉t x ∈ A✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣❛✐r❡ ({∗}, ∅)✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ G ✈❡rs F ✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✱ ♦✉ ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ F ✈❡rs G ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ G ✈❡rs F ✉♥
❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✳

☞ ✸ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡✉① q✉✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t
❞ès ❧❡✉r ♣r❡♠✐❡r ❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ✓ ❜✐❞✉❛❧ ✔
∗∗ : Vectk → Vectk✱ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ E s✉r s♦♥ ❜✐❞✉❛❧ E∗∗ ❡t t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ f s✉r s❛ ❞♦✉❜❧❡ tr❛♥s♣♦sé❡ f∗∗ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ f∗ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f∗(l) = l ◦ f✮✳ ■❧ ② ❛
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭♥♦té❡ i ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té 1 : Vectk →
Vectk ✈❡rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ∗∗✳ ❈✬❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

E
iE // E∗∗

x � // (l 7→ l(x))

✸



❖♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f : E → F ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

E

f

��

iE // E∗∗

f∗∗

��

x_

��

� // (l 7→ l(x))
_

��
F

iF

// F ∗∗ f(x) � // (l 7→ l(f(x)))

♣✉✐sq✉❡ f∗∗(l 7→ l(x)) = (l 7→ l(x)) ◦ (l 7→ l ◦ f) = (l 7→ l(f(x)))✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ k✱
λi ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ 1 ✈❡rs ∗∗✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st q✉✬♦♥ ❧❡s ❛
♠❛✐♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r x ∈ E✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
fx : k → E t❡❧❧❡ q✉❡ fx(1) = x✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ j : 1 → ∗∗✱ ❧❡
❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

k

fx

��

jk // k∗∗

f∗∗
x

��

1
� //

_

��

_

��

jk(1)_

��
E

jE

// E∗∗ x � // jE(x)

❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ j ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t jk(1) ∈ k∗∗✱ ♣✉✐sq✉✬❛❧♦rs
jE(x) = f∗∗x (jk(1)) ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ E ❡t t♦✉t x ∈ E✳ ❖r k∗∗ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ j ♥❡
♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λi ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ ∈ k✳

▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦s❡r ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❞✐t❡s ✓ ✈❡rt✐✲
❝❛❧❡ ✔ ❡t ✓ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✔✮ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ♠ê♠❡ êtr❡ ❝♦♠♣♦sé❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✭❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✓ ❤étér♦❣è♥❡ ✔✮✳ ▲❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳

☞ ✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t tr♦✐s ❢♦♥❝t❡✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s F,G,H : C → D✱ α : F → G ❡t β : G → H
❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X 7→ βX ◦ αX ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

♥❛t✉r❡❧❧❡ ♥♦té❡ β ◦ α : F → H✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✔ ❞❡ α ❡t β✳

▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ β ◦ α ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

■❧ ❡st ✉s✉❡❧ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞♦✉❜❧❡s ✭♦✉ ✓ 2✲✢è❝❤❡s ✔✮
q✉❛♥❞ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡✉①✲♠ê♠❡s ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s ✓ s✐♠♣❧❡s ✔ ✭♦✉ ✓ 1✲✢è❝❤❡s ✔✮✳ ▲❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠❡t ❡♥ s❝è♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✭ ✦✮ ❞❡ α ❡t β✳

C

F

&&
G

⇓ α

⇓ β
//

H

88 D

✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥
♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳

✹



☞ ✺ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t C ❡t D ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ▲❛ ✓ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣r♦❞✉✐t ✔ C ×D ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡ts

❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (X,Y ) ♦ù X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C ❡t Y ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ D✳ ❯♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ (X,Y ) ✈❡rs (U, V )
❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s (f, g) t❡❧ q✉❡ f : X → U ❡t g : Y → V ✳

▲❛ ✓ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ✔ DC ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡ts ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ C ✈❡rs D ❡t ♣♦✉r ✢è❝❤❡s ❞❡ F
✈❡rs G ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ F ✈❡rs G✳

▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱
♦♥ ❛ (h, k) ◦ (f, g) = (h ◦ f, k ◦ g) ❡t 1(X,Y ) = (1X , 1Y ) ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ C ×D✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡ DC ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭♣❛❣❡ ✹✮✱ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té 1F ❞✉
❢♦♥❝t❡✉r F ✭✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ DC✮ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ X 7→ 1F (X)✳

■❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ✓ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✔ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C✳ ❯♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s C
❡st ❢❛✐t ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❞❡ ✢è❝❤❡s ❞❡ C✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ✓ ♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✔ ❡♥tr❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✭❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡✮ ❞❛♥s C✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CI ✱ ♦ù I ✭❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✮ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r I ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ~2 = {0, 1}✳ ❯♥
❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ I ✈❡rs Ens ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ 0 ❡t 1 ♣❛r ❝❡ ❢♦♥❝t❡✉r✮
❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ 0 → 1✮✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦rt❡ ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳

❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ E
f //F ✈❡rs ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ E′

f ′
//F ′ ✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉①

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ 0 ❡t 1 ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡✮✱
r❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❧❡ ❝❛rré

E

��

f // F

��
E′

f ′
// F ′

❖♥ ♥✬❛ ❜✐❡♥ sûr ♣❛s t❡♥✉ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s ✐❞❡♥t✐té ❞❡ 0 ❡t 1✱ q✉✐ ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

☞ ✻ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❯♥❡ ✓ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ✔ D ❞❡ C ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡ts ❞❡s ♦❜❥❡ts

❞❡ C✱ ♣♦✉r ✢è❝❤❡s ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ C✱ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ❧✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s q✉✐ ❧✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ❜✐❡♥ sûr ✉♥

❢♦♥❝t❡✉r ✓ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✔ ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ ❞❡ D ❞❛♥s C✳

☞ ✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t F : C → D ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❡t Y ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ D✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ F/Y ✭❧✐r❡ ✓ F
s✉r Y ✔✮ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡ts ❧❡s 〈f〉X ✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f : F (X) → Y ❡t ♣♦✉r ✢è❝❤❡s

❧❡s [ϕ] : 〈f〉X → 〈f ′〉X
′
✱ ♦ù ϕ : X → X ′ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

F (X)

f ��7
77

77
77

F (ϕ) // F (X ′)

f ′
����

��
��

�

Y

✺



s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Y/F ✭✓ Y s✉r F ✔✮ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡ts ❧❡s 〈f〉X ♦ù f ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡

❧❛ ❢♦r♠❡ f : Y → F (X) ❡t ♣♦✉r ✢è❝❤❡s ❧❡s [ϕ] : 〈f〉X → 〈f ′〉X′ ♦ù ϕ : X → X ′ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡

❞✐❛❣r❛♠♠❡

Y
f

����
��

��
�

f ′

��8
88

88
88

F (X)
F (ϕ)

// F (X ′)

s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ F/Y ❡t Y/F s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✢è❝❤❡s ❡t
❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ét❛♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ C✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ [ϕ] ❞❡ F/Y ♦✉ ❞❡ Y/F ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ✢è❝❤❡ ϕ ✭❞❡ C✮ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

✸ ❋❧è❝❤❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❡t ❢♦♥❝t❡✉rs ❛❞❥♦✐♥ts✳

☞ ✽ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t G : D → C ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ ❡t X ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C✳ ❯♥❡ ✓ ✢è❝❤❡

✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ X ✈❡rs G ✔ ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ η : X → G(F (X)) ✭♦ù F (X) ❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡

D✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f : X → G(Y )✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ θ−1(f) : F (X) → Y
❞❡ D✱✭ ✶✮ t❡❧❧❡ q✉❡ G(θ−1(f)) ◦ η = f ✳

X
η //

f
��6

66
66

66
G(F (X))

G(θ−1(f))}}{{
{{

{{
{{

G(Y )

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❥✉st❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ X/G✳

☞ ✾ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ G : Gr → Ens q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ s✉r
s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡t t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s✉r s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳ ❙♦✐t
X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ X ✈❡rs G✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r F (X)
❧❡ ✓ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ✔ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X✳✭ ✷✮ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ η : X → G(F (X)) ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t
x ❞❡ X s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F (X) ✭♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ G(F (X))✮✳ ▲❛
✓ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✔ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞✐t q✉❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ✭✐❝✐ θ−1(f)✮ ❞❡ F (X) ✈❡rs ✉♥ ❣r♦✉♣❡ Y r❡✈✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦r❞✐♥❛✐r❡ f ❞❡ X ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à Y ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐❞é❡ q✉✬♦♥
s❡ ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ✓ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ s✉r X ✔✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡

✶✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ ❡st ♥♦té❡ θ
−1(f) ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✽ ✭♣❛❣❡ ✾✮✳

✷✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r s❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❝❡ q✉✬❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ❢❛✐r❡ ♣❧✉s
t❛r❞ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♠♦♥tr❛♥t q✉✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ ❡①✐st❡ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t✳

✻



❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r✳ ❖♥ s✬❡♥ r❡♥❞r❛ ❝♦♠♣t❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

▲❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛✐t ♣❛r❧é ✓ ❞✉ ✔ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ s✉r X ❡t ♥♦♥ ♣❛s ✓ ❞✬✉♥ ✔ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ s✉r X
s✉❣❣èr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t F (X)✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st ♣ré❝✐sé ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ q✉✐ ❡st ❥✉st❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥✐t✐❛✉① ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
✢è❝❤❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ✭❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ X/G ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡♥ ❡st ✉♥ ❝♦♠♠❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ D✳✮✳

☞ ✶✵ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t G : D → C ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✱ X ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C✱ η : X → G(F (X)) ❡t

η′ : X → G(F ′(X)) ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❞❡ X ✈❡rs G✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡

ϕ : F (X) → F ′(X) t❡❧❧❡ q✉❡ G(ϕ) ◦ η = η′✱ ❡t ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❏

▲✬♦❜❥❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡ ✓ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣rès ✔✳ ❈❡❝✐
♥❡ ✈❡✉t ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡t s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞♦✐t é✈❡♥t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r❢❛✐t❡✲
♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t F (X) ♣❛r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts ✭❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés
♣❛r Y ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽✮ ❞❡ s❛ ❝❛té❣♦r✐❡✳

☞ ✶✶ ▲❡♠♠❡✳ θ−1 : C(X,G(Y )) → D(F (X), Y ) ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭♣❛❣❡ ✻✮✮ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✭❞♦♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ s❡r❛ ❜✐❡♥ sûr ♥♦té θ✮ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Y ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✢è❝❤❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ θ−1 ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
❞✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ f : X → G(Y ) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ θ−1(f) : F (X) → Y s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧✬é❣❛❧✐té G(θ−1(f)) ◦ η = f ✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡
s✐ ♦♥ ♣♦s❡ θ(ϕ) = η ◦ G(ϕ)✱ ♦♥ ❛ θ(θ−1(f)) = f ❞♦♥❝ q✉❡ θ ◦ θ−1 = 1D(X,G(Y ))✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ϕ : F (X) → Y ✱ ♦♥ ❛ θ−1(η ◦ G(ϕ)) = ϕ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ θ−1✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ θ−1(θ(ϕ)) = ϕ✱ ❡t θ ❡st ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ θ−1✳

▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ θ−1 ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ θ✮ ❡♥ Y ❡st ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

C(X,G(Y ))
θ−1

//

G(f)∗
��

D(F (X), Y )

f∗
��

C(X,G(Y ′))
θ−1

// D(F (X), Y ′)

♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f : Y → Y ′✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ f ◦ θ−1(ϕ) = θ−1(G(f) ◦ϕ) ✭♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡
ϕ : X → G(Y )✮✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

X

G(f)◦ϕ

!!

ϕ
%%KKKKKKKKKKK

η // G(F (X))
G(θ−1(ϕ))

wwoooooooooooo

G(f◦θ−1(ϕ))

{{

G(Y )
G(f)

��
G(Y ′)

✼



q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♥♦tr❡ é❣❛❧✐té ♣❛r ✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ η✳ ❏

☞ ✶✷ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❙♦✐t U : Ab → Gr

❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✭t♦✉t ❣r♦✉♣❡
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡st q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✮✱ ❡t s♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡
G ✈❡rs U ✳ ◆♦t♦♥s ❡♥ ❡✛❡t [G,G] ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ G q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s
♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ aba−1b−1 ✭[G,G] ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs ✔ ❞❡ G✮✱
❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t G/[G,G]✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ π : G→ G/[G,G] ❡st ✉♥❡
✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ G ✈❡rs U ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ f : G→ A ♦ù A ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱
♦♥ ❛ f(aba−1b−1) = f(a)f(b)f(a)−1f(b)−1 = f(a)f(a)−1f(b)f(b)−1 = 1✳ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ [G,G]
❞❡ G ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ f ✱ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ θ−1(f) : G/[G,G] → A t❡❧❧❡ q✉❡ θ−1(f) ◦ π = f ✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G/[G,G]
❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬✓ ❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞❡ G ✔✳

❖♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ✭❞✉❛❧ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t✮ ❞❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r F : C → D ✈❡rs
✉♥ ♦❜❥❡t Y ❞❡ D✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❥✉st❡ ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✜♥❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ F/Y ✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡
ε : F (G(Y )) → Y ✱ ♦ù G(Y ) ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f : F (X) → Y ✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ θ(f) : X → G(Y ) t❡❧❧❡ q✉❡ ε ◦ F (θ(f)) = f ✳

F (G(Y ))
ε // Y

F (X)

F (θ(f))

aaCCCCCCCC f

CC�������

☞ ✶✸ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✓ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✔ ∆ : Ens →
Ens×Ens✱ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ X s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s (X,X) ❡t t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
f : X → Y s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s (f, f) : (X,X) → (Y, Y )✳ ❙♦✐t (A,B) ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡
Ens×Ens✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r❛ s❛♥s ♣❡✐♥❡ q✉❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ε = (p1, p2) : (A×B,A×B) → (A,B)
❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ ∆ ✈❡rs (A,B)✳

(A×B,A×B)
(p1,p2) // (A,B)

(X,X)

(ϕ,ϕ)

ddIIIIIIIII (f,g)

@@�������

❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡✉① ✢è❝❤❡s f : X → A ❡t g : X → B ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✢è❝❤❡ ϕ : X → A×B ✭t❡❧❧❡ q✉❡ p1 ◦ ϕ = f ❡t p2 ◦ ϕ = g✮✳

☞ ✶✹ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❉♦♥♥♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r + : Ens×Ens → Ens q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s (X,Y ) s✉r
❧❛ s♦♠♠❡ ✭✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✮ X + Y ✱ ❡t t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s (f, g) : (X,Y ) → (X ′, Y ′) s✉r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f + g ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (f + g)(x) = f(x) s✐ x ∈ X ❡t (f + g)(x) = g(x) s✐ x ∈ Y ✳
❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ E ✈❡rs +✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
η : E → E1+E2 ét❛✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✢è❝❤❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t x0 ∈ E ✭❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s✮

✽



♣❛r η s❡r❛✐t s♦✐t ❞❛♥s E1 s♦✐t ❞❛♥s E2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ η(x0) ∈ E1✱ ❡t s♦✐t f : E → X + Y ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ x0 ❞❛♥s Y ✳ ❖♥ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ+ ψ : E1 + E2 → X + Y
q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ η(x0) ∈ E1 ❞❛♥s Y ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r s✬❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡♠❛♥❞é ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭♣❛❣❡ ✻✮✱ ❧✬♦❜❥❡t F (X) ❞❡ D
♥✬❛ ♣❛s été ♥♦té ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧❡ttr❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st q✉✬✐❧ ❛rr✐✈❡
s♦✉✈❡♥t ✭❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✮ q✉✬✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ X ✈❡rs
G ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t X ❞❡ C✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F : Ob(C) → Ob(D)
✭q✉✐tt❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❞❡ C✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐
♣❛s ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ C ✈❡rs D✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡❧❧❡ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐
s❡r❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❧❡ç♦♥✳

☞ ✶✺ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✮ ❙♦✐t G : D → C ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

♦❜❥❡t X ❞❡ C ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ηX : X → G(F (X))✳ ❆❧♦rs F s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r F : C → D t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ θ : D(F (X), Y ) → C(X,G(Y )) ✭q✉✐ ❡st

❞é❥à ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Y ❀ ❧❡♠♠❡ ✶✶ ✭♣❛❣❡ ✼✮✮ s♦✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✳

❖♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉❛❧ ✿

☞ ✶✻ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t F : C → D ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t Y ❞❡ D ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ εY : F (G(Y )) → Y ✳ ❆❧♦rs G s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r

G : D → C t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ θ : D(F (X), Y ) → C(X,G(Y )) ✭q✉✐ ❡st ❞é❥à ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✮ s♦✐t

♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Y ✳ ❏

❈❡❝✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

☞ ✶✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❉❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs F : C → D ❡t G : D → C s♦♥t ❞✐ts ✓ ❛❞❥♦✐♥ts ✔ ✭F ❛❞❥♦✐♥t

à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ G✱ ♦✉ G ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ F ✮✱ ❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐r❛ F ⊣ G✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

θ : D(F (X), Y ) → C(X,G(Y )) ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X ❡t ❡♥ Y ✳

☞ ✶✽ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❛❞❥♦✐♥ts ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ F s♦✐t ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ G ♦✉ q✉❡ G s♦✐t ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ❞❡
F ✳ P♦✉r é✈✐t❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs θ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ D(F (X), Y )
✈❡rs C(X,G(Y )) ✭❡t ❞♦♥❝ θ−1 s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✮✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ θ−1

❞ès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭♣❛❣❡ ✻✮✳

✾



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✻ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

✶ ■♥t❡r♠è❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : Dn → D
n s❛♥s ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ r : Dn → S
n−1 ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ r ◦ i = 1Sn−1 ✱ ♦ù i : Sn−1 → D

n ❡st

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛s n = 0 ❡st tr✐✈✐❛❧ ♣✉✐sq✉❡ D
0 ❡st ré❞✉✐t à ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ✭♥♦t❡r q✉❡

S
−1 = ∅✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s n > 0✱ ❡t s♦✐t f : Dn → D

n ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s❛♥s ♣♦✐♥t ✜①❡✳ P♦✉r

t♦✉t x ∈ D
n✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts x ❡t f(x) s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❛✣♥❡ ❞❛♥s Rn✳

❈♦♠♠❡ D
n ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❜♦r♥é✱ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦✉♣❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S

n−1 ✭❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ D
n✮ ❡♥ ❞❡✉①

♣♦✐♥ts✳ ◆♦t♦♥s r(x) ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❞✉ ❝ôté ❞❡ x s✉r ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡✳

x

f(x)

r(x)

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ r ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r r(x) ✿

r(x) = x+
−〈x, x− f(x)〉+

√

〈x, x− f(x)〉2 − ‖x− f(x)‖2(‖x‖2 − 1)

‖x− f(x)‖2
(x− f(x))

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ r(x) ❡st ❛❧✐❣♥é ❛✈❡❝ x ❡t f(x)✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x+ λ(x− f(x))✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧

s♦✐t ✓ ❞✉ ❝ôté ❞❡ x ✔ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r λ ≥ 0✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ S
n−1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

q✉✬♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ‖r(x)‖ = 1✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t 〈x+λ(x−f(x)), x+λ(x−f(x))〉 = 1✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré ❡♥ λ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ✿

λ2‖x− f(x)‖2 + 2λ〈x, x− f(x)〉+ ‖x‖2 − 1 = 0



❈♦♠♠❡ ‖x‖ ≤ 1✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ λ2 ❡t λ0 s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡s ❝♦♥tr❛✐r❡s✱ ❡t q✉❡ ❧✬éq✉❛✲

t✐♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ✭❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✮ ré❡❧❧❡s ❞❡ s✐❣♥❡s ❝♦♥tr❛✐r❡s✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r s♦✉s ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r(x) ❡st
♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r λ ≥ 0✱ λ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❛

❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✭❛✈❡❝ ✉♥ s✐❣♥❡ + ❞❡✈❛♥t ❧❡ r❛❞✐❝❛❧✮✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ‖x − f(x)‖2

♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♥✉❧ ♣✉✐sq✉❡ x 6= f(x) ♣♦✉r t♦✉t x✳

❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ x ∈ S
n−1✱ ♦♥ ❛ λ = 0✱ ❞♦♥❝ r(x) = x✱

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ r ❡st ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ S
n−1 ❞❛♥s Dn✳ ❏

☞ ✷ ▲❡♠♠❡✳ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✮ ❚♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

D
2 → D

2 ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : D2 → D
2 s❛♥s ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡r❛✐t

✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ r ❞❡ D2 s✉r S1✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s

S
1 i

//

1
S1   A

A

A

A

A

A

A

A

D
2

r

��

S
1

❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ∗ ❞❛♥s S1 q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❛✉ss✐ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r D2✳ i✱ r ❡t 1S1
s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✐♥té❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ D2 ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ♦♥ ❛ π1(D

2, ∗) = 0✳ ❊♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r π1 ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

Z //

1Z ��
?

?

?

?

?

?

?

0

��

Z

❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❏

✷ ❋♦♥❝t❡✉rs ❛❞❥♦✐♥ts✳

☞ ✸ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✮ ❙♦✐t G : D → C ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

♦❜❥❡t X ❞❡ C ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ηX : X → G(F (X))✳ ❆❧♦rs F s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r F : C → D t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ θ : D(F (X), Y ) → C(X,G(Y )) ✭q✉✐ ❡st

❞é❥à ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Y ✮ s♦✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ θ ❡♥ X s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f : X → Y ❡t t♦✉t❡ ✢è❝❤❡

ϕ : F (Y ) → Z✱ ♦♥ ❛ θ(ϕ) ◦ f = θ(ϕ ◦ F (f))✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ϕ = 1F (Y )✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r

✷



ηY ◦ f = θ(F (f))✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

X
ηX

//

f

��

G(F (X))

GF (f)

��

Y ηY
// G(F (Y ))

▲❛ ✢è❝❤❡ F (f) r❡♥❞❛♥t ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡①✐st❡ ♣❛r ✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ηX ✱ ❡t s♦♥ ✉♥✐✲

❝✐té ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐r✳ ◆♦t❡r ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ η : 1 → GF ✳

❖♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ F ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ f = 1X ✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ϕ ♠♦♥tr❡

q✉❡ F (1X) ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ 1F (X)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ g : Y → Z ❡st ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✢è❝❤❡✱ ♦♥ ❛✉r❛

G(F (g) ◦ F (f)) ◦ ηX = GF (g) ◦GF (f) ◦ ηX = GF (g) ◦ ηY ◦ f = ηZ ◦ g ◦ f ✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡

F (g ◦ f) ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ F (g) ◦ F (f)✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿

θ(ϕ) ◦ f = G(ϕ) ◦ ηY ◦ f ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ θ✮

= G(ϕ) ◦GF (f) ◦ ηX ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ F (f)✮
= G(ϕ ◦ F (f)) ◦ ηX ✭G ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✮

= θ(ϕ ◦ F (f)) ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ θ✮

♠♦♥tr❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ θ ❡♥ X✳ ❏

☞ ✹ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞✐t q✉❡ F : Ob(C) → Ob(D) s❡

♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r F : C → D ✉♥✐q✉❡ ❡t ♥♦♥ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳

❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ F : Ob(C) → Ob(D) ét❛♥t ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté

s✉r ❧✬♦❜❥❡t F (X) ✭♣♦✉r ✉♥ X ❞♦♥♥é✮✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ét❛♥t ❞é✜♥✐ s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ♦♥

❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ♥❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r q✉❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ F (f)
♣♦✉r f : X → Y ✳ ❈✬❡st ❞û à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❞❡ X ✈❡rs G q✉✐ ✐♠♣♦s❡

q✉❡ ♣♦✉r f : X → G(Z) ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✢è❝❤❡ θ−1(f) : F (X) → Z ❛②❛♥t ❧❡s

♣r♦♣r✐étés r❡q✉✐s❡s✳ ❙✐ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ❞é❝❧❛r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ η : X → G(X)✱ ❡t q✉✬♦♥ ♥❡ ❝❤♦✐s✐t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t X ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

♦❜❥❡t X ❞❡ C✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ F : Ob(C) → Ob(D) ♥❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ q✉✬à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❝❛♥♦♥✐q✉❡✮

♣rès✱ ❡t ✐❧ ❡♥ s❡r❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r F ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ❛✣r♠é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✳

❖♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉❛❧ ✿

☞ ✺ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t F : C → D ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t Y ❞❡ D ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ εY : F (G(Y )) → Y ✳ ❆❧♦rs G s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r

G : D → C t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ θ : D(F (X), Y ) → C(X,G(Y )) ✭q✉✐ ❡st ❞é❥à ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✮ s♦✐t

♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Y ✳ ❏

☞ ✻ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❉❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs F : C → D ❡t G : D → C s♦♥t ❞✐ts ✓ ❛❞❥♦✐♥ts ✔ ✭F ❛❞❥♦✐♥t

à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ G✱ ♦✉ G ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ F ✮✱ ❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐r❛ F ⊣ G✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

θ : D(F (X), Y ) → C(X,G(Y )) ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X ❡t ❡♥ Y ✳

✸



☞ ✼ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❛❞❥♦✐♥ts ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ F s♦✐t ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ G ♦✉ q✉❡ G s♦✐t ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ❞❡

F ✳ P♦✉r é✈✐t❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs θ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ D(F (X), Y )
✈❡rs C(X,G(Y )) ✭❡t ❞♦♥❝ θ−1 s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✮✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ θ−1

❞ès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✢è❝❤❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s✳ ❖♥ s❡ s♦✉✈✐❡♥❞r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ θ(1F (X)) ♥✬❡st
❛✉tr❡ q✉❡ η : X → G(F (X))✳

▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ θ ❡♥ X s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té θ(ϕ) ◦ f = θ(ϕ ◦F (f)) ❡t s❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❡♥ Y ♣❛r

❧✬é❣❛❧✐té G(g) ◦ θ(ϕ) = θ(g ◦ ϕ)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ q✉✐ ❧❡✉r ❡st

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

G(g) ◦ θ(ϕ) ◦ f = θ(g ◦ ϕ ◦ F (f))

✸ ▲✐♠✐t❡s ❡t ❝♦❧✐♠✐t❡s

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t très ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜r❛♥❝❤❡s

❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❙✐ C ❡t I s♦♥t ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ∆✱ ❞✐t ✓ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✔ ✿

C
∆

// CI

q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ d : I → C ✓ ❝♦♥st❛♥t ❡♥ X ✔✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r d(i) = X

❡t d(f) = 1X ✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t i ❡t t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f ❞❡ I✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ∆ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥

❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮✳

☞ ✽ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❡t d : I → C ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s C✳ ❯♥❡ ✓ ❧✐♠✐t❡ ✔ ❞✉

❞✐❛❣r❛♠♠❡ d ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ ∆ ✈❡rs d✱ ❡t ✉♥❡ ✓ ❝♦❧✐♠✐t❡ ✔ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ d ❡st ✉♥❡

✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ d ✈❡rs ∆✳

❏✬❛✐ ❞♦♥♥é ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ✭❝♦❧✐♠✐t❡ ❂ ❜♦r♥❡

s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❧✐♠✐t❡ ❂ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ✈♦✐r ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴⑦❛❧♣✴❝♦✉rs❴✷✵✶✵✳♣❞❢ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ❡t

❧❡s ❡①❡r❝✐❝❡s q✉✬♦♥ ② tr♦✉✈❡r❛✳ ❱♦✐r ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉rs ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵ ♣♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡t ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

☞ ✾ ❚❤é♦rè♠❡✳ ▲❡s ❛❞❥♦✐♥ts à ❣❛✉❝❤❡ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❡t ❧❡s ❛❞❥♦✐♥ts à ❞r♦✐t❡ ♣rés❡r✈❡♥t

❧❡s ❧✐♠✐t❡s✳

❏❡ ♥✬❛✐ ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣ré♦r❞♦♥♥és✱

❝❡ q✉✐ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❖♥

tr♦✉✈❡r❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴⑦❛❧♣✴❝♦✉rs❴✷✵✶✵✳♣❞❢ s❡❝t✐♦♥

✷✳✸✳✹✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬✉♥✐té ❡t ❞❡ ❝♦✲✉♥✐té q✉✬♦♥ ♥❡ ✈❡rr❛ ❡♥

t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❧❡ç♦♥✱ ❡t q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ç♦♥ q✉❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✳

✹



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼
✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✽ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s✳

▲❡s ✓ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s ✔ ♦♥t ❧✐❡✉ ❡♥tr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
✭❞✬♦ù ❧❡✉r ♥♦♠✭ ✶✮✮✳ ❙✐ ϕ : F → G ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ F : C → D ✈❡rs
G : C → D✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t X ❞❡ C ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ϕX : F (X) → G(X) ❞❡ D✱ ❡t ❞♦♥❝ s✐
H : D → E ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ✢è❝❤❡ H(ϕX) : HF (X) → HG(X)✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡
X 7→ H(ϕX)✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ Hϕ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ HF ✈❡rs HG ✭s✐♠♣❧❡♠❡♥t
♣❛r❝❡ q✉❡ H tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ❝❛rrés ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡♥ ❝❛rrés ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡str❡✐♥❞r❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ϕ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r K : B → C✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢è❝❤❡
f : X → Y ❞❡ B✱ ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

FK(X)
FK(f)

//

ϕK(X)

��

FK(Y )

ϕK(Y )

��
GK(X)

GK(f)
// GK(Y )

q✉✐ ❡st ❥✉st❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❝❛rré q✉✐ ❞✐t q✉❡ ϕ : F → G ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
X 7→ ϕK(X)✱ ❞❡ FK ✈❡rs GK✱ q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡r❛ ♥♦té❡ ϕK✳ ❊♥ rés✉♠é ✿

☞ ✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ✭❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s

B
K // C

F
((

G

66⇓ ϕ D
H // E

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s Hϕ : HF → HG ❡t ϕK : FK → GK ♣❛r (Hϕ)X =
H(ϕX) ❡t (ϕK)X = ϕK(X)✳

✶✳ ➚ ✈r❛✐ ❞✐r❡ ❝❡ ♥♦♠ ❡st ✉♥ ♥♦♠ ♠❛✐s♦♥✱ q✉❡ ❥✬❛✐ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ♠♦♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡✳ ■❧ ♥❡
s❡♠❜❧❡ ♣❛s q✉❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❝✐❡♥s ❛✐❡♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠ à ❝❡tt❡ s♦rt❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❤♦r♠✐s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✓ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✔✮✳



☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

B
H // C

F

""⇓ λ

⇓ µ
//

F ′

<< D

G

((

G′

66⇓ ν E
K // F

❱ér✐✜❡r q✉❡ ✿

• (KG)λ = K(Gλ)

• ν(FH) = (νF )H

• (Gλ)H = G(λH)

• G(µ ◦ λ)H = (GµH) ◦ (GλH)

• G1H = 1

▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ G1 . . . GnλF1 . . . Fm ♦ù ❧❡s Gi ❡t Fj s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡t λ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡✱ s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts s♦✐❡♥t ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❞✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❞✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
✐❞❡♥t✐té ❡st ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s✳

✷ ❯♥✐té ❡t ❝♦✲✉♥✐té ❞✬✉♥❡ ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥✳

❖♥ ❛ r❡♥❝♦♥tré ♣❧✉s ❤❛✉t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ η : 1 → GF ✱ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
X ❞❡ C ♣❛r ηX = θ(1F (X))✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✓ ✉♥✐té ✔ ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ θ : F ⊣ G✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱
♦♥ ❛ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ε : FG → 1 ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t Y ❞❡ D ♣❛r εY =
θ−1(1G(Y ))✳

G(Y )

1G(Y )   A
AA

AA
AA

ηG(Y ) // GFG(Y )

G(ε)||xxxxxxxx

G(Y )

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ε ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✓ ❝♦✲✉♥✐té ✔ ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ θ : F ⊣ G✳

❖♥ ✈♦✐t s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Gε ◦ ηG = 1 ❛♣♣❡❧é❡ ✓ éq✉❛t✐♦♥ tr✐❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡ ✔✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧✬❛✉tr❡ éq✉❛t✐♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ εF ◦ Fη = 1✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s Gε✱
ηG✱ εF ❡t Fη s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ❞❡s ✓ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s ✔ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭♣❛❣❡ ✶✮✮✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❛ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ é✈✐❞❡♥t❡✳ ❙✐ F : C → D ❡st ❛❞❥♦✐♥t à
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ X ✈❡rs G✱ q✉✐ ♥✬❡st
❛✉tr❡ ❜✐❡♥ sûr q✉❡ ηX ♦ù η ❡st ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥✳

✷



☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ G ❡t G′ s♦♥t t❡❧s q✉❡ θ : F ⊣ G ❡t θ′ : F ⊣ G′✱ θ′(εX) : G(X) →
G′(X) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ X ✭♦ù ε ❡st ❧❛ ❝♦✲✉♥✐té ❞❡ F ⊣ G✮✳

▲✬❡①❡r❝✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ❧✬❛❞❥♦✐♥t ✭à ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ à ❞r♦✐t❡✮ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st
✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣rès✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✸✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ F ⊣ G ❡t H ⊣ K✱ ❡t s✐ F ❡t H s♦♥t ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❛
H ◦ F ⊣ G ◦K✳

C
F

))
D

G

hh
H

((
E

K

ii

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✹✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs F : C → D ❡t G : D → C s♦♥t t❡❧s q✉❡ F ⊣ G s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s η : 1 → GF ❡t ε : FG → 1 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✺✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ F : C → D ❡st ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t s✐ I ❡st ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s C✱
F (I) ❡st ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s D✳ ➱♥♦♥❝❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉❛❧❡✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✻✳ ❙♦✐t θ : F ⊣ G : C → D ✉♥❡ ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥✐té η : 1 → GF ❡t ❞❡ ❝♦✲✉♥✐té
ε : FG→ 1✳ ❙♦✐t I ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉✬❡♥ ♣♦s❛♥t F∗(d) = F ◦ d ❡t F∗(f : d → d′) = (i 7→ F (f(i)))✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥
❢♦♥❝t❡✉r F∗ : C

I → DI ✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉✬❡♥ ♣♦s❛♥t θ∗(ϕ : F∗(d) → d′) = (i 7→ θ(ϕi)) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ θ∗ : F∗ ⊣
G∗ : C

I → DI ✳

✭❝✮ ❊①♣r✐♠❡r ❧✬✉♥✐té η∗ ❡t ❧❛ ❝♦✲✉♥✐té ε∗ ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ θ∗ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té η ❡t ❞❡ ❧❛
❝♦✲✉♥✐té ε ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ θ✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✼✳ ❙♦✐t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs

A

U





H // C

F




B

V

JJ

K
// D

G

JJ

t❡❧s q✉❡ FH = KU ✱ GK = HV ✱ U ⊣ V ❡t F ⊣ G✳ ❙♦✐t Y ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ D✳ ❖♥ ♥♦t❡ ε : FG → 1
❧❛ ❝♦✲✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ F ⊣ G✳ ▼♦♥tr❡r q✉✬❡♥ ♣♦s❛♥t

F∗(〈f〉) = 〈ε ◦ F (f)〉 G∗(〈g〉) = 〈G(g)〉
F∗([ϕ]) = [U(ϕ)] G∗([ψ]) = [V (ψ)]

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs

H/G(Y )
F∗

,,
K/Y

G∗

mm

✸



t❡❧s q✉❡ F∗ ⊣ G∗✳

✸ ▲✐♠✐t❡s ❡t ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s Ens ❡t ❞❛♥s Top✳

☞ ✷ ▲❡♠♠❡✳ ❚♦✉t ♣❡t✐t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ d : I → Ens ❛ ✉♥ ❝ô♥❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❞♦♥t ❧❡ s♦♠♠❡t ❡st ❧❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ L ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

∏

i∈Ob(I)

d(i) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s (yi)i∈Ob(I) ✭yi ∈ d(i)✮ t❡❧❧❡s q✉❡

♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ϕ : i → j ❞❡ I✱ ♦♥ ❛✐t d(ϕ)(yi) = yj ✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ pi : L → d(i) ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r (yi)i∈Ob(I) 7→ yi✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t fi : X → d(i) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ d(ϕ)◦fi = fj ♣♦✉r t♦✉t❡
✢è❝❤❡ ϕ : i→ j ❞❡ I ✭❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ✉♥ ❝ô♥❡ ❞❡ s♦♠♠❡tX s✉r d✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ X✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
y = (fi(x))i∈Ob(I) ❡st ❛❧♦rs ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L✱ ❡t ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐ s♦✐t t❡❧❧❡ q✉❡ pi(y) = fi(x)
♣♦✉r t♦✉t i✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : X → L t❡❧❧❡ q✉❡ pi ◦ f = fi✳ ❏

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s Top ❡♥ ❧❛ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s
Ens✱ ♣✉✐s ❡♥ ♠❡tt❛♥t s✉r ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❝ô♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❞✐t❡ ✓ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✔✮ q✉✐ r❡♥❞
❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❝ô♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❧❛✐ssés à t✐tr❡ ❞✬❡①❡r❝✐❝❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❡st ❥✉st❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r

∏

i∈Ob(I)

d(i)✳

☞ ✸ ▲❡♠♠❡✳ ❚♦✉t ♣❡t✐t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ d : I → Ens ❛ ✉♥ ❝♦❝ô♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡✱ ❞♦♥t ❧❡ s♦♠♠❡t ❡st
❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (i, x) ♦ù i ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ I ❡t x ∈ d(i) ♣❛r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t (i, x) à (j, d(ϕ)(x)) ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ϕ : i → j ❞❡ I ❡t t♦✉t
x ∈ d(i)✱ ❡t ♦ù ❧❛ ✢è❝❤❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ γi : d(i) → colim d ❡♥✈♦✐❡ x ∈ d(i) s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ (i, x)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t δ : d → ∆X ✉♥ ❝♦❝ô♥❡ s✉r d✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ θ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t
❝♦✉♣❧❡ (i, x) ✭❛✈❡❝ x ∈ d(i)✮ s✉r δi(x) ∈ X✳ ❈♦♠♠❡ δj ◦ d(ϕ) = δi ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ϕ : i→ j ❞❡
I✱ ♦♥ ❛ θ(i, x) = δi(x) = δj(d(ϕ)(x)) = θ(j, d(ϕ)(x)) ❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ θ ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❡♥ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ θ : colim d → X✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ θ ◦ γi = δi ♣♦✉r t♦✉t
♦❜❥❡t i ❞❡ I✳ ❏

❊♥ rés✉♠é✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❢❛✐r❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ♣✉✐s ✐❞❡♥t✐✜❡r t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✈❡❝ s❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞❡ q✉♦✐ ❡st ❢❛✐t❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s (i, x) ≃ (j, d(ϕ)(x))✳

☞ ✹ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

X0

i **

s
44 X1

♦ù X0 = X1 = N ❡t ♦ù i(x) = x ❡t s(x) = x+1✱ ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❝❛r ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ (0, x) à (1, x) ❡t
à (1, x+1)✱ ❞♦♥❝ ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (0, x) à t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (1, y) ❡t

✹



❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s é❧❡♠❡♥ts ❞❡ X0 à t♦✉s ❧❡s é❧❡♠❡♥ts ❞❡ X1✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛
❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠ê♠❡ s✐♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t
à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠♦ts✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ss✐ ♠②stér✐❡✉s❡s✳

☞ ✺ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ Ens ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

X
f //

g

��

Y

Z

❛ ✉♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ Ens ❛ ❞❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉✬❡♥ ❢❛✐t
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✱ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ X ∐ Y ∐Z✱
♠❛✐s ❝♦♠♠❡ t♦✉t x ∈ X ❡st ✐❞❡♥t✐✜é à s❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛r f ❡t g✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡
❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❛♥s Y ♦✉ ❞❛♥s Z✳ ▲❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ Y ∐ Z✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ Y ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✐❞❡♥t✐✜és ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉✬✐❧s ❛✐❡♥t ❞❡s ❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❛♥s X ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
✐♠❛❣❡ ♣❛r g✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ Z = {∗} ❡t s✐ f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ s❡r❛ ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥
✭❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù Y ❡st ✈✐❞❡ ❞✉ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✮✳

▲❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s Top s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ Ens ✿

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ❚♦✉t ♣❡t✐t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ d : I → Top ❛ ✉♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥
❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❝ô♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ γ : d → ∆L ❞❡ d ❞❛♥s Ens ♣✉✐s ❡♥ ♠❡tt❛♥t s✉r ❧❡ s♦♠♠❡t L
❞❡ ❝❡ ❝♦❝ô♥❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦✉✈❡rts s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ L t❡❧❧❡s q✉❡ γ−1

i (A) s♦✐t ♦✉✈❡rt
❞❛♥s d(i) ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t i ❞❡ I✳✭ ✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉❜❧✐❛♥t ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝♦❝ô♥❡ γ : d → ∆L ❞❛♥s
Ens✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✈✐❞❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❧❡✐♥❡✱ ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡t
❧❡s ré✉♥✐♦♥s ✭q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ L t❡❧❧❡ q✉❡ γ−1

i (A) s♦✐t
✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ d(i) ♣♦✉r t♦✉t i ❡st ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ γ ❡st ❛❧♦rs ✉♥
❝♦❝ô♥❡ s✉r d ❞❛♥s Top✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t δ : d → ∆X ✉♥ ❝♦❝ô♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✉r d ❞❛♥s Top✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ✉♥ ❝♦❝ô♥❡
❞❛♥s Ens✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : L→ X t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ ◦ γi = δi ♣♦✉r t♦✉t i✳ ■❧ r❡st❡
❞♦♥❝ ❥✉st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ϕ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙✐ U ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X✱ γ−1

i (ϕ−1(U)) ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt
❞❡ d(i)✱ ❝❛r ✐❧ ❡st é❣❛❧ à δ−1

i (U)✳ ϕ−1(U) ❡st ❞♦♥❝ ♦✉✈❡rt ❞❛♥s L ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❞❡ L✳ ❏

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s Top✳ ❊♥
✈♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

☞ ✼ ❊①❡♠♣❧❡✳ ➱❝r❛s❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t A ✉♥
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✓ é❝r❛s❛♥t ✔ A s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ♥♦té X/A✱ ❡st ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉

✷✳ ▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ s✉r L ❡st ❞✐t❡ ✓ ✜♥❛❧❡ ✔✳ ■❧ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❝✬❡st ❧❛
♣❧✉s ✜♥❡ ✭♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮ ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s γi s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

✺



❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭❡♥ tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✮
A

�

�

//

��

X

π

��
{∗} // X/A

❊♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳✭ ✸✮ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ U ❞❡ X/A
❡st ♦✉✈❡rt❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ π : X → X/A
❡st ♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s X✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ∗ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ X/A q✉✐ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ∗ ∈ {∗}✳

▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ X/A ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs sé♣❛ré❡ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡ ❞❡ X ❧✬❡st✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
♣♦✉r A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s X ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t x✳ ❙♦✐t y ∈ A✳ ▲❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ x ❡t y ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ π : X → X/A s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳ ❙✐
U ❡t V s♦♥t ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ π(x) ❡t π(y) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ π−1(U) ❡t π−1(V ) s♦♥t ❞❡s
✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ x ❡t y✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s X ✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ A ∩ π−1(U)✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs
π(a) = π(y) = ∗ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à U ✱ ❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ X/A ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r
❧❡ ♣♦✐♥t ∗✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ X/A ❡st sé♣❛ré❡ s✐ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t s✐ A ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s
X✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ π(x) ❡t π(y) s♦♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ X/A ❡t ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ∗✱ x ❡t y s♦♥t ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ X q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s A✳ ❈♦♠♠❡ X − A ❡st ♦✉✈❡rt ❞❛♥s X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ U ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❡t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ V ❞❡ ❝❡♥tr❡ y✱ ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ A✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ π à X − A ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ U ❡t V s♦♥t é❣❛❧❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s
❞❡ ❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣❛r π✳ ❈❡s ✐♠❛❣❡s ❞✐r❡❝t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts
❞❡ π(x) ❡t π(y) ❞❛♥s X/A✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t x
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s A ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ U ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❡t ✉♥ ♦✉✈❡rt V ❝♦♥t❡♥❛♥t A t❡❧s q✉❡
U ∩ V = ∅✳ ❈♦♠♠❡ U ❡t V s♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s ❞❡ ❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣❛r
π✱ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✳

☞ ✽ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❈②❧✐♥❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙♦✐t f : X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡ ✓ ❝②❧✐♥❞r❡ ✔ Cyl(f) ❞❡ f ❡st ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭❡♥ tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✮

X
f //

i1
��

Y

i

��
X × [0, 1]

j
// Cyl(f)

♦ù i1(x) = (x, 1) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ i : Y → Cyl(f) ❡st
✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s Ens t♦✉t ♣✉s❤♦✉t ❞✬✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳

☞ ✾ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❈ô♥❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙♦✐t f : X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✸✳ ◆♦t❡r t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ s✐ A ❡st ✈✐❞❡✱ X/A ❡st ❥✉st❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ X ❡t ❞❡ {∗}✳

✻



❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡ ✓ ❝ô♥❡ ✔ ❞❡ f ✱ ♥♦té C(f)✱ ❡st ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭❡♥ tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✮

X
f //

i1
��

Y

��

X
i0

//

��

X × [0, 1]

%%
{∗} // C(f)

♦ù i0(x) = (x, 0) ❡t i1(x) = (x, 1) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✽✳ ❖♥ ♥♦t❡ Xn ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1/n] ❞❡s ré❡❧s ✭n > 0✮✱ ❡t s♦✐t fn : Xn → Xn+1

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r x 7→ inf(x, 1/(n + 1))✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❢♦r♠é
♣❛r ❧❡s fn ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙✐❡r♣✐➠s❦✐✳

☞ ✶✵ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ✓ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✔ ΣX ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ X ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ q✉♦t✐❡♥t
((X × [0, 1])/X × {0})/X × {1} ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✮✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❡♥ ❝♦✉rs q✉❡ ΣSn−1 ❡st
❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S

n ✭❡①❡r❝✐❝❡ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡✮✳

❏✬❛✐ é✈♦q✉é à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝♦✉rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❍✲❝♦❣r♦✉♣❡ ✔ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥❡ r❡✈✐❡♥❞r❛✐ ♣❧✉s t❛r❞✳

✹ ❇♦♥✉s✳

☞ ✶✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t X ♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r X̌✱ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣❛r X̌(Y ) =
C(X,Y ) ❡t s✉r ❧❡s ✢è❝❤❡s ♣❛r X̌(f)(ϕ) = f∗(ϕ) = f ◦ ϕ✱ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t γ : ∆L → d ✉♥ ❝ô♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ C s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ d : I → C✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝ô♥❡ X̌γ : X̌ ◦ ∆L → X̌ ◦ d ❡st ✉♥ ❝ô♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s Ens✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t
q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f 7→ (γi ◦ f)i∈Ob(I) ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ X̌(L) = C(X,L) ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s (fi)i∈Ob(I) ✭fi ∈ C(X, d(i))✮ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ϕ : i → j ❞❡ I✱ ♦♥ ❛✐t
d(ϕ) ◦ fi = fj ✳ ▼❛✐s ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❝❛r ❝✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝ô♥❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s C✳ ❏

☞ ✶✷ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ❊①❛♠✐♥❡r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ♣❡✉t ❛✐❞❡r à ♠✐❡✉①
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C✱ ❡t s♦✐t

L
γ

����
��

��
�

γ′

��?
??

??
??

A B

✉♥ ❝ô♥❡ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r X̌ à ❝❡ ❝ô♥❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

✼



❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ Ens

C(X,L)
γ∗

||zz
zz

zz
zz γ′

∗

""D
DD

DD
DD

D

C(X,A) C(X,B)

❉✐r❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥ ❝♦♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s Ens r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ f 7→ (γ ◦ f, γ′ ◦ f) ❡st ✉♥❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ C(X,L) ✈❡rs C(X,A)× C(X,B)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ q✉✐
❞é✜♥✐t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✳

✽



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼
✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✶✸ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

✶ ❈❛té❣♦r✐❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

❊♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (X,A) ♦✉ ❞❡s tr✐♣❧❡ts
(X,A,B) ♦ù X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ A ❡t B ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ X✱ q✉❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❡s♣❛❝❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s ❡t tr✐♣❧❡ts ♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡s
❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ tr❛✐t❡r
t♦✉s ❝❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳

☞ ✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✓ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✔ t♦✉t❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡

❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s Top✳✭ ✶✮

☞ ✷ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❡♥ ♣❧✉s ❞❡
Top ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✮ ✿

• ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Top2 ❞❡s ✓ ♣❛✐r❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✔✳ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s
❞✬✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❯♥ t❡❧ ♦❜❥❡t s❡r❛ ♥♦té (X,A)
♦ù X ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t A ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ (X,A)
✈❡rs (Y,B) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ X → Y q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ A ❞❛♥s B✳

• ▲❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ Top• ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ré❞✉✐t à ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✓ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés ✔✳

• ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Top3 ❞❡s ✓ tr✐♣❧❡ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✔✳ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s tr✐♣❧❡ts (X,A,B) ♦ù X
❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ A ❡t B ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ X t❡❧s q✉❡ B ⊂ A✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ (X,A,B) ✈❡rs (Y, U, V ) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ X → Y q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ A ❞❛♥s U ❡t
B ❞❛♥s V ✳

• ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡Triad ❞❡s ✓ tr✐❛❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✔✳ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ✓ tr✐❛❞❡s ✔✭ ✷✮ (X,A,B)
♦ù X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ A ❡t B ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ X✳ ❙❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ (X,A,B)
✈❡rs (Y, U, V ) s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s X → Y q✉✐ ❡♥✈♦✐❡♥t A ❞❛♥s U ❡t B
❞❛♥s V ✳

✶✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s Top ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Top
I
✳

✷✳ ❈❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡st ♦✣❝✐❡❧ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳



P♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ T ✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r PT : Top → Top ✭✓ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r T ✔✮ ❞é✜♥✐
♣❛r

PT (X) = X × T
PT (f) = f × 1

♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → Y ✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ f × 1 : X×T → Y ×T
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (f ×1)(x, t) = (f(x), t)✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ I✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r PT ✐♥❞✉✐t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
PT : TopI → TopI ✱ ❡♥✈♦②❛♥t ❧✬♦❜❥❡t F : I → Top s✉r ❧✬♦❜❥❡t PTF : I → Top ❡t ❧❛ ✢è❝❤❡
θ : F → G s✉r ❧❛ ✢è❝❤❡ PT θ : PTF → PTG✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ I ❡st ~2✱✭ ✸✮ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ Top
~2 ❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ϕ : X → Y q✉❡

PT ❡♥✈♦✐❡ s✉r ϕ× 1 : X × T → Y × T ✱ ❡t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ Top
~2 ❞❡ ϕ : X → Y ✈❡rs ϕ′ : X ′ → Y ′

❡st ❥✉st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s (f : X → X ′, g : Y → Y ′) t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ′ ◦ f = g ◦ϕ✱ q✉❡ PT ❡♥✈♦✐❡
s✉r ❧❡ ❝❛rré

X × T

f×1
��

ϕ×1 // Y × T

g×1
��

X ′ × T
ϕ′×1

// Y ′ × T

❖r✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r PT tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❡♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ s✐ i : A → X ❡st ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ A ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ X✱ PT (i) = i × 1 :
A × T → X × T ❡st ❧✬✐♥❝✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ PT (A) ❞❛♥s PT (X)✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ PT ❡st ❜✐❡♥
❞é✜♥✐ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷ ✭♣❛❣❡ ✶✮✳ ❈❡❧❛ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ s❡♥s
❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❞✬✉♥ tr✐♣❧❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥❡ tr✐❛❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
♣❛r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r PT ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ■❧
♥✬❡♥✈♦✐❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦✐♥té s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦✐♥té✳✭ ✹✮

✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤♦♠♦t♦♣❡s✳

▲✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✓ ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✔ f, g : X → Y ✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❜✉t✳✭ ✺✮ ❯♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g ❞♦✐t
êtr❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✓ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t f ❡♥ g ✔✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❝❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ s✉❣❣éré✳

▲❡s ❞❡✉① ✓ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✔ ❞❡ {∗} ❞❛♥s ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✱ s❡r♦♥t ♥♦té❡s i0 ❡t i1✳
❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r i0(∗) = 0 ❡t i1(∗) = 1✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ s❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐tés ✉♥ ❡s♣❛❝❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t X ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t
♣❛r {∗}✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t i0 ❡t i1 ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s X → ×[0, 1] ❞é✜♥✐❡s ♣❛r i0(x) = (x, 0)
❡t i1(x) = (x, 1)✳

✸✳ ❖ù ~2 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é {0, 1} ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳

✹✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ s♠❛s❤✲♣r♦❞✉✐t ✔ q✉✐ rés♦✉❞ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés✳

✺✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥tr❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✳

✷



☞ ✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t s♦✐❡♥t f, g : X → Y ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s

❞❡ C✳ ❯♥❡ ✓ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g ✔ ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ C

h : X × [0, 1] → Y

t❡❧❧❡ q✉❡ h ◦ i0 = f ❡t h ◦ i1 = g✳ ❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ✓ ❤♦♠♦t♦♣❡ ✔

à g✳

◆♦t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❛✐r❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f : (X,A) →
(Y,B) à g : (X,A) → (Y,B) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ h : (X,A) × [0, 1] → (Y,B)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❢❛✐t
h : (X × [0, 1], A × [0, 1]) → (Y,B)✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t ∈ [0, 1] ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
x 7→ h(x, t) ❡♥✈♦✐❡ A ❞❛♥s B✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ✓ r❡❧❛t✐✈❡ ✔✳ ❈✬❡st
✉♥ ❝♦♥❝❡♣t très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❡♥ ❢❛✐t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ✢è❝❤❡s ❞❡ Top✳

☞ ✹ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ s✐ f : X → Y ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥

♥✬❤és✐t❡r❛ ♣❛s ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à é❝r✐r❡ f(x) ♦ù x ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥

q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ X✳✭ ✻✮ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s

♣❛✐r❡s (X,A)✱ tr✐♣❧❡ts ♦✉ tr✐❛❞❡s (X,A,B) t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞ér❡r x ❝♦♠♠❡

✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ X✳ ◆♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✓ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✔ ❧❡s ✢è❝❤❡s

❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ✢è❝❤❡s ❞❡ X ✈❡rs Y ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ré✢❡①✐✈❡✱ ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → Y ♦♥ ♣❡✉t
♣♦s❡r h(x, t) = f(x)✳ ❊❧❧❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❝❛r s✐ h ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g✱ (x, t) 7→ h(x, 1− t)
❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ g à f ✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ❝❛r s✐ h ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g ❡t h′

✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ g à k✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h′′ : X × [0, 1] → Y ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

h′′(x, t) =











h(x, 2t) s✐ 0 ≤ t ≤
1

2

h′(x, 2t− 1) s✐
1

2
≤ t ≤ 1

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r h(x, 2
1

2
) = g(x) = h′(x, 2

1

2
−1)✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝❛rX×[0,

1

2
]

❡t X × [
1

2
, 1] s♦♥t ❢❡r♠és ❞❛♥s X × [0, 1] ❡t h′′ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❢❡r♠és✳ ❈♦♠♠❡

h′′(x, 0) = f(x) ❡t h′′(x, 1) = k(x)✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à k✳ ❏

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

X
ϕ // Y

f
))

g
55 Z

ψ // T

✻✳ ❈❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡st ❝♦✉r❛♥t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t♦♣♦s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ❡st

✉♥ ♣ré❢❛✐s❝❡❛✉✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s ✐❝✐✳

✸



t❡❧❧❡ q✉❡ f s♦✐t ❤♦♠♦t♦♣❡ à g✳ ❆❧♦rs ψ ◦ f ◦ ϕ ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ψ ◦ g ◦ ϕ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t h : Y × [0, 1] → Z ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g✳ ❆❧♦rs k : X × [0, 1] → T
❞é✜♥✐❡ ♣❛r k(x, t) = ψ(h(ϕ(x), t)) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t ♦♥ ❛ k(x, 0) = ψ(f(ϕ(x))) ❡t
k(x, 1) = ψ(g(ϕ(x)))✳ ❏

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡st ✉♥❡ ✓ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✔ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ♥♦s ❝❛té❣♦r✐❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱
❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳
❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❞✐t❡ ✓ ❝❛té❣♦r✐❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ✔✱ ❡st ♥♦té❡ ❡♥ ❛❝❝♦❧❛♥t ❧❡ ♣ré✜①❡ ❍♦ ❛✉ ♥♦♠
❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s HoTop✱ HoTop•✱ HoTop2✱ HoTop3✱
HoTriad✳ P♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts X ❡t Y ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ C✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❡
Ho C ❞❡ X ✈❡rs Y s❡r❛ ♥♦té [X,Y ] ♣❧✉tôt q✉❡ Ho C(X,Y )✳

☞ ✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ ✢è❝❤❡ f : X → Y ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ C ❡st ❛♣♣❡❧é❡

✉♥❡ ✓ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ✔ s✐ ❧❛ ✢è❝❤❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ho C ❡st ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st ❞✐t ✓ ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ✔✱ s✐ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X → {∗}
❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

■❧ r❡✈✐❡♥t ❜✐❡♥ sûr ❛✉ ♠ê♠❡ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ f : X → Y ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ g : Y → X t❡❧❧❡ q✉❡ g◦f ❡t f◦g s♦✐❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s
❛✉① ✐❞❡♥t✐tés ❞❡ X ❡t Y ✳ ❇✐❡♥ sûr✱ t♦✉t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡
ét♦✐❧é❡✱✭ ✼✮ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡s ✿

• ❉❛♥s Top ✿ ❚♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ {∗} ✈❡rs Rn ♦✉ ✈❡rs Dn✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ S
n−1 ❞❛♥s

R
n − {0}✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ O(n) ❞❛♥s GLn(R) ❡t ❞❡ SO(n) ❞❛♥s GL+

n (R)✳

• ❉❛♥s Top• ✿ ❚♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ ({∗}, ∗) ✈❡rs (Rn, ∗)✳

• ❉❛♥s Top2 ✿ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ (Rn, {x ∈ R
n | ‖x‖ ≥ 1}) ❞❛♥s (Dn, Sn−1)✳

• ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ X ✈❡rs X × [0, 1] ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 〈1, f〉✱ ❞❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ p1 : X × [0, 1] → X✳

✸ ❈❛rrés ❝❛rtés✐❡♥s ❡t ♣✉❧❧❜❛❝❦s✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❡♥ ❢❛✐t ❥✉st❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ✭❝❛rrés ❝♦❝❛rtés✐❡♥s✮✳ ◆♦✉s ❧❛ r❡❞é✜♥✐ss♦♥s ✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✳

✼✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ A ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ E ❡st ❞✐t❡ ✓ ét♦✐❧é❡ ✔✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t x0 ∈ A t❡❧ q✉❡ ❧❡ s❡❣♠❡♥t

❞❡ ❞r♦✐t❡ ❥♦✐❣♥❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ x ∈ A à x0 s♦✐t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s A✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ A ❡st ✓ ét♦✐❧é❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à x0 ✔✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ❡st ét♦✐❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts✳

✹



☞ ✽ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❯♥ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

P

β

��

α // X

f

��
Y g

// Z

❡st ❞✐t ✓ ❝❛rtés✐❡♥ ✔✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ✢è❝❤❡s ϕ : U → X ❡t ψ : U → Y t❡❧❧❡ q✉❡ f ◦ ϕ = g ◦ ψ✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ ρ : U → P t❡❧❧❡ q✉❡ α ◦ ρ = ϕ ❡t β ◦ ρ = ψ✳

U
ϕ

##

ψ

��

ρ

  
P

β
��

α // X

f
��

Y g
// Z

▲❛ ✢è❝❤❡ β ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ✓ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞❡ f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ g ✔✱ ❡t s❡r❛ ♥♦té❡ g∗(f)✳ ❖♥ ❞✐t

q✉✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ✓ ❛ ❞❡s ♣✉❧❧❜❛❝❦s ✔ s✐ t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ C ❛ ✉♥ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ t♦✉t❡ ✢è❝❤❡

✭❞❡ ♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡✱ ❜✐❡♥ sûr✮✳

❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ❝❛rré ❝❛rtés✐❡♥ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✜♥❛❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
❝❛rrés ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❧❡s ✢è❝❤❡s f ❡t g✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝ô♥❡ ❢♦r♠é ❞❡s ❞❡✉①
✢è❝❤❡s ❞❡ s♦✉r❝❡ P ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣rès✱ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ f ❡t g✳
▲❛ ✢è❝❤❡ g∗(f) ❡st ❞♦♥❝ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès à ♣❛rt✐r ❞❡ f ❡t g✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
s✐ β ❡t β′ s♦♥t ❞❡✉① ♣✉❧❧❜❛❝❦s ❞❡ f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ g✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

P ′

β′

��6
66

66
6

≃ // P

β
��		

		
		

Y

♦ù ❧❛ ✢è❝❤❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥✐q✉❡ ✭♣♦✉r✈✉ q✉✬✐❧ ❝♦♠♠✉t❡
❛✉ss✐ ❛✈❡❝ α ❡t α′✮✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ Ens ❡t ❞❡ Top✳

☞ ✾ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t f : X → Z ❡t g : Y → Z ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ Ens ✭r❡s♣✳ ❞❡ Top✮✳ ❆❧♦rs ❧❡

❝❛rré

{(x, y) ∈ X × Y | f(x) = g(y)}
π1 //

π2
��

X

f

��
Y g

// Z

❡st ❝❛rtés✐❡♥✳

✺



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱ér✐✜♦♥s✲❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉r Ens✳ ❙♦✐❡♥t ϕ : U → X ❡t ψ : U → Y t❡❧❧❡s q✉❡
fϕ = gψ✳ P♦✉r t♦✉t u ∈ U ✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ρ(u) = (ϕ(u), ψ(u)) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à P = {(x, y) ∈ X ×
Y | f(x) = g(y)}✱ ❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ρ : U → P ✱ ❡t ❝✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ✢è❝❤❡ t❡❧❧❡ q✉❡ π1ρ = ϕ
❡t π2ρ = ψ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ f ❡t g s♦✐❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ P r❡ç♦✐t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ X × Y ✳ π1 ❡t π2 ✭❡♥ ❢❛✐t ❧❡✉rs r❡str✐❝t✐♦♥s à P ✮ s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ s✐ ϕ ❡t
ψ s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ρ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❏

☞ ✶✵ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ✢è❝❤❡s f : X → Z ❡t g : Y → Z ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❯♥

✓ r❡❧è✈❡♠❡♥t ✔ ❞❡ f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ g ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ f : X → Y t❡❧❧❡ q✉❡ gf = f ✳

Y

g

��
X

f
//

f
>>

Z

❯♥❡ ✓ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ g ✔ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ Z ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ g✳ ■❧ ❡st
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✓ r❡❧è✈❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✔ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ g ❡①✐st❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ ❝✐❜❧❡ Z s❡ r❡❧è✈❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ g✳

■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s s❡❝t✐♦♥s q✉❡ ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧❡
❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s❡ à ❢❛✐r❡✳

☞ ✶✶ ▲❡♠♠❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉✐ ❛ ❞❡s ♣✉❧❧❜❛❝❦s✱ s✐ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ f : X → Z s❡ r❡❧è✈❡ ❧❡

❧♦♥❣ ❞❡ g : Y → Z ❡♥ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ f ✱ s = 〈1, f〉 ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ f∗(g)✳

U
k //

f∗(g)

��

Y

g

��
X

f

>>

f
//

s

JJ

Z

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ s ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ f∗(g)✱ k ◦ s ❡st ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ g✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té✳ ❏

✹ ●r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

☞ ✶✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✮✱ ❡t s♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

• ❯♥❡ ✓ ❛❝t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡ ✔ ❞❡ G s✉r X ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X ×G→ X✱ ♥♦té❡ (x, g) 7→ x.g✱

✻



t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
(x.g).h = x.(gh)

x.1 = x

♣♦✉r t♦✉s x ∈ X ❡t g, h ∈ G✳

• P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ A ❞❡ X✱ ♦♥ ♥♦t❡ A.g ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ X | ∃x∈A y = x.g}✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡

✓ tr❛♥s❧❛té ❞❡ A ♣❛r g ✔✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ✓ ❧✐❜r❡ ✔ s✐ ∀x∈X ∀g∈G x = x.g ⇒ g = 1✳

• P♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ X | ∃g∈G y = x.g} ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬✓ ♦r❜✐t❡ ❞❡ x ✭s♦✉s

❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✮ ✔✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦r❜✐t❡s ❡st ♥♦té X/G✳ P♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ ❧❛

❜✐❥❡❝t✐♦♥ x 7→ x.g ❞❡ X ✈❡rs X ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬✓ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ g s✉r X ✔✳

• ❯♥❡ ❛❝t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ❡st ❞✐t❡ ✓ tr❛♥s✐t✐✈❡ ✔✳

• ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : X → Y ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s G ❛❣✐t à ❞r♦✐t❡ ❡st ❞✐t❡

✓ G✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡ ✔ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ❡t t♦✉t g ∈ G✱ ♦♥ ❛ f(x.g) = f(x).g✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ (x, g) 7→ x.g ❞❡ G s✉r X ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à s❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ψ ❞❡ G ✈❡rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ X ✈❡rs X✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r
ψ(g)(x) = x.g✳ ▲❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❝❡✉① ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❛❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ψ ❡♥ ♣♦s❛♥t x.g = ψ(g)(x)✳

❖♥ ❛✉r❛ ❛✉ss✐ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❝t✐♦♥s à ❣❛✉❝❤❡ ✭❡t ❡♥ ❢❛✐t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t
à ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✮✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ét❛❜❧✐r❛ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ✭❞✐s♦♥s ♥♦té ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥
✓ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✔ s✐ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s (x, y) 7→ xy ❡t x 7→ x−1 ❞❡ G × G ✈❡rs G ❡t ❞❡
G ✈❡rs G s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ X × G✱
❡t ❝❡❧❛ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞✬✓ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✔ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ G s✉r X
✭❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, g) 7→ x.g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✮✳

☞ ✶✸ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛❜♦♥❞❡♥t ❡♥ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ ♠ê♠❡ ♣ré❝é❞é ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❝❛r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ♦♥t été ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❣✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✓ ❛❣✐t ✔ s✉r ✉♥❡ ✜❣✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦✉ s✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ s✐❣♥❛❧♦♥s ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳

• ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G ❛❣✐t ✓ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✔ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
(x, g) 7→ x✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♦r❜✐t❡s s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ❡t t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡
❝♦♠♠❡ s❛t✉ré✳

• ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G ❛❣✐t ✓ ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ✔ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡X×G q✉❛♥❞ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
((x, h), g) 7→ (x, hg)✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉✱ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

• ❯♥ ✓ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ✔ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛❣✐t
❧✐❜r❡♠❡♥t ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t✳

• ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡t s✐ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ X✱ G ❛❣✐t s✉r X✳

✼



• ❙✐ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉é✮✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ❛❣✐t à ❞r♦✐t❡
s✉r G ✈✐❛ (g, h) 7→ gh✳

• ▲❡ ❣r♦✉♣❡ O(1) ✭q✉✐ ♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts −1 ❡t +1✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡
❛❞❞✐t✐❢ Z/2✮ ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ S

n ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡t
❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✓ ❛❝t✐♦♥ ❛♥t✐♣♦❞❛❧❡ ✔✳

• ▲❡ ❣r♦✉♣❡ U(1) ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1 ❛❣✐t s✉r t♦✉t❡ s♣❤èr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ S2n+1 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦r♠❡ 1 ❞❛♥s Cn+1✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❡ 1 ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❡ 1✳ ❖♥
✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❧✐❜r❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✳

✺ ❘❡✈êt❡♠❡♥ts ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s✳

☞ ✶✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t✳

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ π : E → X ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ✓ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ❞❡ ✜❜r❡ F ✔ s✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : E → X × F t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

E

π
��6

66
66

66

ϕ // X × F

π1����
��

��
�

X

s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ π : E → X ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ✓ r❡✈êt❡♠❡♥t ✔ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t

♦✉✈❡rt U = (Ui)i∈I ❞❡ X✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t Fi✱ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I ❧❡

♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞❡ π ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ Ui ⊂ X s♦✐t ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ❞❡ ✜❜r❡ Fi✳

❙✐ ♣♦✉r t♦✉t i ♦♥ ❛ Fi = F ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ π ❡st ✉♥ ✓ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ✜❜r❡ F ✔✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t U ❞♦♥t ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡t é♥♦♥❝é ✓ tr✐✈✐❛❧✐s❡ π ✔✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r
q✉❡ π : E → X ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❜✐❡♥ sûr ❞❡ tr♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ X ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
U ❞❡ x t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞❡ π ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ U → X s♦✐t ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✳ ▲❡
♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞❡ π ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ U → X s❡r❛ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✓ r❡str✐❝t✐♦♥ ✔ ❞❡ π ❛✉ ❞❡ss✉s
❞❡ U ✳ ❙✐ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ π ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ U ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ✓ U tr✐✈✐❛❧✐s❡
π ✔✱ ♦✉ q✉❡ π ❡st ✓ tr✐✈✐❛❧ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ U ✔✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛rré

Y × F

π1
��

f×1 // X × F

π1
��

Y
f

// X

ét❛♥t ❝❛rtés✐❡♥✱ t♦✉t ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ❡st tr✐✈✐❛❧ ✭❞❡ ♠ê♠❡ ✜❜r❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t
r❡✈êt❡♠❡♥t q✉✐ ❡st tr✐✈✐❛❧ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ U ❧✬❡st ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ t♦✉t ♦✉✈❡rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
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U ✳ ❙✐ π : E → X ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡t f : Y → X ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞❡ π ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ f ♣♦✉rr❛ êtr❡ ♥♦té f∗(π)✳

☞ ✶✺ ▲❡♠♠❡✳ ❚♦✉t ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✭❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❡st ✉♥

r❡✈êt❡♠❡♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❡t s♦✐t f : Y → X ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
❙♦✐t y ∈ Y ❡t s♦✐t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ f(y) ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉q✉❡❧ π ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

f−1(U)
f //

� _

i
��

U
� _

i

��
Y

f
// X

❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭✐❧ ❡st ♠ê♠❡ ❝❛rtés✐❡♥✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ f∗i∗(π) = i∗f∗(π)✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ i∗(π) ❡st
tr✐✈✐❛❧✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ f∗i∗(π)✱ ❞♦♥❝ ❞❡ i∗f∗(π)✳ ❈♦♠♠❡ f−1(U) ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ y✱
♦♥ ✈♦✐t q✉❡ f∗(π) ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✳ ❏

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✸✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✹✳ ❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ✜❜r❡ F ✜♥✐❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ E ❡st
❝♦♠♣❛❝t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ X ❡st ❝♦♠♣❛❝t✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✺✳ ❙♦✐t f : X → Y ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣r❡✱ ♦ù X ❡t Y s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
❞❡ Y ❡st ✜♥✐❡✳

✻ ●r♦✉♣❡s ❡t r❡✈êt❡♠❡♥ts✳

☞ ✶✻ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ϕ : X×G→ X ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

❞❡ G s✉r X✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r X ❡st ✓ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ✔✭ ✽✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t

x ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ x t❡❧ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❧❛tés ❞❡ U s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s♦✐❡♥t ❞❡✉①

à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✳

☞ ✶✼ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t ❞♦♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X
❡st ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ π : X → X/G ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡

✜❜r❡ G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t y ∈ X/G ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x ∈ X t❡❧ q✉❡ y = π(x)✳ ❙♦✐t Uy ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ x ❞❛♥s X t❡❧ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❧❛tés Uy.g ✭g ∈ G✮ ❞❡ Uy s♦✐❡♥t ❞❡✉① à ❞❡✉①

❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡t s♦✐t Vy ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ Uy ♣❛r π✳ ❆❧♦rs Vy ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt✱ ❝❛r π−1(Vy) =
⋃

g∈G

Uy.g

✽✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ tr♦✉❜❧❛♥t ❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳
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❡♥ ❡st ✉♥✳ Vy ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ y ❞❛♥s X/G✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ψ(u, g) =
u.g ❞❡ Uy × G ✈❡rs π−1(Vy) ❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❝✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♦✉✈❡rt❡✮✱ ❡t ♦♥ ❛ π ◦ ψ = π1✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦✉✈❡rts (Vy)y∈X/G q✉✐
r❡❝♦✉✈r❡ X/G✱ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞❡ π : X → X/G ❧❡ ❧♦♥❣ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ Vy ⊂ X/G
❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ❞❡ ✜❜r❡ G✳ ❏

☞ ✶✽ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ O(1) = {−1,+1} ✭❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s
ré❡❧❧❡s 1× 1✮✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t✱ ❛❣✐t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ Sn ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r +1 ♥❡ ❜♦✉❣❡ ♣❛s ❧❡s ♣♦✐♥ts✱ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r −1 ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ♣♦✐♥t x ❞❡
S
n s✉r s♦♥ ❛♥t✐♣♦❞❡ −x✮✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡ q✉♦t✐❡♥t Sn/O(1)

❡st ♥♦té RP
n ❡t ❛♣♣❡❧é ❧✬✓ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ré❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✔✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

π : Sn → RP
n ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✼✳

☞ ✶✾ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t s♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ G ✭♥♦♥

♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉é✮✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ π : G → G/H ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡

✜❜r❡ H✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭▲❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡st ♥♦té ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t✳✮ ❈♦♠♠❡ H ❡st ❞✐s❝r❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ 1 ❞❛♥s G t❡❧ q✉❡ U ∩ H = {1}✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ λ : G × G → G ❞é✜♥✐❡
♣❛r λ(x, y) = x−1y ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❡♥✈♦✐❡ (1, 1) s✉r 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ {1} t❡❧ q✉❡
λ(V × V ) ⊂ U ✳ ❙♦✐❡♥t h ❡t k ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H✳ ❙✐ V.h ❡t V.k ♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ x ❡t y ❞❛♥s V t❡❧s q✉❡ xh = yk✱ ❡t ♦♥ ❛ x−1y = hk−1✱ ❞♦♥❝ hk−1 ∈ U ✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ hk−1

❛♣♣❛rt✐❡♥t à H✱ ♦♥ ❛ hk−1 = 1 ❞♦♥❝ h = k ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡ ✭♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❞❡ H s✉r G
❡st ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✼✳ ❏

☞ ✷✵ ❊①❡♠♣❧❡✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ R → R/2πZ
❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ C → C/2iπZ ✭❧❡s ❣r♦✉♣❡s ét❛♥t ✐❝✐
❛❞❞✐t✐❢s✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ eix ✐♥❞✉✐t ✭♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✮ ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
R/2πZ → S

1 ✭♦ù S
1 ❡st ✐❞❡♥t✐✜é à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ x 7→ eix ❞❡

R ✈❡rs S1 ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ✜❜r❡ Z✳ ❉❡ ♠ê♠❡ z 7→ ez ❞❡ C ✈❡rs C− {0} ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t
❞❡ ✜❜r❡ Z✳

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t R → S
1 ❞é✜♥✐ ♣❛r x 7→ eix✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts π : E → X ✭❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ✜❜rés✮ ❡st q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E✱ π(x) ❞♦✐t s❡ s✐t✉❡r ✭s✉r ❧❡ ❞❡ss✐♥✮ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ x s✉r ❧❛ ♠ê♠❡
❧✐❣♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ♦❜❧✐❣❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à r❡♣rés❡♥t❡r E ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t π : R → S

1 ❞é✜♥✐ ♣❛r π(x) = eix✱ R ❞♦✐t êtr❡ r❡♣rés❡♥té✱ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
❝❛✈❛❧✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ✿

✶✵



π

R

S
1 1

0

2π

4π

−2π

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ S
1 ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡✱ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ eix

❝♦♥s✐st❡ à ✓ ♣r♦❥❡t❡r ✔ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡ R ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r
❝❡ ❞❡ss✐♥ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ π−1(1)✱ ❡st 2πZ✳ ❈❡ q✉✐ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❝❡ ❞❡ss✐♥ ❡st q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t à t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✳ ❈❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❡st
q✉✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❡r♠é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Z ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s
R✱ ♠❛✐s à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐rr❛t✐♦♥♥❛❧✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ π✱ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ eix ❡st ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❡t ❞❡♥s❡ ❞❡ S

1✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ❢❡r♠é❡✳

✶✶



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✶✺ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

✶ ▲❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❤♦♠♦t♦♣✐❡s✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t π : E → B ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❡t s♦✐❡♥t f, g : X → E ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s t❡❧❧❡ q✉❡ π ◦ f = π ◦ g ✭❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ f ❡t g s♦♥t ❞❡✉① r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A = {x ∈ X | f(x) = g(x)} ❡st ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é ❞❛♥s X✳ ❊♥

❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ X ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f, g : X → E q✉✐ s♦♥t ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡

♠ê♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡s q✉❡ π ◦ f = π ◦ g✮ s♦♥t é❣❛❧❡s ❞ès q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ❡♥

✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ X✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x ∈ X✳ P♦s♦♥s a = f(x) ❡t b = g(x)✳ ❙♦✐t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡

π(a) ✭q✉✐ ❡st é❣❛❧ à π(b)✮ ❞❛♥s B ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉q✉❡❧ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥

❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : π−1(U) → U × F ✱ ❛✈❡❝ F ❞✐s❝r❡t✱ t❡❧ q✉❡ π1 ◦ ϕ = π✳ P♦s♦♥s Va =
U × {π2(ϕ(a))} ❡t Vb = U × {π2(ϕ(b))}✳ Va ❡t Vb s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ ϕ(a) ❡t

ϕ(b) ❞❛♥s U × F ✳ ❖♥ ❛ Va = Vb s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a = b✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ x ∈ A✱ ❡t Va ∩ Vb = ∅
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳

❈♦♠♠❡ ϕ◦f ❡t ϕ◦g s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ W ❞❡ x ❞❛♥s X t❡❧ q✉❡ ϕ(f(W )) ⊂ Va

❡t ϕ(g(W )) ⊂ Vb✳ ❈♦♠♠❡ π1 : Va → U ❡t π1 : Vb → U s♦♥t ❞❡s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❡t q✉❡

π ◦ f = π ◦ g✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕ ◦ f ❡t ϕ ◦ g s♦♥t é❣❛❧❡s s✉r W s✐ a = b✱ ❡t ♥❡ s♦♥t é❣❛❧❡s ❡♥ ❛✉❝✉♥

♣♦✐♥t ❞❡ W s✐♥♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ A ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s X s♦♥t ♦✉✈❡rts✳ ❏

☞ ✷ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❤♦♠♦t♦♣✐❡s✮ ❙♦✐t π : E → B ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✳

❙♦✐t f : X → E ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙♦✐t h : X × [0, 1] → B ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ π ◦ f à ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ g✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ h : X × [0, 1] → E q✉✐ r❡❧è✈❡ h ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡

q✉❡ π ◦ h = h ❡t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ g✳

▲✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st rés✉♠é ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✿

X

i0
��

f
// E

π

��
X × [0, 1]

h
//

h

::

B



♦ù i0(x) = (x, 0)✱ ♦ù ❧❡s ✢è❝❤❡s ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ♦ù ❧❛ ✢è❝❤❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡st

❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ❛✣r♠é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡✱ r❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❧❡s ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ❞✉

❞✐❛❣r❛♠♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π ❡st tr✐✈✐❛❧✳

❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ π ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π1 : X × F → X ✭F ❞✐s❝r❡t✮✳ (X × {a})a∈F ❡st ✉♥

r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ X × F ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡t (f−1(X × {a}))a∈F ❡st ❞♦♥❝

✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ X ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡t (f−1(X × {a})× [0, 1])a∈F ❡st

✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ X × [0, 1] ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r h s✉r

❧✬♦✉✈❡rt f−1(X × {a})× [0, 1] ❡♥ ♣♦s❛♥t h(x, t) = (h(x, t), a)✳

P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❙♦✐t (Ui)i∈I ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ B ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts q✉✐

tr✐✈✐❛❧✐s❡♥t π✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r h ❞❡ ❝❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦✉✈❡rts q✉✐ r❡❝♦✉✈r❡

X × [0, 1]✳ ❙♦✐t x0 ∈ X ✭❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr✐✈✐❛❧ s✐ X ❡st ✈✐❞❡✮✳ ❈❤❛q✉❡ (x0, t) ∈ X × [0, 1]
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ h−1(Ui) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (x0, t)
❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛✈é✱ q✉✬♦♥ ✈❛ ♥♦t❡r Vt ×Wt ✭Vt ♦✉✈❡rt ❞❡ X ❡t Wt ♦✉✈❡rt ❞❡ [0, 1]✮✳

X

x0

[0, 1]

Vt ×Wt

V

▲❡s (Wt)t∈[0,1] r❡❝♦✉✈r❡♥t [0, 1]✱ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n

t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t [
i

n
,
i+ 1

n
] ✭♣♦✉r i = 0, . . . , n − 1✮ s♦✐t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s Wt✳ P♦✉r

❝❤❛q✉❡ i✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ti ∈ [0, 1] t❡❧ q✉❡ [
i

n
,
i+ 1

n
] ⊂ Wti ✳

P♦s♦♥s V =
n−1⋂

i=0

Vti ✳ V ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ x0 ❞❛♥s X✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ h(V × [
i

n
,
i+ 1

n
])

❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt ✭❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡ Ui✮ ❞❡ B ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉q✉❡❧ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π ❡st tr✐✈✐❛❧✳ h

❡st ❞é❥à r❡❧❡✈é❡ s✉r V ×{0}✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ h s♦✐t r❡❧❡✈é❡ s✉r V × [0,
i

n
]✳ ❆❧♦rs h ❡st r❡❧❡✈é❡ s✉r

V ×{
i

n
}✱ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡❧❡✈❡r h s✉r V ×[

i

n
,
i+ 1

n
]✳

✷



❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r i q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡❧❡✈❡r h s✉r V × [0, 1] ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❝❡

r❡❧è✈❡♠❡♥t ♣r♦❧♦♥❣❡ f s✉r V ✳

▲❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ h q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ s✉r {x}× [0, 1] ✭♣♦✉r t♦✉t x ∈ V ✮ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡

✶ ✭♣❛❣❡ ✶✮✱ ♣✉✐sq✉❡ {x} × [0, 1] ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡❝♦✉✈r✐r X ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts Vj t❡❧s q✉❡

h s❡ r❡❧è✈❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ Vj × [0, 1]✳ ❚♦✉s ❝❡s r❡❧è✈❡♠❡♥t s✬❛❝❝♦r❞❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs

❞♦♠❛✐♥❡s ✭t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✮✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ h s✉r X × [0, 1]
♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣♦✉r t = 0✳ ❏

☞ ✸ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙♦✐t π : E → B ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ σ : [0, 1] → B ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ B✱ ❡t a ∈ E

✉♥ ♣♦✐♥t t❡❧ q✉❡ π(a) = σ(0)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t σ : [0, 1] → E ❞❡ σ t❡❧ q✉❡

σ(0) = a✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ σ ❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

{∗} → B ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ∗ 7→ σ(0) ❡t ∗ 7→ σ(1)✱ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❏

❖♥ ❞✐r❛ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ σ q✉✬✐❧ ❡st ✓ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ à ♣❛rt✐r ❞❡ a ✔ ❡t q✉✬✐❧ ✓ ❛❜♦✉t✐t ✔ ❛✉ ♣♦✐♥t

b s✐ b ❡st σ(1)✳

◆♦t❡r q✉❡ s✐ σ ❡st ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ à ♣❛rt✐r ❞❡ a ❡t s✬✐❧ ❛❜♦✉t✐t à b✱ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ−1 à

♣❛rt✐r ❞❡ b ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ σ−1 ❡t ✐❧ ❛❜♦✉t✐t à a✳

☞ ✹ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣♦✐♥té✳ ❙♦✐t γ ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (X, ∗) t❡❧ q✉❡

[γ] ∈ π∗(π1(E, ∗))✳ ❆❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ γ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

❛❜♦✉t✐t à ∗ ∈ E✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧❛❝❡t δ ❞❡ (E, ∗) t❡❧ q✉❡ π ◦ δ s♦✐t ❤♦♠♦t♦♣❡ à

γ✳ ❊♥ r❡❧❡✈❛♥t ❝❡tt❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ δ à ✉♥ ❧❛❝❡t q✉✐ ♥❡

♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ γ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E✳ ❏

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ E ❡t X ♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡

♥♦tés ∗ ❡t t❡❧s q✉❡ π(∗) = ∗✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

π1(E, ∗)
π∗ // π1(X, ∗)

❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t σ ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ E t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ h : [0, 1]×[0, 1] → X ❞✉ ❧❛❝❡t

π∗(σ) ❛✉ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t✳ σ ❡st ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ h ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ {0}× [0, 1]✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡

✷✱ h s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ h : [0, 1] × [0, 1] → E✱ ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t (0, x) 7→ σ(x)✱ ❡t
t❡❧❧❡ q✉❡ π ◦ h = h✳ ❈♦♠♠❡ h ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦tés [0, 1] × {0}✱ [0, 1] × {1} ❡t {1} × [0, 1] ❞✉
❝❛rré✱ ❞♦♥t ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ [0, 1]× [0, 1]✱ ❞❛♥s π−1(∗) q✉✐ ❡st ❞✐s❝r❡t✱ h
❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ré✉♥✐♦♥ ♦ù ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ∗ ∈ E✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ h ❡st ✉♥❡

❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ σ ❛✉ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t ❞❡ E✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❏

❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ X ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ❡t s♦✐t ∗ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s

X✳ ❙✐ σ : [0, 1] → X ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ X ❡♥ ∗ ❡t s✐ a ∈ π−1(∗)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t σ ❞❡

❝❡ ❧❛❝❡t ❡♥ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ E ❞✬♦r✐❣✐♥❡ a = σ(0)✳ ▲✬❡①tr❡♠✐té σ(1) ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t

✸



❞❡ π−1(∗)✱ ❝❛r π(σ(1)) = σ(1) = ∗✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t ❞❡ π−1(∗) s❡r❛ ♥♦té σ.a✳

∗

π−1(∗)

X

E

a

σ.a

σ

σ

π

❖r σ.a ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✉ ❧❛❝❡t σ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❞❡ σ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❧❛❝❡t τ ❞❡ X ❡♥ ∗✳ ❙♦✐t τ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ τ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ a✳

❙♦✐t h : [0, 1] × [0, 1] → X ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧❛❝❡ts ✭♦♥ ❛ ❞♦♥❝ σ(s) = h(0, s) ❡t

τ(s) = h(1, s) ♣♦✉r t♦✉t s ∈ [0, 1]✱ ❡t h(t, 0) = h(t, 1) = ∗ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, 1]✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ h

♣❡✉t êtr❡ r❡❧❡✈é❡ s✉r [0, 1] × {0} ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r a✱ ♣✉✐sq✉❡

h(t, 0) = ∗ ♣♦✉r t♦✉t t✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✷ ✭♣❛❣❡ ✶✮✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ h ❛ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t h t❡❧ q✉❡

h(t, 0) = a ♣♦✉r t♦✉t t✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ s 7→ h(0, s) = σ(s) ❡t s 7→ h(1, s) = τ(s)✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡

h(0, 1) = σ.a ❡t h(1, 1) = τ.a✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ πh(t, 1) = h(t, 1) = ∗ ♣♦✉r t♦✉t t✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡

q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ h à [0, 1]×{1} ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s π−1(∗)✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ [0, 1]×{1} ❡st

❝♦♥♥❡①❡ ❡t π−1(∗) ❞✐s❝r❡t✱ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡t ♦♥ ❛ σ.a = τ.a✳

❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ π1(X, ∗) s✉r ❧❛ ✜❜r❡ π−1(∗) ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t

❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ∗✳

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣♦✐♥té ♦ù E ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡

π1(X, ∗) s✉r π−1(∗) ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t x ❞❡ π−1(∗) ❛ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✐♥❥❡❝t✐❢✮

π∗ : π1(E, x) → π1(X, ∗) ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t x, y ∈ π−1(∗)✳ ❈♦♠♠❡ E ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ γ

❞❡ E ❞✬❡①tré♠✐tés x ❡t y✳ ❙❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π ◦ γ s✉r X ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (X, ∗) ❡t γ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡

r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❧❛❝❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ x ∈ E✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ y = [π ◦ γ].x✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡

π1(X, ∗) s✉r π−1(∗) ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❙✐ ✉♥ ❧❛❝❡t σ ❞❡ (X, ∗) ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t x ❞❡ ❧❛

✜❜r❡ π−1(∗)✱ ❝✬❡st q✉❡ t♦✉t r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❧❛❝❡t ♣❛rt❛♥t ❞❡ x ❛❜♦✉t✐t à x✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t ❡st

✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ π1(E, x)✳ [σ] ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ π∗ : π1(E, x) → π1(X, ∗)✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱

s✐ [σ] ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ π∗ : π1(E, x) → π1(X, ∗)✱ s♦♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ x ❛❜♦✉t✐t à x✱ ❡t

[σ] ❡st ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ x✳ ❏

☞ ✼ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❚♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t π : E → B t❡❧ q✉❡ B s♦✐t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

✹



❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡st tr✐✈✐❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t E′ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❞❡ E✳ ❚♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ B ❛②❛♥t ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s tr✐✈✐❛❧✐s❛♥t π✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ π′ ❞❡ π à E′ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥

r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ B✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ π1(B, ∗)✱ q✉✐ ❡st ré❞✉✐t à 0✱ ❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❜r❡

π′−1
(∗) q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ré❞✉✐t❡ à ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ✭q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ∗ ∈ B✮✳ π′ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❥❡❝t✐✈❡

❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♦✉✈❡rt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ E′ → B✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❝✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡

à t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s ❞❡ E✱ ❧❡sq✉❡❧❧❡s r❡❝♦✉✈r❡♥t E✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ π ❡st ✉♥

r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ✭❞❡ ✜❜r❡ π0(E)✮✳ ❏

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r n ≥ 2✱ t♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ S
n ❡st tr✐✈✐❛❧✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ❙♦✐t f : Rn → R
n ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ❛②❛♥t ❡♥

t♦✉t ♣♦✐♥t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

☞ ✽ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t π : (E, ∗) → (X, ∗) ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣♦✐♥té✱ ❡t s♦✐t f : (Y, ∗) → (X, ∗) ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✐♥té❡✱ ♦ù Y ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ P♦✉r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ♣♦✐♥té ❞❡ f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f∗ : π1(Y, ∗) → π1(X, ∗)
s♦✐t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ π∗ : π1(E, ∗) → π1(X, ∗)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ✉♥ t❡❧ r❡❧è✈❡♠❡♥t f : (Y, ∗) → (E, ∗) ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❛ π ◦f = f ✱ ❞♦♥❝ π∗ ◦f∗
= f∗

π1(E, ∗)

π∗

��
π1(Y, ∗)

f
∗

99
r

r
r

r
r

r
r

r
r

r

f∗

// π1(X, ∗)

❡t ♦♥ ❛ ■♠(f∗) ⊂ ■♠(π∗)✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ■♠(f∗) ⊂ ■♠(π∗) ❡t s♦✐t y ∈ Y ✳ ❈♦♠♠❡ Y ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ γ r❡❧✐❛♥t ∗ à y ❞❛♥s Y ✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ f ◦ γ ❞❡ ∗ à f(y) ❞❛♥s X s❡ r❡❧è✈❡ ✭❞❡

♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E ❡♥ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ γ✳ ▲❡ ♣♦✐♥t γ(1) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐①

❞❡ γ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t δ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ∗ à y ❞❛♥s Y ✱ ❡t ❢❛✐s♦♥s ♣♦✉r δ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

q✉❡ ♣♦✉r γ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t δ ❞❡ f ◦ δ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡

r❡❧è✈❡♠❡♥t ε ❞❡ (f ◦ δ)−1 à ♣❛rt✐r ❞❡ γ(1)✱ q✉✐ ❛❜♦✉t✐t à a✳

✺



∗ y

γ

δ

∗ f(y)

f ◦ γ

f ◦ δ

∗ γ(1)

a

δ(1)

ε

γ

δ

f

π

Y X

❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts γ(1) ❡t δ(1) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❝ts✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧s s♦♥t é❣❛✉①✳ ❈♦♠♠❡

(f ◦ γ)⋆(f ◦ δ)−1 ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (X, ∗) q✉✐ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r f ❞✉ ❧❛❝❡t γ⋆δ−1 ❞❡ (Y, ∗)✱ s❛
❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡st ❞❛♥s f∗(π1(Y, ∗)) ❞♦♥❝ ❞❛♥s π∗(π1(E, ∗))✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ♦♥ r❡❧è✈❡

(f ◦ γ)⋆(f ◦ δ)−1 à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ∗ ✭❧❡♠♠❡ ✹ ✭♣❛❣❡ ✸✮✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ δ = ε−1✱ ♣✉✐s

γ(1) = δ(1)✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : Y → E ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(y) = γ(1) ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ π ◦ f = f ❡t

f(∗) = ∗✳ ■❧ r❡st❡ ❥✉st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙♦✐t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ f(y) ❞❛♥s E✳ ◗✉✐tt❡

à ré❞✉✐r❡ U ✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ π ❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ U s✉r π(U)✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ s❡r❛
♥♦té s : π(U) → U ✳ ❙♦✐t V ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ y t❡❧ q✉❡ f(V ) ⊂ π(U)✳ ❈♦♠♠❡ Y ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ V ✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ δ ❞❡ y à z ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s V ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

s ◦ f ◦ δ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s U ❛❧❧❛♥t ❞❡ f(y) à s(f(z))✱ ❡t q✉✐ s❡ ♣r♦❥❡tt❡ s✉r f ◦ δ✳

❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ f ◦ δ à ♣❛rt✐r ❞❡ f(y)✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ f ◦ (γ⋆δ) à
♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E ❡st γ⋆(s ◦ f ◦ δ)✱ ❡t ✐❧ ❛❜♦✉t✐t à f(z)✱ ♣✉✐sq✉❡ δ⋆γ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ∗ à z ❞❛♥s

Y ✳ ▲❡ ♣♦✐♥t f(z) ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s U ✳ ❏

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r n ≥ 2✱ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ RP
n → S

1✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡

t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ S
n → S

1✱ ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳

✻



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷✵ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

✶ ❙✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

▲❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ X → X/G✱ ♦ù G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t

❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ X s♦♥t ❞✐ts ✓ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✔✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t ❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ✉♥

❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s X✳ ❙♦✐t ∗ ∈ X ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r X✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ ∗ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❞❡ ∗ s✉r X/G✳ ❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡✭ ✶✮

1 // π1(X, ∗)
π∗

// π1(X/G, ∗)
h

// G // 1

♦ù ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ h ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ∗.h([σ]) = ∗.[σ]✱ ♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥

❞❡ G s✉r X ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ π1(X/G, ∗) s✉r π−1(∗)✳✭ ✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ h ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r X ❡st ❧✐❜r❡ ❡t q✉❡

∗.[σ] ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ ∗ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ h ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❙♦✐❡♥t [σ] ❡t [τ ] ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ π1(X/G, ∗)✳ ❙♦✐❡♥t σ ❡t τ ❧❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ σ ❡t

τ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ X✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ τ ❞é✜♥✐ ♣❛r τ(s) = τ(s).h([σ]) ✈❛ ❞❡ ∗.h([σ]) à ∗.h([τ ])h([σ])✳

∗

∗.h([τ ])

∗.h([σ])

∗.h([τ ])h([σ])

τ

τ

σ

❈♦♠♠❡ τ ❛ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡ σ✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ τ⋆σ ❡st ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ τ⋆σ à ♣❛rt✐r ❞❡

∗✱ ❡t q✉✬♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ∗.h([τ ][σ]) = ∗.[τ ][σ] = τ(1) = ∗.h([τ ])h([σ])✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ h([τ ][σ]) =
h([τ ])h([σ])✳

✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ 1 ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ré❞✉✐t à s♦♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡st ✓ ❡①❛❝t❡ ✔ s✐

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢è❝❤❡ ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

✷✳ ❇✐❡♥ sûr✱ π
−1(∗) ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ ∗ ∈ X s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✳



❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ π∗ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ π1(X/G, ∗) ❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❜r❡

π−1(∗)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ ✉♥ ❧❛❝❡t σ ❞❡ (X/G, ∗) t❡❧ q✉❡ ∗.[σ] = ∗.g✱ ❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ h
❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

❙✐ σ ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (X, ∗)✱ ❧❡ ❧❛❝❡t π ◦ σ ❛ σ ♣♦✉r r❡❧❡✈é à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ 1 =
h([π ◦ σ]) = h(π∗([σ])) ✭♦ù 1 ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ G✮✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ σ ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡

(X/G, ∗) t❡❧ q✉❡ h([σ]) = 1✱ ♦♥ ❛ ∗.[σ] = ∗✱ ❡t ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t σ ❞❡ σ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡

(X, ∗)✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ [σ] ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ π∗✳ ❏

☞ ✷ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ Z s✉r R✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t

R → R/Z✳ ❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

1 // π1(R, ∗) // π1(R/Z, ∗)
h

// Z // 1

❡t ❝♦♠♠❡ π1(R, ∗) ≃ 1✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ h ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❈♦♠♠❡ R/Z ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à

S
1✱ ❝❡❝✐ ♥♦✉s r❡❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳✭ ✸✮

✷ ❋♦♥❝t❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s✳

☞ ✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦✈❛r✐❛♥t F : C → Ens ❡st ❞✐t ✓ r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ✔ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

♦❜❥❡t Γ ❞❡ C ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ι ∈ F (Γ) t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

C(Γ, X) // F (X)

ϕ � // F (ϕ)(ι)

s♦✐t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t F : C → Ens ❡st ❞✐t ✓ r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ✔✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t

Γ ❞❡ C ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ι ∈ F (Γ) t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

C(X,Γ) // F (X)

ϕ � // F (ϕ)(ι)

s♦✐t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

▲❛ ♣❛✐r❡ (Γ, ι) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ✓ ❝❧❛ss✐✜❛♥t ✔ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r F ✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ι ∈ F (Γ) ❡st ❛♣♣❡❧é

❧✬✓ é❧é♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✔ ❞❡ ❝❡ ❝❧❛ss✐✜❛♥t✳

☞ ✹ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs F ❡t G ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷ ❞❡ ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✶ ❢é✈r✐❡r s♦♥t

r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❛♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s (({∗}, {∗}), ∗) ❡t (({∗}, ∅), ∗)✳

▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ U : Vectk → Ens ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (k, 1) ❝♦♠♠❡ ❝❧❛ss✐✜❛♥t✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Vectk(k,E) → E ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f 7→ f(1) ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

✸✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❝❡r❝❧❡

♣❧✉tôt q✉❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛♥ ❑❛♠♣❡♥✳

✷



☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦✈❛r✐❛♥t ♦✉ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✮ F : C → Ens ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✱ ❧❛

❜✐❥❡❝t✐♦♥ ϕ 7→ F (ϕ)(ι) ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù F ❡st ❝♦✈❛r✐❛♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f : X → Y
♦♥ ❛ ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

C(Γ, X)

f∗
��

≃
// F (X)

F (f)
��

C(Γ, Y )
≃

// F (Y )

❝❡ q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ϕ : Γ → X✱ ♦♥ ❛ F (f)(F (ϕ)(ι)) = F (f ◦ ϕ)(ι) =
F (f∗(ϕ))(ι)✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ ❏

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ❨♦♥❡❞❛✮ ❙♦✐t F : C → Ens ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦✈❛r✐❛♥t ♦✉ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✮

r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❛♥t (Γ, ι) ❡t s♦✐t G : C → Ens ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ q✉❡ F ✳

❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ y : Nat(F,G) → G(Γ) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r y(ϕ) = ϕΓ(ι) ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ F ❡t G ❝♦✈❛r✐❛♥ts✳ ❙♦✐t a ∈ G(Γ)✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ a ❛

✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❛♥té❝é❞❡♥t ♣❛r y✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ ✉♥ t❡❧ ❛♥té❝é❞❡♥t ϕ ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡

❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

F (Γ)

F (f)

��

ϕΓ
// G(Γ)

G(f)
��

F (X)
ϕX

// G(X)

♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f : Γ → X✳ ❈♦♠♠❡ a = ϕΓ(ι)✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕX(F (f)(ι)) = G(f)(a)✱ ❡t ❝♦♠♠❡

t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ F (X) s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ F (f)(ι) ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡

a ❞ét❡r♠✐♥❡ ϕX ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ y ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

■❧ r❡st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡❧ ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ a✳ ❙♦✐t X ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C ❡t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

F (X)✳ ❈♦♠♠❡ (Γ, ι) ❡st ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❛♥t ❞❡ F ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ χx : Γ → X t❡❧❧❡ q✉❡

x = F (χx)(ι)✳ P♦s♦♥s ϕX(x) = G(χx)(ι)✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ϕ : F → G ❞♦♥t ✐❧

s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❙♦✐t f : X → Y ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ C✳ ❖♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡

❝❛rré

F (X)

F (f)
��

ϕX
// G(X)

G(f)
��

F (Y )
ϕY

// G(Y )

❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ F (X)✱ G(f)(ϕX(x)) = G(f)(G(χx)(ι)) = G(f ◦ χx)(ι) =
G(f∗(χx))(ι))✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ f∗(χx) = χF (f)(x)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ϕY (F (f)(x)) =
G(χF (f)(x))(ι) = G(f∗(χx))(ι))✳

▲❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ♠ê♠❡✳ ❏

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❨♦♥❡❞❛ ❛ ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ tr♦♣ ❛❜str❛✐t✳ ❈✬❡st

❡♥ ❡✛❡t ❝❡ q✉✐ r❡ss♦rt ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s

✸



♣❛r❧❛♥t ❞✬♦❜❥❡t ❝♦♥❝r❡ts s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ à ❧❡ ❞é♠②st✐✜❡r✳

☞ ✼ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té 1 : Ens → Ens✱ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡

s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✳ ❈❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ ❛❞♠❡t ({∗}, ∗) ♣♦✉r

❝❧❛ss✐✜❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Ens({∗}, X) // 1(X) = X

ϕ � // 1(ϕ)(∗) = ϕ(∗)

❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s X q✉❡ ❞✬❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s {∗} → X✱ ❡t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❈❡ q✉❡ ❞✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❨♦♥❡❞❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦✈❛r✐❛♥t G : Ens → Ens✱

✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s 1 → G q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s G({∗})✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s X → X × X ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ X q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s

{∗}× {∗}✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❡♥ ❛ ✉♥ s❡✉❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ X → X ×X ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X
❡st ❝✬❡st ❜✐❡♥ sûr ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ x 7→ (x, x)✳

❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r X 7→ X × X ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❛♥t ❧❛ ♣❛✐r❡

({a, b}, (a, b)) ✭r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ (a, b) ∈ {a, b} × {a, b}✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡

{a, b} ✈❡rs X r❡✈✐❡♥t à s❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✮ ❞❡ X✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ X ×X✳ ❊♥ t❡r♠❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Ens({a, b}, X) // X ×X

ϕ � // (ϕ× ϕ)(a, b)

❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❨♦♥❡❞❛ ♥♦✉s ❞✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥s X ×X → X ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ X q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s 1({a, b}) = {a, b}✱ s♦✐t ❞❡✉①✳ ❇✐❡♥
❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s π1, π2 : X ×X → X ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

♣❛r π1(x, y) = x ❡t π2(x, y) = y✳

☞ ✽ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❧✉s ❛♠✉s❛♥t q✉✬✉t✐❧❡✱ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉①

❢♦♥❝t❡✉rs ✭❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts✮ O ❡t F ❞❡ Top ✈❡rs Ens q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♦✉✈❡rts ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❢❡r♠és✱ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → Y
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♠❛❣❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s f∗ : O(Y ) → O(X) ❡t f∗ : F(Y ) → F(X) ✭❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té✮✳ ■❧ ② ❛ tr♦✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s é✈✐❞❡♥t❡s ❞❡ O
✈❡rs F ✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t à t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✈✐❞❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❧❡✐♥❡

❡t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ U ✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❨♦♥❡❞❛ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡✳ ❯♥

❝❧❛ss✐✜❛♥t ❞❡ O ❡st ❧❛ ♣❛✐r❡ (S, {a})✱ ♦ù S = {a, b} ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙✐❡r♣✐➠s❦✐ ❞♦♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡

❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s tr♦✐s ♦✉✈❡rts ∅✱ {a} ❡t S✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Top(X,S) // O(X)

ϕ � // ϕ∗({a})

❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✭❡①❡r❝✐❝❡ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡✮✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❨♦♥❡❞❛ ❞✐t q✉✬✐❧

② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉t❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s O → F q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s F(S)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
tr♦✐s✳

✹



✸ ❘❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✳

P♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ❖♥ ♥♦t❡ Rev(X) ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts

s♦♥t ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ X✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts

❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ X✳ ❙♦✐t ∗ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r X✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r Rev(X) → Ens q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t

r❡✈êt❡♠❡♥t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ X s✉r s❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ∗✱ ❡t t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts

❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ X s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ✐♥❞✉✐t ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ✜❜r❡s ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ∗✱ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❧❡

✓ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ❞❡ (X, ∗) ✔✳ ◆♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ X✱ ♦♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s

❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t✳

☞ ✾ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ❡t s♦✐t ∗ ∈ X✳ ❙✐ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

✜❜r❡ ❞❡ (X, ∗) ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✱ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❛♥t (π : E → X, ∗) ✭♦ù ∗ ∈ π−1(∗)✮ ❞❡ ❝❡ ❢♦♥❝t❡✉r

❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✓ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ (X, ∗) ✔✳

❯♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ (X, ∗)✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ s❡r❛ ♥♦té π : (X̃, ∗) → (X, ∗) ✭♦✉ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t

π : X̃ → X✮✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐été ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❛♥ts q✉❡ ❞❡✉① r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧s

❞❡ (X, ∗) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❡t q✉✬✉♥ t❡❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s é❧é♠❡♥ts

✉♥✐✈❡rs❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ❝❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ∗✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞✐t ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s q✉❡ s✐ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ π : X̃ → X ❡①✐st❡✱

✐❧ ② ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t π′ : E → X✱ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞❡

π ✈❡rs π′ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ π′−1(∗)✱ ❡t ❝❡tt❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ π′✳

☞ ✶✵ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π : R → S
1 ❞♦♥♥é ♣❛r x 7→ eix ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧

❞❡ (S1, 1)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t π′ : E → S
1 ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ π1(R, ∗) = 0 ✭q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡

♣♦✐♥t ∗ ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s π−1(1)✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts π → π′ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ S
1✳

❈♦♠♠❡ R ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ∗ ∈ R✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡s f ❞❡ π ✈❡rs π′ s✉r ❧✬é❧é♠❡♥ts f(∗) ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ π′ ❛✉

❞❡ss✉s ❞❡ ∗ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ✭♣❛❣❡ ✸✮✳

✺



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷✷ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

✶ ❘❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✭s✉✐t❡✮✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐ π : E → X ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ (X, ∗) ✭X ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✮✱ ❡t s✐

∗′ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ X✱ π ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ (X, ∗′)✳

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ X ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝❤♦✐s✐

❞❛♥s X✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ X ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ γ : [0, 1] → X t❡❧ q✉❡

γ(0) = ∗ ❡t γ(1) = ∗′✱ ❡t ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥❞✉✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t π′ : E′ → X✱ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ π′−1(∗) ✈❡rs ❧❛ ✜❜r❡ π′−1(∗′)✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ π′✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡

q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡ ❞❡ (X, ∗) ❡t (X, ∗′) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡t q✉❡ t♦✉t ❝❧❛ss✐✜❛♥t ❞❡ ❧✬✉♥ ❡st ✉♥

❝❧❛ss✐✜❛♥t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❏

☞ ✷ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❡t π : E → X

✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ X✳ ❙✐ E ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π ❡st

✉♥✐✈❡rs❡❧✳✭ ✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ∗ ❞❛♥s E✳ ❙♦✐t π′ : E′ → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t

q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ X✳ ❈♦♠♠❡ π1(E, ∗) = 0 ❡t ❝♦♠♠❡ E ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r

❛r❝s✱ ✐❧ rés✉❧t❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ✭❧❡ç♦♥ ❞✉ ✶✺ ❢é✈r✐❡r✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

r❡✈êt❡♠❡♥ts f : π → π′ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ E ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ✉♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r

❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r f ❞❡ ∗ ∈ E✳ ❏

✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts✳

☞ ✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st ❞✐t ✓ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ✔ s✐

♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t x ∈ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ x✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ π1(V, x) → π1(X,x)
✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ V ❞❛♥s X s♦✐t ♥✉❧✳

✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳



❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡✱ ✉♥ ❧❛❝❡t ✓ ❧♦❝❛❧ ✔ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❤♦✲

♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ❧✬❡st s✐ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ à s♦rt✐r ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ✳

☞ ✹ ❊①❡♠♣❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s✱

❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡X ❞❡ R2 ré✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡s [(0, 0), (
1

n
, 0)]

✭n ∈ N− {0}✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s 8 ♣r❡♠✐❡rs ❝❡r❝❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ré✉♥✐♦♥✳

❙✐ V ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (0, 0)✱ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❞❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ✭❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té

❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✮ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ❧❛❝❡t q✉✐ ♣❛r❝♦✉rt ❝❡ ❝❡r❝❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥

❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ X t♦✉t ❡♥t✐❡r✳

❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❛ ❢♦rt✐♦r✐ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱

♠❛✐s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ X q✉✐ ❛ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ π : X̃ → X✱ ❞✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡st s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t x ∈ X ❡t s♦✐t U ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉q✉❡❧ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❙♦✐t σ ✉♥ ❧❛❝❡t ❜❛sé ❡♥ x ❡t ❝♦♥t❡♥✉

❞❛♥s V = π(U)✳ ❆❧♦rs σ s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥ ❧❛❝❡t σ ❞❡ X̃✱ ❡t ❝♦♠♠❡ X̃ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ σ

❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♥t❛♥t ❞❡ X̃✳ ❊♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❛✈❡❝ π✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡

❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ σ ❛ ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t ❞❡ X✱ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥t❡♥✉❡

❞❛♥s V ✳

☞ ✺ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t (X, ∗) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦✐♥té ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❡t s❡♠✐✲

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳ ❙♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✭♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉é✮ ❞❡

π1(X, ∗)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣♦✐♥té π : (E, ∗) → (X, ∗) t❡❧ q✉❡ H s♦✐t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

π∗ : π1(E, ∗) → π1(X, ∗)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❛ H\π1(X, ∗) ❝♦♠♠❡ ✜❜r❡✳✭ ✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❡❝♦✉✈r♦♥s X ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ✭♥♦♥ ✈✐❞❡s✮ (Ui)i∈I ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s ❡t ❛ss❡③

♣❡t✐ts ♣♦✉r q✉❡ t♦✉t ❧❛❝❡t ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♦✉✈❡rts s♦✐t ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s X✳

❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ Ui ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ai✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ a0 s♦✐t ❧❡ ♣♦✐♥t

❞❡ ❜❛s❡ ∗ ❞❡ X✳ ❙♦✐t τi ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ∗ à ai ✭❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ a0✮✳ P♦s♦♥s

Ei = Ui×(H\π1(X, ∗))✳ ❖♥ ✈❛ r❡❝♦❧❧❡r ❧❡s Ei ✭✈✐❛ ✉♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s Top✮ ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

t♦t❛❧ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t s✉r X✳

✷✳ ❖ù H\π1(X, ∗) ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ π1(X, ∗) ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ H✳ ▲✐r❡ ✿ ✓ H s♦✉s π1(X, ∗) ✔✳

✷



P♦✉r t♦✉t x ∈ Ui ∩Uj ✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ u ❞❡ ai à x ❞❛♥s Ui ❡t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ v ❞❡ aj à x ❞❛♥s

Uj ✳

Ui

Uj
ai aj

∗

τi

τj

x

u

v

❈✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ Ui ❡t Uj s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡

Ui ∩ Uj✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ✭❞❛♥s X✮ ❞❡ u ❡t v ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ u

❡t v✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ u′ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r u✱ ❧❡ ❧❛❝❡t u−1⋆u′ ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t

❞❛♥s X✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❧❛❝❡t γi,j(x) ❞❡ (X, ∗) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ τi⋆u⋆v
−1⋆τ−1

j ✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡

❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ [γi,j(x)] ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ u ❡t v✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ (i, j) ❞❡ I × I✱ P♦s♦♥s Ei,j = (Ui ∩ Uj) × (H\π1(X, ∗))✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

Ei Ej

Ei,j

αi,j

^^======= βi,j

@@�������

♣❛r αi,j(x, [σ]) = (x, [σ]) ❡t βi,j(x, [σ]) = (x, [σ⋆γi,j(x)]) = (x, [σ][γi,j(x)])✳ ■❝✐✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s

✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❣❛✉❝❤❡ ♠♦❞✉❧♦ H✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ [σ] r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝

❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ π1(X, ∗) q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H\π1(X, ∗)✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ s✐ [h] ∈ H✱ ♦♥ ❛

[h]([σ][γi,j(x)]) = ([h][σ])[γi,j(x)]✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s βi,j s♦♥t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳✭ ✸✮

▲❡s ✢è❝❤❡s αi,j ❡t βi,j ✭♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (i, j)✮ ❢♦r♠❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s Top✱ ❡t

♦♥ ❞é✜♥✐t E ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ❈❤❛q✉❡ Ei ❡t ❝❤❛q✉❡ Ei,j s❡ ♣r♦❥❡tt❡ s✉r X

✸✳ ◆♦t❡r q✉✬♦♥ ❜é♥é✜❝✐❡ ✐❝✐ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✱ q✉✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱

q✉✐ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ❈✬❡st ❜✐❡♥ sûr

❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ◆♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡rt✐r i ❡t j✱ ❡t

q✉✬♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ✢è❝❤❡s

Ej,iβj,i

xxqqqq αj,i

&&MMMM

ϕj,i

��
Ei Ej

Ei,j

αi,j

ffMMMM
βi,j

88qqqq

♦ù ϕj,i(x, [σ]) = (x, [σ][γj,i(x)])✳ ❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ϕj,i ❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉✬♦♥ ❛

✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t Ei,i = Ei ❡t αi,i = βi,i = 1Ei
✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✉♣♣♦s❡r

I t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❡t ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (i, j) t❡❧s q✉❡ i < j✳

✸



✭♣❛r (x, [σ]) 7→ x✮✱ ❡t ❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ✢è❝❤❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❞é✜♥✐ss❡♥t

✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✮ π : E → X✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ π ❡st ✉♥

r❡✈êt❡♠❡♥t✱ q✉❡ E ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❡t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ π∗ : π1(E, ∗) → π1(X, ∗) ✭∗ ∈ E ❡st

❝❤♦✐s✐ ♣❧✉s ❧♦✐♥✮ ❡st H✳

π−1(Ui) ❡st ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉ s♦✉s✲❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❢♦r♠é ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ ❝✐❜❧❡ Ei ✭❝❡❝✐

rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s Ens ❡t ❞❛♥s Top✮✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❡st ❝❛♥♦♥✐✲

q✉❡♠❡♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à Ei ✭❝❛r {Ei} ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦✜♥❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡ s♦✉s✲❞✐❛❣r❛♠♠❡✮ ♣❛r

✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r Ui✳ π ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ✜❜r❡

H\π1(X, ∗)✱ ❡t ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr tr✐✈✐❛❧ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ Ui✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ (∗, 1) ∈ E0 ❞❛♥s E ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ∗ ❞❡ E✳ ❙♦✐t σ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ∗
à ✉♥ ♣♦✐♥t x ❞❡ X✳ ❙♦✐t k ∈ I t❡❧ q✉❡ x ∈ Uk✱ ❡t s♦✐t u ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ak à x ❞❛♥s Uk✳ ◆♦✉s

❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ∗ ❛❜♦✉t✐t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s E ❞✉ ❝♦✉♣❧❡

(x, [σ⋆u−1⋆τ−1

k ]) ∈ Ek ✭❝❡❝✐ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ u✮✳

P❛r ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✱ σ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s σ0⋆ . . . ⋆σk✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ σi
❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ Ui✳ ❙✐ k = 0✱ σ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s U0✱ ❡t ❧❡ ❧❛❝❡t σ⋆u−1⋆τ−1

0
✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥t❡♥✉

❞❛♥s U0 ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s (X, ∗)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ♦♥ ❛ [σ⋆u−1⋆τ−1

0
] = 1✳

❉❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ p1 : U0 × (H\π1(X, ∗)) → U0✱ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ à ♣❛rt✐r ❞❡ (∗, 1)
❛❜♦✉t✐t à (x, 1)✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π✱ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E ❛❜♦✉t✐t à

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s E ❞❡ (x, 1) ∈ E0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t k > 0 ❡t r❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r

k✳ ❙♦✐❡♥t u ❡t v ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s Uk ❞❡ ak à x ❡t à xk ✭❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ σk✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t w

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Uk−1 ❞❡ ak−1 à xk✳

Uk−2

Uk−1

Uk

∗

ak−2

τk−2

ak−1

τk−1

ak

τk

x

σk

σ xk−1

xk

u

v

w

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ0⋆ . . . ⋆σk−1 ✭q✉✐ ✈❛ ❞❡ ∗ à xk✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E

❛❜♦✉t✐t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s E ❞❡ (xk, [σ0⋆ . . . ⋆σk−1⋆w
−1⋆τ−1

k−1
]) ∈ Ek−1✳ ❖r✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦❧✐♠✐t❡ E✱ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡

(xk, [σ0⋆ . . . ⋆σk−1⋆w
−1⋆τ−1

k−1
⋆τk−1⋆w⋆v−1⋆τ−1

k ]) ∈ Ek

✹



❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ (xk, [σ0⋆ . . . ⋆σk−1⋆v
−1⋆τ−1

k ]) ∈ Ek✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ (xk, [σ0⋆ . . . ⋆σk⋆u
−1⋆τ−1

k ]) ∈ Ek✱

♣✉✐sq✉❡ v−1 ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à σk⋆u
−1 ❞❛♥s X ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té s✐♠♣❧❡ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡st tr✐✈✐❛❧ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ Uk✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉

❝❤❡♠✐♥ σ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E ❛❜♦✉t✐t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s E ❞❡ (x, [σ0⋆ . . . ⋆σk⋆u
−1⋆τ−1

k ]) ∈ Ek✱ ❝❡ q✉✐

t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t σ ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (X, ∗)✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E ❛❜♦✉t✐t ❞♦♥❝

à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s E ❞❡ (∗, [σ⋆u−1⋆τ−1

0
]) ∈ E0 ✭♦ù u ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s U0✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ (∗, [σ]) ∈ E0✳ ❈♦♠♠❡ [σ] ∈ π1(X, ∗) ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛

✜❜r❡ ❞❡ π ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ∗ ∈ X ♣❡✉t êtr❡ r❡❧✐é ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ∗ ∈ E✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛

❝♦♥♥❡①✐té ♣❛r ❛r❝s ❞❡ X ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡

E ♣❡✉t êtr❡ r❡❧✐é à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ✜❜r❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ E ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳

❙♦✐t ❡♥✜♥ σ ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (E, ∗)✳ π ◦ σ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (X, ∗)✱ ❞♦♥t ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r

❞❡ ∗ ∈ E ❡st σ✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❛❜♦✉t✐t à (∗, [π ◦ σ])✱ ♦♥ ❛ [π ◦ σ] = 1✱ ♦ù 1 ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡

❞❡ 1 ❞❛♥s H\π1(X, ∗)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ H ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ [π ◦ σ] ∈ H ✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱

s✐ [h] ∈ H✱ ❧❡ ❧❛❝❡t h s❡ r❡❧è✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E ❡♥ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s E

❞❡ (∗, [h⋆u−1⋆τ−1

0
]) ∈ E0✱ ♦ù τ0 ❡st ❧❡ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t ❡♥ ∗✱ ❡t u ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s U0✱ ❞♦♥❝

t❡❧ q✉❡ [u] = 1✳ ❖r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ [h] ∈ H s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ [h] = 1 ❞❛♥s H\π1(X, ∗)✳ ▲❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡

h à ♣❛rt✐r ❞❡ ∗ ∈ E ❛❜♦✉t✐t ❞♦♥❝ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s E ❞❡ (∗, 1) ∈ E0✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ [h] ❡st ❞❛♥s

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ π∗ : π1(E, ∗) → π1(X, ∗)✳ ❏

☞ ✻ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❡t s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❛ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ❧❡q✉❡❧ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❡t

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❛✈❡❝ H = 0✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ π∗ :
π1(E, ∗) → π1(X, ∗) ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ π s♦✐t ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✭❞♦♥❝ ✉♥

❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ E ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ❡♥✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r

❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷ ✭♣❛❣❡ ✶✮✳ ❏

✺



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷✼ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡✳

❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♦ù E ❡t X s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s ❡t s♦✐t ∗ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡

❜❛s❡ ♣♦✉r X✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ♣❛r ❛r❝s ❞❡ E ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ π1(X, ∗) ❛❣✐t

tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❜r❡ π−1(∗) ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ∗✱ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t x ❞❡ π−1(∗) ❛ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

π∗ : π1(E, x) → π1(X, ∗) ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s

❞❡s ❛❝t✐♦♥s✱ s✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ π−1(∗) ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ Iso(x) ❡t Iso(y) s♦♥t
❝♦♥❥✉❣✉és✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ Iso(y) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Iso(x) ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ σ 7→ π∗(τ)

−1σπ∗(τ)✱ ♦ù
τ ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t x à y ❞❛♥s E✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ ❉❡✉① r❡✈êt❡♠❡♥ts

♣♦✐♥tés π : E → X ❡t π′ : E′ → X ❞✬❡s♣❛❝❡s t♦t❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡

r❡✈êt❡♠❡♥ts ♣♦✐♥tés s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s π∗(π1(E, ∗)) ❡t π
′

∗
(π1(E

′, ∗)) s♦♥t é❣❛✉①
❡t s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♣♦✐♥tés s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡s ❞❡✉① ♠ê♠❡s s♦✉s✲

❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s π1(X, ∗)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ π ❡t π′ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ♣♦✐♥tés✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣♦✐♥té❡s

E
≃

//

π
��

66
66

66
6 E′

π′

����
��
��
�

X

❡t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s π∗(π1(E, ∗)) ❡t π
′

∗
(π1(E

′, ∗)) s♦♥t é❣❛✉①✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ❝❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s

s♦♥t é❣❛✉①✱ π s❡ r❡❧è✈❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π′ ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥té❡ ϕ : E → E′ ❡t π′ s❡ r❡❧è✈❡ ❧❡

❧♦♥❣ ❞❡ π ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥té❡ ψ : E′ → E✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦sé ψ ◦ ϕ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

π q✉✐ ❧❛✐ss❡ ✜①❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ E✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ à ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ E ♣✉✐sq✉❡ E ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳

❉❡ ♠ê♠❡ ϕ ◦ ψ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ E′✱ ❡t π ❡t π′ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ E ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ π−1(∗) ❝❤❛♥❣❡❛✐t π∗(π1(E, ∗))
♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥❥✉❣✉é✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ s✐ π ❡t π′ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts

♥♦♥ ♣♦✐♥tés ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s π∗(π1(E, ∗)) ❡t π′
∗
(π1(E

′, ∗)) s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐

π′
∗
(π1(E

′, ∗)) = τ−1π∗(π1(E, ∗))τ ✱ s♦✐t τ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ τ ❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π à ♣❛rt✐r ∗ ∈ E



❡t ♥♦t♦♥s a ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ π−1(∗) ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❛❜♦✉t✐t✳ ❖♥ ❛ π∗(π1(E, a)) = τ−1π∗(π1(E, ∗))τ ✱ ❞✬♦ù ✐❧

rés✉❧t❡ q✉❡ π ❡t π′ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣♦✐♥tés s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ a ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡

❜❛s❡ ❞❛♥s E✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ π ❡t π′ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♣♦✐♥tés✳ ❏

☞ ✷ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s♦✐t ∗ ∈ X✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ♥♦♥

♣♦✐♥tés ❞❡ X ❞✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ π1(X, ∗)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡✈êt❡♠❡♥t π : E → X ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ∗ ❞❛♥s E ❡t ♦♥

❛ss♦❝✐❡ à ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ π∗(π1(E, ∗))✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐①

❞❡ ∗ ∈ E ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡

❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ✭✷✷

❢é✈r✐❡r✮✳ ❏

☞ ✸ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♠♠❡ π1(RP
2) ≃ Z/2Z✱ ❡t ❝♦♠♠❡ Z/2Z ♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✭♥♦♥

❝♦♥❥✉❣és✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ à ✐s♦♠♦♣❤✐s♠❡ ♣rès q✉❡ ❞❡✉① r❡✈êt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❡t ❝♦♥♥❡①❡s

❞❡ RP
2✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s t♦t❛✉① ❞❡ ❝❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts s♦♥t RP2 ❡t S2✳

✷ ❆✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✳

❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❡t s♦✐t ∗ ∈ X✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ π ❡st ✉♥

❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : E → E t❡❧ q✉❡ π ◦ ϕ = π✳ ❯♥ t❡❧ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✜❜r❡ π−1(∗) s✉r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ π1(X, ∗) ❛❣✐t ✭à ❞r♦✐t❡✮ s✉r

π−1(∗)✳

☞ ✹ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t π : E → X ❡t s♦✐t ∗ ∈ X✳ ▲❛

❜✐❥❡❝t✐♦♥ ϕ : π−1(∗) → π−1(∗) ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ϕ ❡st π1(X, ∗)✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ϕ(a.[σ]) = ϕ(a).[σ] ♣♦✉r t♦✉t a ∈ π−1(∗) ❡t t♦✉t
[σ] ∈ π1(X, ∗)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t a ∈ π−1(∗) ❡t [σ] ∈ π1(X, ∗)✳ ◆♦t♦♥s σ ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ à ♣❛rt✐r

❞❡ a✱ q✉✐ ❛❜♦✉t✐t ❞♦♥❝ à a.[σ]✳ ϕ ◦ σ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ϕ(a) à ϕ(a.[σ])✱ ❡t ❝✬❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
❧✬✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ σ à ♣❛rt✐r ❞❡ ϕ(a)✳ ■❧ ❛❜♦✉t✐t ❞♦♥❝ à ϕ(a).[σ]✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❏

❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ π ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ π1(X, ∗)✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡
❞❡ π−1(∗)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r : Aut(π) → Autπ1(X,∗)(π

−1(∗))✳✭ ✶✮

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♦ù E ❡t X s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s

♣❛r ❛r❝s ❡t s♦✐t ∗ ∈ X✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r : Aut(π) → Autπ1(X,∗)(π
−1(∗)) ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳

✶✳ ❖ù Autπ1(X,∗)(π
−1(∗)) r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ sûr ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s π1(X, ∗)✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ π−1(∗)✳

✷



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡r q✉❡ s✐ E ❡st ✈✐❞❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r E ♥♦♥

✈✐❞❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ X ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ π−1(∗) ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡
r ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ π à ❧❛ ✜❜r❡

π−1(∗) r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ψ : π−1(∗) → π−1(∗) ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ π1(X, ∗)✲
éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t a ∈ π−1(∗)✳ P♦✉r t♦✉t [σ] ∈ π1(X, ∗) t❡❧ q✉❡ a.[σ] = a✱ ♦♥ ❛

ψ(a).[σ] = ψ(a.[σ]) = ψ(a)✳ ❆✐♥s✐✱ a ❡t ψ(a) ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥

❞❡ π1(X, ∗) ❡t ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ ❞❡ π t❡❧ q✉❡ ϕ(a) = ψ(a)✳
❈♦♠♠❡ ϕ ✐♥❞✉✐t s✉r π−1(∗) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ π1(X, ∗)✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ π1(X, ∗)
s✉r π−1(∗) ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ϕ ✐♥❞✉✐t ψ s✉r π−1(∗)✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ r ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢✳ ❏

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ G✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡

NG(A) = {g ∈ G | g−1Ag = A}

❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ A ❞❛♥s G ✔✳ NG(A) ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ✭q✉❡❧❧❡

q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♣❛rt✐❡ A ❞❡ G✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✱ ♦♥ ❛ h−1Hh = H ♣♦✉r t♦✉t

h ∈ H ❡t ❞♦♥❝ H ⊂ NG(H)✳ NG(H) ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧

H ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ✭♦✉ ✓ ♥♦r♠❛❧ ✔✮✱ ❞✬♦ù s♦♥ ♥♦♠✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡

G✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t NG(H)/H✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ H1 ❡t H2 s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G t❡❧s q✉❡

H2 = a−1H1a✱ ♦♥ ❛ NG(H2) = a−1NG(H1)a✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡

❧❡s q✉♦t✐❡♥ts NG(H1)/H1 ❡t NG(H2)/H2 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳✭ ✷✮

❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❛❣✐t ✭à ❞r♦✐t❡✮ tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t a ∈ X ❡t s♦✐t

Iso(a) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ a✳ ❙♦✐t g ∈ NG(Iso(a))✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ Iso(a) = g−1 Iso(a)g =
g Iso(a)g−1✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ϕ(g) : X → X G✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡

ϕ(g)(a) = a.g✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r x ∈ X✱ ♦♥ ❛ ✉♥ h ∈ G ✭♥♦♥ ✉♥✐q✉❡✮ t❡❧ q✉❡ x = a.h✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥

❞♦✐t ❛✈♦✐r ϕ(g)(a.h) = ϕ(g)(a).h✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣♦s❡r ϕ(g)(x) = a.gh✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ h ♣♦✉r h′✱ ♦♥ ❛

x = a.h = a.h′✱ ❞♦♥❝ h′h−1 ∈ Iso(a) ♣✉✐s gh′h−1g−1 ∈ Iso(a)✳ ▼❛✐s ❝❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ a.gh = a.gh′✱
❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ϕ(g) : X → X ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ✭❡t ❜✐❡♥ sûr ✉♥✐q✉❡✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝

x = a.h✱ ♦♥ ❛ x.k = a.hk ♣♦✉r t♦✉t k ∈ G✱ ❞♦♥❝ ϕ(g)(x.k) = a.ghk = (a.gh).k = ϕ(g)(x).k ❡t

♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕ(g) ❡st G✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡✳

❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : NG(Iso(a)) → AutG(X)✱ q✉✐ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ x = a.h✱ ♦♥ ❛ ϕ(gg′)(x) = a.gg′h✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

ϕ(g)(ϕ(g′)(x)) = ϕ(g)(a.g′h) = a.gg′h✳

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ϕ : NG(Iso(a)) → AutG(X) ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st

s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st Iso(a)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t f : X → X ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ G✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t ❞❡ X✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛❝t✐♦♥

❞❡ G s✉r X ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ g ∈ G t❡❧ q✉❡ f(a) = a.g✳ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t h ∈ Iso(a)✱
a.ghg−1 = f(a).hg−1 = f(a.h).g−1 = f(a).g−1 = a.gg−1 = a✱ ❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ghg−1 ∈ Iso(a)

✷✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✓ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✔ T
❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❚♦✉s ❧❡s t♦r❡s
♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ G s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✱ ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ W (G) = NG(T )/T ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ✭à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✮ q✉❡ ❞❡
G✳ ■❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❲❡②❧ ✔ ❞❡ G ❡t ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡✳

✸



❡t ❞♦♥❝ q✉❡ g ∈ NG(Iso(a))✳ ❈♦♠♠❡ ϕ(g)(a) = a.g = f(a)✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r X ❡st

tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ϕ(g) ❡t f s♦♥t G✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡s✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ f = ϕ(g) ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ϕ ❡st

s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t g ∈ Iso(a)✳ ❖♥ ❛ ϕ(g)(a) = a.g = a✱ ❞♦♥❝ ϕ(g) = 1X ✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐

ϕ(g) = 1X ✱ ♦♥ ❛ ϕ(g)(a) = a.g = a ❞♦♥❝ g ∈ Iso(a)✳ ❏

❉❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ✿

☞ ✼ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t π : E → X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣♦✐♥té ♦ù E ❡t X s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s✳

❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Aut(π) ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ π ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

Nπ1(X,∗)(π∗(π1(E, ∗)))/π∗(π1(E, ∗))

❏

✹



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷✾ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳

✶ ❘❡✈êt❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳

❯♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ✓ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✔ s✬✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ π : E → E/G✱

♦ù G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t ❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r E✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉✬♦♥

❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

1 // π1(E, ∗)
π∗

// π1(E/G, ∗)
h

// G // 1

❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é✱ ♦♥ ✈♦✐t

q✉❡ π∗(π1(E, ∗)) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ π1(E/G, ∗)✳

☞ ✶ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❯♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣♦✐♥té π : E → X✱ ❛✈❡❝ E ❡t X ❝♦♥♥❡①❡s ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s✱ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ π∗(π1(E, ∗)) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡

π1(X, ∗)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ q✉❡ s✐ π ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ π∗(π1(E, ∗)) ❡st ❞✐st✐♥❣✉é
❞❛♥s π1(X, ∗)✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ π∗(π1(E, ∗)) s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡

π1(X, ∗)✳ ❆❧♦rs t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ π−1(∗) ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ Aut(π)
❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r π−1(∗)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ Aut(π) ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t s✉r π−1(∗)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ a ❡st

✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ π−1(∗) t❡❧s q✉❡ ϕ(a) = a ✭❛✈❡❝ ϕ ∈ Aut(π)✮✱ ❛❧♦rs ϕ = 1E ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ E✳

▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Aut(π) s✉r E ❡st ❜✐❡♥ sûr ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

♣♦✉r x ∈ E✱ s♦✐t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ π(x) ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉q✉❡❧ π ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❡t s♦✐t Ux ❧❛

❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t x✳ Ux ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x✳ ❈♦♠♠❡ Aut(π) ♣❡r♠✉t❡

❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✱ ❧❡s q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ E✱ ❡t ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t

s✉r ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ π(x)✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❧❛tés ❞❡ Ux s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳

π ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ✭❞✐s❝r❡t✮ Aut(π) ✭❧❡q✉❡❧ ❡st

✐s♦♠♦r♣❤❡ à π1(X, ∗)/π∗(π1(E, ∗))✱ ♣✉✐sq✉❡ π1(X, ∗) ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ π∗(π1(E, ∗))
❞❛♥s π1(X, ∗)✮✳ ❏

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ t♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t ❞✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♥♥❡①❡

❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ■❧ ❡①✐st❡

❜✐❡♥ sûr ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ✭♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ G ✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❡①✐st❡ ❛✈❡❝

G ♣♦✉r ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✮✱ ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❞✐st✐♥❣✉é

❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ✭❧❡ç♦♥ ❞✉ ✷✷ ❢é✈r✐❡r✮✳



✷ ❙✉r❢❛❝❡s ♣❧♦♥❣é❡s ❞❛♥s R
3✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐été✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞♦♥t ✐❧

❡st q✉❡st✐♦♥ ✐❝✐ s♦♥t ♣❧♦♥❣é❡s ❞❛♥s R3✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ R3✱ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥

❡st ❛ss❡③ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛r✐étés✳

☞ ✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t S ⊂ R
3✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ S ❡st ✉♥❡ ✓ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ Ck ✭k ≥ 1✮ ♣❧♦♥❣é❡

❞❛♥s R3 ✔✱ s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ S✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ x ❞❛♥s R3✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡

Ck f : U → R✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡♥ x (df)x : R3 → R ❡st ❞❡ r❛♥❣ 1✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ S ∩ U = f−1(0)✳

☞ ✸ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ Ck f : R3 → R✱ ❡t s✐ a ∈ R ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ f−1(a)✱ (df)x ❡st ❞❡ r❛♥❣ 1✱ ❛❧♦rs f−1(a)
❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✭a ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r 0 ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t f ♣❛r f − a✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s♣❤èr❡

S
2 ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛r ❝✬❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ 1 ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ ‖x‖2✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡

C∞✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡♥ x✱ q✉✐ ❡st h 7→ 2〈x, h〉✱ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ♣♦✉r x 6= 0✱ ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦✉r x
✈ér✐✜❛♥t ‖x‖2 = 1✳ ❉❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❧✉s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ❞✐r❛✐t q✉❡ S2 ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

x2 + y2 + z2 = 1 ✭♦ù ❝❡tt❡ ❢♦✐s (x, y, z) r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R
3✮✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ T ❞✬éq✉❛t✐♦♥ (x2 + y2 − 1)2 + z2 =
1

4
✳ ■❝✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st

f(x, y, z) = (x2 + y2 − 1)2 + z2✳ ❙❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❡st

(4x(x2 + y2 − 1) 4y(x2 + y2 − 1) 2z)

q✉✐ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ q✉❡ s✐ x = y = z = 0 ♦✉ s✐ x2 + y2 = 1 ❡t z = 0✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❛rr✐✈❡ s✉r ❛✉❝✉♥

♣♦✐♥t ❞❡ T ✳ ❈❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✉♥ ✓ t♦r❡ ✔✳ P♦✉r ✈♦✉s ❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ❝♦♥st❛t❡③ ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬❡❧❧❡ ❡st

✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s z✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡

♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x2 + y2 ♥✐ ❝❡❧❧❡ ❞❡ z✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦✉♣❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = 0✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❛ ♣♦✉r

éq✉❛t✐♦♥ (x2 − 1)2 + z2 =
1

4
✱ ❡t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

x

z

−1 1

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❝❡ t♦r❡✳

❙♦✐t S ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ s♦✐t x ∈ S ❡t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x ❞❛♥s R✳ ❙✐ f, g : U → R s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ S∩U = f−1(0) = g−1(0)✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡s (df)x, (dg)x : R3 → R

♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦②❛✉✳ ❈❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ s❡rt à ❞é✜♥✐r ❧❛ s✉r❢❛❝❡

S✱ ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à S ❡♥ x ✔✱ ❡t ♥♦té Tx(S)✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ S

✷



❡♥ x ∈ S✱ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r Nx ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à Tx(S)✳ ❈♦♠♠❡ Tx(S) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡t q✉✬♦♥ ❡st

❞❛♥s R
3✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♥♦r♠❛✉① à S ❡♥ x ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs

❞❡ ♥♦r♠❡ 1✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ✓ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ S ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

❞❡ x✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ S ❡st ✓ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ✔ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ S
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ Nx ♥♦r♠❛❧ à S ❡♥ x✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ Nx ❞é✜♥✐❡ s✉r S s♦✐t

❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ✉♥❡ ✓ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ S✳ ◆♦t❡r q✉❡ s✐ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r S = f−1(0)✱ ♦ù f : U → R ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ S✱ ❛❧♦rs

x 7→
grad(f)x

‖ grad(f)x‖
❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ S✳ ❇✐❡♥ sûr✱ (df)x 6= 0 ❡♥tr❛î♥❡ grad(f)x 6= 0✳✭ ✶✮

☞ ✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s R
3✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

x 7→ Nx ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ S ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♥♦r♠❛❧ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡

✓ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ✔ ♣♦✉r S✳

❈♦♠♠❡ ‖Nx‖ = 1✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss N ❡♥✈♦✐❡ S ❞❛♥s S2✳ ❙♦✐t x ∈ S✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

U ❞❡ x ❞❛♥s R3 ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ f : U → R t❡❧❧❡ q✉❡ S ∩U = f−1(0)✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡

q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ N ✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r S ∩ U ✱ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ à U t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t

❞❡ ♣♦s❡r Nx =
grad(f)x

‖ grad(f)x‖
❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ N ❡♥ x✱ q✉✐

❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ (dN)x : R3 → R
3✳ ◆♦t❡r q✉❡ s✐ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ Ck✱ N ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡

Ck−1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞és♦r♠❛✐s f ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✳ N ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x✳

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ x 7→ 〈Nx, Nx〉 ❡♥ x ❡st h 7→ 2〈Nx, (dN)x(h)〉✱ ♠❛✐s ❝✬❡st 0 ❝❛r 〈Nx, Nx〉 = 1✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ (dN)x : R3 → R

3 ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Tx(S)✱ ❡t ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥

❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Tx(S)✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Wx ❡t q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✓ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐♥❣❛rt❡♥

❡♥ x ✔✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐♥❣❛rt❡♥ Wx ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✉t♦❛❞✲

❥♦✐♥t ❞❡ Tx(S)✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐♥❣❛rt❡♥ Wx : Tx(S) → Tx(S) ❡st ❞♦♥❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦✲
♥♦r♠é❡✳ (ǫ1x, ǫ

2
x)✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ǫ

1
x ❡t ǫ2x ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❡s ✓ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ S

❡♥ x ✔✳ ▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ Wx ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ S ❡♥ x ✔✱ ❡t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Wx

❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✓ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss ✭♦✉ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡✮ ❞❡ S ❡♥ x ✔✳ ▲❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❞❡ Wx s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ✓ r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ S ❡♥ x ✔ ✭✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ∞
♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Wx ♣❡✉t êtr❡ ♥✉❧❧❡✮✳

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s R3✳

❙✐ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss ♥✬❡st ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ S✱ S ❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à S
2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❧❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ S✳ ❈❡❝✐
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐♥❣❛rt❡♥ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ S ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❡t ❞♦♥❝

q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✮✳ ❈♦♠♠❡

S ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❡t ❝♦♠♠❡ S ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ π1(S
2, ∗)

✶✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ grad(f)x✱ ❧❡ ✓ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f ❡♥ x ✔✱ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R
3 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t h ∈ R

3✱
(df)x(h) = 〈grad(f)x, h〉✳

✸



❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ S
2 ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧❛

✜❜r❡ ♥✬❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✳ ▲❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❏

✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❛✉① ♣❡t✐t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s✳✭ ✷✮ ▼❛✐s

♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❣r❛♣❤❡ ✔✱ ❝❛r ❝❡ s♦♥t ❞❡s ✓ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ✔

q✉✐ ✈♦♥t ❥♦✉❡r ♣♦✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❧❡ rô❧❡ q✉❡ ❥♦✉❡♥t ❧❡s ✓ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ✔ ♣♦✉r

❧❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡s ✓ ♠♦ts ✔ ❞♦♥t ❧❡s ❧❡ttr❡s s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s

s❡r✈❡♥t à é❝r✐r❡ ❧❡s ✓ r❡❧❛t✐♦♥s ✔ ✭♦♥ ❞✐r❛ ♣❧✉tôt ✓ éq✉❛t✐♦♥s ✔ ♣♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝

❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉✐ ✈♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r✮ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ s♦♥t ✐❝✐ r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡s

✓ ❝❤❡♠✐♥s ✔ ✭❧✐st❡s ❞✬❛rêt❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✮ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✳

☞ ✻ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡s (s, t : A → S) ✭♦ù A ❡t S s♦♥t ❞❡✉①

❡♥s❡♠❜❧❡s✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✓ ❣r❛♣❤❡ ✔✳ ❯♥ ✓ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✔ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ (s, t : A → S) ✈❡rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡

(s′, t′ : A′ → S′) ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (f : A → A′, g : S → S′) ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ s′ ◦ f = g ◦ s
❡t t′ ◦ f = g ◦ t✳

❙✐ G = (s, t : A → S) ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s ✓ ❛rêt❡s ✔ ❞❡ G ❡t

❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ❧❡s ✓ s♦♠♠❡ts ✔ ❞❡ G✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s : A → S ❡t t : A → S ❛ss♦❝✐❡♥t à

❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞❡ G ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✓ s♦✉r❝❡ ✔✱ ❡t ❧❛ ✓ ❝✐❜❧❡ ✔

❞❡ ❝❡tt❡ ❛rêt❡✳✭ ✸✮ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❞❡ss✐♥❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t

❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ s❛ s♦✉r❝❡ ✈❡rs s❛ ❝✐❜❧❡✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s

s♦♠♠❡ts ❡t s✐① ❛rêt❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❛✉ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t ❡t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs

❛rêt❡s ✓ ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✔ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛②❛♥t ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❡t ♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ t♦✉t❡ ♣❡t✐t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❞é✜♥✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛②❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ C ♣♦✉r s♦♠♠❡ts ❡t

❧❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ C ♣♦✉r ❛rêt❡s✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ✓ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ✔ à C ❡t ❡st ♥♦té U(C)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱

t♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ F : C → D ❡♥tr❡ ♣❡t✐t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ U ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ Cat ✈❡rs Grph ✭❛♣♣❡❧é ✓ ❢♦♥❝t❡✉r

❞✬♦✉❜❧✐ ✔✮✳

✷✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳
✸✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧❡ttr❡s s ❡t t ✭q✉✐ ❡st tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✮ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✬❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✱ ✓ s♦✉r❝❡ ✔ ❡t ✓ ❝✐❜❧❡ ✔ s❡ ❞✐s❡♥t

✏s♦✉r❝❡✑ ❡t ✏t❛r❣❡t✑✳

✹



❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ X ❡t Y ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳ ❯♥ ✓ ❝❤❡♠✐♥ ✭❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✮ ❞❡ X à Y ✔

❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s [a1, . . . , an]✱ ♦ù s(a1) = X✱ t(an) = Y ❡t t(ai) = s(ai+1) ♣♦✉r 1 ≤ i <
n✳ ▲❡ ✓ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐❞❡ ✔ ✭❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 0✮ ❡♥ X ❡st ♥♦té [ ] ✭♦✉ [ ]X s✬✐❧ ❡st ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r

X✮✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ a1 ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✓ s♦✉r❝❡ ✔ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ [a1, . . . , an]✱ ❡t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ an ❡st ❧❛

✓ ❝✐❜❧❡ ✔ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ [a1, . . . , an]✳ ▲❛ ✓ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ✔ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡st ♥♦té❡ ⋆ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

[a1, . . . , an]⋆[an+1, . . . , an+p] = [a1, . . . , an+p]✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ❜✐❡♥ sûr q✉❡ s✐ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ an
❡st ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ an+1✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈✐❞❡s s♦♥t ♥❡✉tr❡s ♣♦✉r ❧❛

❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳ ❉❡✉① ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ♦♥t ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❡t ♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡ s♦♥t ❞✐ts ✓ ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✔ ✭✐❧s ♥❡

s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✮✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ G ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ L(G) q✉✐ ❛ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡

G ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ G ❝♦♠♠❡ ✢è❝❤❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✓ ❝❛té❣♦r✐❡

❧✐❜r❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ✔✳ ◆♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥❝❛té♥❛❜❧❡s γ ❡t δ✱ ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ◦✱ ♦♥ ❛ δ ◦ γ = γ⋆δ✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s η : G → U(L(G)) q✉✐
❡♥✈♦✐❡ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ G s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t t♦✉t❡ ❛rêt❡ a ❞❡ G s✉r ❧✬❛rêt❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥

[a]✱ ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ G ✈❡rs U ✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r L : Grph → Cat

t❡❧ q✉❡ L ⊣ U ✳

❯♥❡ ✓ éq✉❛t✐♦♥ ✔ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (γ, δ) ✭q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ γ = δ✮ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡ G✳ ❙✐ R ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r G✱ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s γ ❡t δ ❞❡ G ❞❡ X
à Y s♦♥t ❞✐ts ✓ R✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✔ ✭♥♦té γ ≃R δ✮ s✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (γ, δ) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ⋆✲❝♦♥❣r✉❡♥❝❡

❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r R✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❛ ⋆✲❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r R ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡

❝♦♥t❡♥❛♥t R✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t R✳ ❙✐ u = v ❡st ✉♥

é❧❡♠❡♥t ❞❡ R✱ ❡t s✐ w ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥❝❛té♥❛❜❧❡ à u ✭❞♦♥❝ ❛✉ss✐ à v✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ u⋆w = v⋆w
❛♣♣❛rt✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ à ❧❛ ⋆✲❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r R✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❞✐t❡s

✓ R✲é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✔✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a⋆u⋆b = a⋆v⋆b ♦ù u = v ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ R ❡t ♦ù a ❡t b s♦♥t
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✐❡♥t ✉♥ s❡♥s✮ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à

❧❛ ⋆✲❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r R✳

☞ ✼ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∼
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s R✲é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡st ❧❛ ⋆✲❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ≃R ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r R✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡∼ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s≃R✳ ❈♦♠♠❡≃R ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡

❝♦♥t❡♥❛♥t R✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∼ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❚♦✉t❡ éq✉❛t✐♦♥ u = v ❞❡ ∼
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✜♥✐❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭♦✉ ❧❡s ❞❡✉①

♠❡♠❜r❡s s♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t é❝❤❛♥❣és✮ u0 = u1✱ u1 = u2✱✳ ✳ ✳✱ uk−1 = uk ✭♦ù u0 ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à

u ❡t uk ✐❞❡♥t✐q✉❡ à v✮✳ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s t❡❧s q✉❡ a⋆u⋆b ❛✐t ✉♥ s❡♥s✳ ❆❧♦rs ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

a⋆ui⋆b = a⋆ui+1⋆b s♦♥t ❡♥❝♦r❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡t ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

a⋆u0⋆b = a⋆u1⋆b✱ a⋆u1⋆b = a⋆u2⋆b✱✳ ✳ ✳✱ a⋆uk−1⋆b = a⋆uk⋆b♠♦♥tr❡ q✉❡ a⋆u⋆b = a⋆v⋆b ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à ∼✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❏

❯♥❡ ✓ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡✮ ✔ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (G,R) ♦ù G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t R ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

✺



❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r G✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ϕ : (G,R) → (G′, R′) ❡♥✈♦✐❡ ❝❤❛q✉❡

s♦♠♠❡t ❞❡ G s✉r ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G′ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞❡ G ❞❡ s♦✉r❝❡ X ❡t ❞❡ ❝✐❜❧❡ Y s✉r ✉♥

❝❤❡♠✐♥ ❞❡ G′ ❞❡ s♦✉r❝❡ ϕ(X) ❡t ❞❡ ❝✐❜❧❡ ϕ(Y )✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ϕ(γ) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥

γ ❞❡ G ✭♣❛r ϕ([a1, . . . , an]) = ϕ(a1)⋆ . . . ⋆ϕ(an)✮✳ ❖♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s R✲

éq✉✐✈❛❧❡♥ts s♦✐❡♥t ❡♥✈♦②és s✉r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s R′✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❖♥ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ Pres

❞❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ✭♣❡t✐t❡s✮ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❖♥ ❛ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r can : Cat → Pres ✭❞✐t ✓ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✔✮✳ ■❧ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t❡

❝❛té❣♦r✐❡ C s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (G,R) ♦ù G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à C✱ ❡t ♦ù R ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([f, g], [g ◦ f ]) ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([1X ], [ ]X) ✭éq✉❛t✐♦♥s ✓ ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ✔✮✳ ■❧ ❡st

❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✳

☞ ✽ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ (G,R) s❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❙✐ [f1, . . . , fn] ❡t

[g1, . . . , gk] s♦♥t ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✭♣❛r❛❧❧è❧❡s✮ R✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡ C✱ ♦♥ ❛ fn◦· · ·◦f1 = gk◦· · ·◦g1 ✭❛✈❡❝

❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡ s✐ n ♦✉ k ❡st ♥✉❧✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❧❛ ✢è❝❤❡ ✐❞❡♥t✐té ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ [f1, . . . , fn] ❡t [g1, . . . , gk] ❡st R✲é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s

✭à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣rès ❞❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s✮ ✿

a⋆[f, g]⋆b = a⋆[g ◦ f ]⋆b
a⋆[ ]⋆b = a⋆[1]⋆b

❖r ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s ❧à✳ ❏

☞ ✾ ❚❤é♦rè♠❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r can : Cat → Pres ❛ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥ (G,R) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ (G,R) ✈❡rs can✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 〈G,R〉
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ 〈G,R〉 s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G✱ ❡t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ 〈G,R〉 ❞❡ X
✈❡rs Y ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ R ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ X à Y ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ 〈G,R〉 ❡st
❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à R✳ ▲❛ ✢è❝❤❡ ✭♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✮ η : (G,R) → can(〈G,R〉) ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té
s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r η(f) = [f ] s✉r ❧❡s ✢è❝❤❡s ✭♦ù ❧❡ s✉r❧✐❣♥❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❡ ✓ ❝❧❛ss❡ ❞❡

❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ R ✔✮✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s f : (G,R) → can(C)✳✭ ✹✮ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✢è❝❤❡

✭q✉✐ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✮ θ−1(f) : 〈G,R〉 → C ❡♥ ♣♦s❛♥t θ−1(f)(X) = f(X) ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X
❞❡ 〈G,R〉 ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t♦✉t s♦♠♠❡t X ❞❡ G✮✱ ❡t θ−1(f)(γ) = f(γ) ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ γ ❞❡ G✳

❈❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❝❛r s✐ γ ❡t δ s♦♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ X à Y éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♠♦❞✉❧♦ R✱

f(γ) ❡t f(δ) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡ C✱ ❡t r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s

✢è❝❤❡s ✭❞❡ C✮ é❣❛❧❡s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ θ−1(f) ❡st ❝❧❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té

can(θ−1(f)) ◦ η = f ✳ ❏

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 〈G,R〉 ❡st ❞✐t❡ ✓ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r (G,R) ✔✳

✹✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❡♥❝♦r❡ f s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ G✳

✻



☞ ✶✵ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ✓ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✔ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡

C ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ I ✭❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✮ ✈❡rs C✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ I ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ (G,R)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s C ♣❡✉t

êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ (G,R) ✈❡rs ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ C✳
❈✬❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ q✉❡ s♦♥t ❞é❝r✐ts ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ✓ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✔ ❞❛♥s C ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r q✉❛tr❡ ✢è❝❤❡s

X
f

//

h

��

Y

g

��

Z
k

// T

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ g ◦ f = k ◦ h✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ✈♦✐r ❝❡ ❝❛rré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬✉♥❡

❝❡rt❛✐♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✭à ✹ ♦❜❥❡ts ❡t ✾ ✢è❝❤❡s✮ ✈❡rs C✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s très ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥

q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ✓ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✔ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

☞ ✶✶ ▲❡♠♠❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ U : Grpd → Cat ❛ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡✳

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡✳ ▲❛

♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Z à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♥♦ï❞❡

N✳ ❖♥ ✓ ✐♥✈❡rs❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✔ ✭♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✮ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ N✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t✱ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ét❛♥t ❞♦♥♥é❡✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡

η : C → U(F (C)) ❞❡ C ✈❡rs U ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡G s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à C✱ ❡t ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡

G′ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s♦♠♠❡ts q✉❡ G✱ ❡t ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ a : X → Y ❞❡ G✱ ❞❡✉① ❛rêt❡s

a : X → Y ❡t a−1 : Y → X✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉r G′ ❝♦♥st✐t✉é

❞❡ ✿

• [f, g] = [gf ]✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ✢è❝❤❡s X
f

//Y
g

//Z ❞❡ C✱

• [ ]X = [1X ]✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱

• [f−1, f ] = [ ]Y ❡t [f, f−1] = [ ]X ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ X
f

//Y ❞❡ C✳

P♦s♦♥s F (C) = 〈G′, R〉✳ F (C) ❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❡t ❝✬❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡

✢è❝❤❡ ❞❡ F (C) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s [f ] ❡t [f−1]✱ ❡t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t

✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s η : C → U(F (C)) ♣❛r ✿

• η(X) = X✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱

• η(f) = [f ]✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f ❞❡ C✳

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ η ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳

❙♦✐t G : C → U(D) ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ♦ù D ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ϕ : F (C) → D ❡♥ ♣♦s❛♥t

✭♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❢❛✐r❡ ❛✉tr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r U(ϕ) ◦ η = G✮ ✿

• ϕ(X) = G(X) ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱

✼



• ϕ([ ]X) = 1G(X)✱

• ϕ([f ]) = G(f) ❡t ϕ([f−1]) = G(f)−1 ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f ❞❡ C✱

• ϕ([a1, . . . , an]) = ϕ([an]) . . . ϕ([a1])✳

P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ϕ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ éq✉❛t✐♦♥ u = v ❞❡ R✱ ♦♥

❛ ϕ(u) = ϕ(v)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳ ϕ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❡t ❝✬❡st ❧❡

s❡✉❧ q✉✐ s♦✐t t❡❧ q✉❡ U(ϕ) ◦ η = G✳ ❏

▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ F (C) ❝♦♥str✉✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦té C[C−1]✳

▲✬❡①❡r❝✐❝❡ ✷ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✈❡rs ❧❡s

❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❞❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ✈❡rs

❧❡s ♣❡t✐t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❞❡s

❣r♦✉♣♦ï❞❡s ✈❡rs ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛r❧❡r ❞✉ ✓ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✔✳ ❖♥

♣♦✉rr❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡t ❛❞❥♦✐♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✸✳ ✭❛✮ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✿

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❧✐❜r❡s s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ✿

f

g

s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s s♦♥t ✐s♦✲

♠♦r♣❤❡s à Z✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤❡

❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r g−1 ◦ f ✳

✹ ❇♦♥✉s ✿ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥s✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s (e1, . . . , en) ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R
n✳ ▲❡ ✓ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✔ s✉r Rn

❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡

✓ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✔ ❡t s❡r❛ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦r♠❡ 1 ❞❛♥s Rn+1 ❡st ♥♦té S
n ❡t ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✓ s♣❤èr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

n ✔✳ ❈✬❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t ✭❢❡r♠é ❜♦r♥é ❞❛♥s Rn+1✮✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s C ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

✽



❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ré❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(

a −b
b a

)

♦ù a ❡t b s♦♥t ré❡❧s ✭✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦té a+ib✮✳ ▲❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥

❝♦♠♣❧❡①❡ x 7→ x ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳

❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❙✐ E ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐

(e1, . . . , en) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ E✱ (e1, ie1, . . . , en, ien) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❙✐

(x1, . . . , xn) s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✭❝♦♠♣❧❡①❡s✮ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r x ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ (e1, . . . , en)
❞❡ C

n✱ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

‖x‖2 = x1x1 + · · ·+ xnxn

♣✉✐sq✉✬❡♥ ♣♦s❛♥t xk = ak + ibk✱ ♦♥ ❛ xkxk = a2k + b2k✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

q =

(

a −b
b a

)

♦ù a ❡t b s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ✓ q✉❛✲

t❡r♥✐♦♥s ✔✳ ▲❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ q ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❞✐t ✓ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ✔ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ a ❡st ✉♥

✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♣✉r✳ H ❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✓ ❜❛s❡ ❝❛♥♦✲

♥✐q✉❡ ✔ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✭ ✺✮

1 =

(

1 0
0 1

)

I =

(

i 0
0 −i

)

J =

(

0 −1
1 0

)

K =

(

0 −i
−i 0

)

▲❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s✮ ❞❡ I✱ J
❡t K✳ ❚♦✉t q✉❛t❡r♥✐♦♥ q ❡st ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ✓ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ré❡❧ ✔ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ré❡❧ ❞❡ 1 ∈ H✮ ❡t ❞✬✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ▲❡ ✓ ❝♦♥❥✉❣✉é ✔ q ❞❡ ❝❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥

❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥❥✉❣❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ a ❡t ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ b✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥❥✉❣✉❡r

❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s a ❡t b ❡t à tr❛♥s♣♦s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ P♦✉r t♦✉t q✉❛t❡r♥✐♦♥ q✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t qq ❡st

✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ré❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

(

a −b
b a

)(

a b
−b a

)

=

(

aa+ bb 0

0 aa+ bb

)

❡t ❝✬❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ 1 ∈ H ♣❛r ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ q ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t

✭❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ (1, I, J,K) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ qq′ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q′q✱ ✐❧
❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉✬♦♥ ❛ ‖q‖‖q′‖ = ‖qq′‖ ♣♦✉r t♦✉s q✉❛t❡r♥✐♦♥s q ❡t q′✳

✺✳ ❆♣♣❛r❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❝❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✐ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t I✱ J ♦✉ K✳ ▲✬❡①❡r❝✐❝❡
✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ I

2 = J
2 = K

2 = IJK = −1✳

✾



P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ [[ a, b ]] ❧❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥

(

a −b
b a

)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ [[ a, b ]][[ c, d ]] = [[ ac− bd, bc+ ad ]]✳ ▲❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ [[ a, b ]] ❡st [[ a,−b ]]✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✹✳ ✭❛✮ ❱ér✐✜❡r q✉❡ H ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q2 + 1 = 0 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s

✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ ♥♦r♠❡ 1✱ q✉❡ I✱ J ❡tK ❡♥ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡✱ ❡t q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡

t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ H✱ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S
2✳

✭❝✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ✭✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧✮ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r 1 ❡t ❧✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ H ✐s♦♠♦r♣❤❡ à C✳

✭❞✮ ❙♦✐❡♥t I ′✱ J ′ ❡t K ′ tr♦✐s q✉❛t❡r♥✐♦♥s t❡❧s q✉❡ I ′2 = J ′2 = K ′2 = I ′J ′K ′ = −1✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ré❡❧❧❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ 1 s✉r 1✱ I s✉r I ′✱ J s✉r J ′ ❡tK s✉rK ′ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❞✉ ❝♦r♣s H✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✺✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s✱ ♠♦♥tr❡r q✉❡ SO(3) ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à RP
3✱ ❡t

q✉❡ SO(4) ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S
3 × SO(3)✳

✶✵



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼
✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✺ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

✶ ❊s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

P♦✉r t♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s Y ❡t Z✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ZY ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ Y ✈❡rs Z✱ ❡t ♣♦✉r
t♦✉s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s Y ❡t Z✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ZY ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡
Y ✈❡rs Z✳ ❖♥ ❢❡r❛ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ZY ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✳

❙✐X✱ Y ❡t Z s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t f : X×Y → Z ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ✓ ❝✉rr②✜é❡ ❞❡ f ✔✭ ✶✮ ❡st
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f † : X → ZY ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f †(x) = (y 7→ f(x, y))✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ g : X → ZY

❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s❛ ✓ ❞é❝✉rr②✜é❡ ✔ g† : X × Y → Z ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r g†(x, y) = g(x)(y)✳ ▲❡s
❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡♥tr❡
ZX×Y ❡t (ZY )X ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ X ❡t Y
s♦✐❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❝❡tt❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✮✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣❛❝❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ZY ♦ù Y ❡t Z s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

☞ ✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t Y ❡t Z ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ZY ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ Y ✈❡rs Z✳ ▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ZY ✱ ❞✐t❡ ✓CO✲t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✔✱✭ ✷✮ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s 〈K,U〉✱ ❞✐t❡s ✓ ♦✉✈❡rts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✔✱ ❞❡ ZY ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

〈K,U〉 = {ϕ ∈ ZY | ϕ(K) ⊂ U}

♦ù K ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ Y ❡t U ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ Z✳

▲❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ ZY s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ré✉♥✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞✬♦✉✈❡rts é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ s✉✐✈❛♥t✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ Y ❡t Z s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❡t s✐ Y ❡st ❝♦♠♣❛❝t✱ ❧❛
CO✲t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ZY ❡st ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

✶✳ ▲✬❛♣♣❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡♥ ❍❛s❦❡❧❧ ❈✉rr② ✭✶✾✵✵✲✶✾✽✷✮✱ q✉✐ ❢✉t ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♥é❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✷✳ ✓ ❈❖ ✔ ♣♦✉r ✓ ❝♦♠♣❛❝t✲♦✉✈❡rt ✔✳



☞ ✷ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t Y ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❡t Z ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ev : ZY ×Y → Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (f, y) 7→ f(y) ✭❛♣♣❡❧é❡ ✓ é✈❛❧✉❛t❡✉r ✔✮ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t f0 ∈ ZY ❡t y0 ∈ Y ✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ev ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ (f0, y0)✳ ❙♦✐t V
✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ Z t❡❧ q✉❡ ev(f0, y0) = f0(y0) ∈ V ✳ ❈♦♠♠❡ f0 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
K ❞❡ y0 ❞❛♥s Y ✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡t t❡❧ q✉❡ f0(K) ⊂ V ✳ ❙♦✐t (f, y) ∈ 〈K,V 〉×K✳
❖♥ ❛ f(y) ∈ V ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ 〈K,V 〉✳ ❈♦♠♠❡ 〈K,V 〉 ×K ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (f0, y0) ❞❛♥s
ZY × Y ✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ev ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ (f0, y0)✳ ❏

☞ ✸ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ❞é❝✉rr②✜é❡ ❞❡ g† : X×Y → Z ❞❡ g : X → ZY ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
g†(x, y) = ev(g(x), y)✳

☞ ✹ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t X✱ Y ❡t Z ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t s♦✐t f : X×Y → Z ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝✉rr②✜é❡ ❞❡ f ✱ f † : X → ZY ✱ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ZY ❡t ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✐ g : X → ZY ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s✐ Y ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t✱ s❛ ❞é❝✉rr②✜é❡

g† : X × Y → Z ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ f ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ y 7→ f(x, y)
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t f †✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s g✱ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ZY ✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡
ré❝✐♣r♦q✉❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✉① ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡t ré✉♥✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛
❝✉rr②✜é❡ g : X → ZY ❞❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r g ❞❡ t♦✉t ♦✉✈❡rt
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ZY ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X✳ ❖r g−1(〈K,U〉) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x ❞❡ X t❡❧s q✉❡
g(x)(K) ⊂ U ✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t ✿

g−1(〈K,U〉) = {x ∈ X | ∀y∈K f(x, y) ∈ U}

= {x ∈ X | ∀y∈K (x, y) ∈ f−1(U)}

X × Y

X

Y

Z

U

f−1(U)

f

K

g−1(〈K,U〉)

▲❛ ③♦♥❡ ❤❛❝❤✉ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ f−1(U)∩(X×K) ❞❛♥sX×K✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ X ×K✳ ❈♦♠♠❡ K ❡st ❝♦♠♣❛❝t✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ X ×K → X
❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❡r♠é❡✳ ❖r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ f−1(U) ∩ (X × K) ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
g−1(〈K,U〉) ❞❛♥s X✱ ❡t g−1(〈K,U〉) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X✳

✷



▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷ ✭♣❛❣❡ ✷✮ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸ ✭♣❛❣❡ ✷✮✳ ❏

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ✭▲♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✮ ❙✐ X ❡t Y s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ :
ZX×Y → (ZY )X q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X×Y → Z s✉r s❛ ❝✉rr②✜é❡ f † : X → ZY

❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ϕ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡
❡st ❜✐❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖r✱ ϕ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝✉rr②✜❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (ZX×Y ×X) × Y → Z
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ((f, x), y) 7→ ev(f, (x, y)) q✉✐ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷ ✭♣❛❣❡ ✷✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
ϕ−1 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝✉rr②✜❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (ZY )X × (X × Y ) → Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (g, (x, y)) 7→
ev(ev(g, x), y)✱ q✉✐ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳ ❏

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✓ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✔ ❡t ❞❡ ❧✬✓ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❧❛❝❡ts ✔✳

✷ ❙♦♠♠❡s ❡t ♣r♦❞✉✐ts ❞✬❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés✳

❉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠✱ ❛②❛♥t ❞❡s s❡♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✐♥tés✱ ✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉✲
s✐♦♥ ❞❡ rés❡r✈❡r ❧❡s ❧❡ttr❡s ❧❛t✐♥❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s X✱ Y ✱ ✳ ✳ ✳ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡ t♦✉❥♦✉rs
♥♦t❡r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✐♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s (X, ∗)✱ ✳ ✳ ✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Top• ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✐♥tés ❛ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ✜♥❛❧
② ❡st ✐♥✐t✐❛❧ ✭❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✮✳ ❯♥ t❡❧ ♦❜❥❡t ✭q✉✐✱ r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡✱ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ✓ ③ér♦ ✔✮ ❡st ✉♥
❡s♣❛❝❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ♣♦✐♥té✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ({∗}, ∗) ✭❞♦♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡✮✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Gr ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ab ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❜é❧✐❡♥s ♦♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ③ér♦ ✭t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ré❞✉✐t à s♦♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✮✳

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Top• ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés (X, ∗) ❡t (Y, ∗) ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
(X × Y, (∗, ∗))✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ f : (Z, ∗) → (X, ∗) ❡t g : (Z, ∗) → (Y, ∗) s♦♥t ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♥t✐♥✉❡s ♣♦✐♥té❡s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ ϕ : Z → X × Y q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ z s✉r (f(z), g(z)) ❡st
❜✐❡♥ sûr ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés p1 ◦ ϕ = f ❡t p2 ◦ ϕ = g✱ ❡t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❡❧❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ∗ s✉r
(∗, ∗)✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ Top• → Top ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✳

■❧ ♥✬❡♥ ✈❛ ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ (X, ∗) ❡t (Y, ∗) s♦♥t ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés✱ ♦♥
❞❡✈r❛ ❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s i1 : (X, ∗) → (X, ∗)+(Y, ∗) ❡t i2 : (Y, ∗) → (X, ∗)+(Y, ∗)✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❞♦✐t ② ❛✈♦✐r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ (X, ∗) + (Y, ∗) q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ∗ ∈ X
❡t ❞❡ ∗ ∈ Y ✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧ ♣♦✐♥t ❞❛♥s X + Y ✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à (X, ∗) + (Y, ∗) ❞♦✐t
❞♦♥❝ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ X ❡t ❞❡ Y ✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
s✉✣t✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡✭ ✸✮

X ∨ Y = (X + Y )/ ∼

♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∼ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ✐❞❡♥t✐✜❡ ∗ ∈ X ❛✈❡❝ ∗ ∈ Y ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ X∨Y ❡st ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉

✸✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ X ∨ Y ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ✐♥❝♦rr❡❝t❡ s✐ X ❡t Y s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣✉✐sq✉❡
❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r X ∨ Y ✳ ❖♥ ❝♦♠♣t❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r ❧❡✈❡r ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté✳

✸



❞✐❛❣r❛♠♠❡ X {∗}oo //Y ✭♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ❡♥✈♦✐❡♥t ∗ ∈ {∗} r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ∗ ∈ X
❡t ∗ ∈ Y ✮✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡ ❝❛rré s✉✐✈❛♥t ❞❡ Top

{∗} //

��

X

��
X // X ∨ Y

❡st ❝♦❝❛rtés✐❡♥✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ∨ Y ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ❜♦✉q✉❡t ✔✭ ✹✮ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés
(X, ∗) ❡t (Y, ∗)✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés ✭❞❛♥s Top•✮ ❡st ❛❧♦rs

(X, ∗) + (Y, ∗) = (X ∨ Y, ∗)

♦ù ∗ ∈ X ∨ Y ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ∗ ∈ X ❡t ❞❡ ∗ ∈ Y ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❜♦✉q✉❡t ❞❡ ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s

∗

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❝♦❧❧és ♣❛r ❧❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Top• ❛ ❞♦♥❝ ❞❡s s♦♠♠❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ♠❛✐s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡
❞❛♥s Top✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♥✬② ❡st ♣❛s ❞✐str✐❜✉t✐❢ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s
✭♦ù (X, ∗)✱ (Y, ∗) ❡t (Z, ∗) s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ Top•✮

(X, ∗)

(X, ∗)× ((Y, ∗) + (Z, ∗))

(Y, ∗) (Z, ∗)

(Y, ∗) + (Z, ∗)

((X, ∗)× (Y, ∗)) + ((X, ∗)× (Z, ∗))

❖r✱ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♥✬❡st ♣❛s ❞✐str✐❜✉t✐❢ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✈ér✐✜❡r
❞❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ✭♣❛❣❡ ✸✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❣é♥ér❛❧✳ ▲❡
❢♦♥❝t❡✉r ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ Z 7→ ZY ❞♦✐t êtr❡ ❧✬❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r X 7→ X × Y ✱ ♦r ✉♥
❢♦♥❝t❡✉r q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s ❛✉ ❝♦❧✐♠✐t❡s ✭✐❝✐ ❛✉① s♦♠♠❡s✮ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞✬❛❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡✳
❖♥ ✈❛ ✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❝♦♠♠❡♥t r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❡rs❛t③
❞❡ ♣r♦❞✉✐t✳

✹✳ ❊♥ ❆♥❣❧❛✐s ✿ ✏✇❡❞❣❡✑✱ ♠♦t q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛✉ss✐ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s✳

✹



■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ X ∨ Y → X × Y ✳ ❊❧❧❡ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ♣♦✐♥t x ∈ X s✉r (x, ∗) ❡t
t♦✉t ♣♦✐♥t y ∈ Y s✉r (∗, y)✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r ∗ ∈ X ❡t ∗ ∈ Y ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✳ ❊❧❧❡
❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s s♦♥t sé♣❛rés✱ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❡st ❢❡r♠é❡
✭❝♦♠♠❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢❡r♠és p−1

2 (∗) = X × {∗} ❡t p−1
1 (∗) = {∗} × Y ✮✳

✸ ▲❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés✳

P♦✉r ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ✭♣❛❣❡ ✸✮✮ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❡♥✈❡rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❛✈❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳✭ ✺✮ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ (Y, ∗) ❡t (Z, ∗) s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♣♦✐♥tés✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞é✜♥✐r (Z, ∗)(Y,∗) ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣♦✐♥té❡s
❞❡ Y ✈❡rs Z✱ ❞❡ ❧❡ ♠✉♥✐r ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ CO✲t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ y 7→ ∗ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t ♣♦sé✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s q✉✬à tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦rt❡ ❞❡
♣r♦❞✉✐t q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ X ∧ Y ✭❧✐r❡ ✓ X
s♠❛s❤ Y ✔✮✭ ✻✮ ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés (X, ∗) ❡t
(Y, ∗)✱ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱
♦♥ ❛✉r❛ (X, ∗) ∧ (Y, ∗) = (X ∧ Y, ∗)✳✭ ✼✮

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ✭♣♦✉r t♦✉t (Y, ∗)✮ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r (X, ∗) 7→ (X, ∗) ∧ (Y, ∗) s♦✐t
❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r (Z, ∗) 7→ (Z, ∗)(Y,∗)✳ ❖♥ ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

Top•((X, ∗) ∧ (Y, ∗), (Z, ∗))
θ // Top•((X, ∗), (Z, ∗)(Y,∗))

♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ (X, ∗) ❡t ❡♥ (Z, ∗)✱ q✉✐ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s❡✉❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ à s❛✈♦✐r
θ(f) = x 7→ (y 7→ f(x, y))✳ ◆♦t❡r q✉❡ θ(f) ❞♦✐t ❡♥✈♦②❡r ∗ ∈ X s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ y 7→ ∗✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ θ(f)(∗)(y) = ∗ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t x ∈ X✱
θ(f)(x) ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥té❡ ❞❡ Y ✈❡rs Z✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r θ(f)(x)(∗) = ∗
♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ θ(f)(x)(y)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ f(x, y)✱ ❞♦✐t êtr❡ ∗ ❞ès q✉❡ (x, y) ∈
X ∨ Y ✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✈❛ s✬❛✈ér❡r é❣❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ♣♦s❡r

X ∧ Y =
X × Y

X ∨ Y

❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ♦♥ é❝r❛s❡ s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t✱ q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ à X ∧ Y ✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ X × Y ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x, ∗) ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (∗, y)✳

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❛♥♦♥❝é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡①❤✐❜❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡
❞❡ θ✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❞é✜♥✐ ♣❛r θ−1(g) = g(x)(y)✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ θ−1(g)✱ ❝❛r s✐ (x, y) ∈ X∨Y ✱
♦♥ ❛ s♦✐t x = ∗✱ ❡t ❛❧♦rs g(∗) ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥❝ g(∗)(y) = ∗✱ s♦✐t y = ∗ ❡t ❛❧♦rs
g(x)(∗) = ∗✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ∨ Y s♦♥t ❡♥✈♦②és s✉r ∗ ∈ Z✱ ❡t θ−1(g) ❡st

✺✳ ❖♥ ✈❡rr❛ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳
✻✳ ❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❝❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ s♦♥t ♦✣❝✐❡❧s✳
✼✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ X ∧ Y ❡st ❛❜✉s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡

s❡r♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r X ∧ Y ✳

✺



❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ✭❡t ♣♦✐♥té❡✮✳ ▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ θ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❢❛✐t
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ (X, ∗) ❡t ❞❡ (Z, ∗)✳

◆♦t❡r q✉❡ ❧❡ s♠❛s❤✲♣r♦❞✉✐t ∧ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s Top• ❛✉ s❡♥s ❝❛té❣♦r✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
s❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ✉s✉❡❧✱ ❧❡q✉❡❧ ♥✬❡st ♣❛s
❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ s♠❛s❤✲♣r♦❞✉✐t✱ ♣✉✐sq✉❡ s✬✐❧ ❧✬ét❛✐t✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡r❛✐t ❞✐str✐❜✉t✐❢ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡✳

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ✭▲♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés✮ ❙♦✐❡♥t (X, ∗)✱ (Y, ∗) ❡t (Z, ∗) ❞❡s

❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✐♥tés✱ ♦ù ♦♥ s✉♣♣♦s❡ X ❡t Y ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ❤♦♠é♦✲

♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭♣♦✐♥té✮ (Z, ∗)(X,∗)∧(Y,∗) → ((Z, ∗)(Y,∗))(X,∗) ✭❞♦♥♥é ♣❛r f 7→ (x 7→ (y 7→ f(x, y))) ❡t
❞♦♥t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r g 7→ ((x, y) 7→ g(x)(y))✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s♦♥t ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s ré❝✐♣r♦q✉❡s✳
■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❥✉st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▼❛✐s ❝❡❝✐ rés✉❧t❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷
✭♣❛❣❡ ✷✮ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ✭♣❛❣❡ ✸✮✳ ❏

✹ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts✳

▲❡ ❝❡r❝❧❡ S
1 ✭♦✉ U(1)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1✮ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐

❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣r♦é♠✐♥❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣♦✐♥t 1 ∈ C ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ S

1✳

☞ ✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♣♦✐♥té (X, ∗)✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ω(X, ∗) ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦✐♥té (X, ∗)(S
1,∗)✱

q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts ❞❡ (X, ∗) ✔✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Σ(X, ∗) ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦✐♥té (X, ∗)∧ (S1, ∗)
q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ✓ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❞❡ (X, ∗) ✔✳✭ ✽✮

■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻ ✭♣❛❣❡ ✻✮ q✉❡ ♣♦✉r X ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ♦♥ ❛ ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✐♥té

(Y, ∗)Σ(X,∗) ≃ // Ω(Y, ∗)(X,∗)

■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭❝✉rr②✜❝❛✲
t✐♦♥✴❞é❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡♠♠❡ ✻✮ q✉✬✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ (X, ∗) ❡t ❡♥ (Y, ∗)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t❡✉rs Σ ❡t Ω ❞❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Top• ✈❡rs ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❞❥♦✐♥ts ✭Σ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Ω✮✳✭ ✾✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r π0 à ❝❡t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

[Σ(X, ∗), (Y, ∗)]
≃ // [(X, ∗),Ω(Y, ∗)]

é❣❛❧❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ (X, ∗) ❡t (Y, ∗)✳

✽✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ré❞✉✐t❡ ✔ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (∗, t) ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡✱ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥
♦r❞✐♥❛✐r❡ ét❛♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t X × S

1/ ∼ ♦ù ∼ ✐❞❡♥t✐✜❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x, ∗) ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✓ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✔✮ q✉❛♥❞ ♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❞❡
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✾✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❛❞❥♦✐♥ts ❡st ✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ✶✾✺✽ ❞❛♥s ❑❛♥
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❛❞❥♦✐♥ts✳

✻



✺ ●r♦✉♣❡s ❡t ❝♦❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s✳

❖♥ s❛✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭❞✐s♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✮ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s m :
X × X → X ✭♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡t i : X → X ✭✐♥✈❡rs✐♦♥✮✱ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❛①✐♦♠❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳✭ ✶✵✮ ❈✬❡st
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Top ❡t HoTop✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✔ ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❡t ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ✔ ✭♦✉ ✓ ❍✲❣r♦✉♣❡ ✔✮ q✉✐
❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

☞ ✽ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳ ❯♥ ✓ ❣r♦✉♣❡ ✔ ❞❛♥s C ❡st ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t

(X,m, i, e)✱ ♦ù X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C✱ m✱ i ❡t e ❞❡s ✢è❝❤❡s m : X×X → X✱ i : X → X✱ e : 1 → X✱

t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s

X ×X ×X
m×1 //

1×m

��

X ×X

m

��
X ×X m

// X

X

e〈〉 ##GGGGGGGGG

〈1,i〉
// X ×X

m

��

X
〈i,1〉

oo

e〈〉{{wwwwwwwww

X

X

1
##GGGGGGGGG

〈e〈〉,1〉
// X ×X

m

��

X
〈1,e〈〉〉
oo

1
{{wwwwwwwww

X

s♦✐❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳

❖♥ r❡❝♦♥♥❛✐t ❜✐❡♥ sûr ❞❛♥s ❝❡s tr♦✐s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✭♦ù ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❡st ♥♦té e✮ ✿

∀x∈X ∀y∈X ∀z∈X (xy)z = x(yz)

∀x∈X xx−1 = e = x−1x
∀x∈X ex = x = xe

❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛✉ s❡♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s Ens ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱
❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s Top✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s HoTop ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥
❍✲❣r♦✉♣❡✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ✭❡t ❜✐❡♥ sûr ❧✬♦❜❥❡t ✜♥❛❧ 1 ♣❛r ❧✬♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ 0✮ ❡t ❡♥
r❡♥✈❡rs❛♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ✓ ❝♦❣r♦✉♣❡ ✔✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❛♥s Ens✱Top ❡tHoTop✳ ❈✬❡st ❞û ❛✉
❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡ e : X → 0
❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ X ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ✈✐❞❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❣r♦✉♣❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❛♥❞
♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♣❛r ❧❡✉rs ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ♦❜❥❡ts ♣♦✐♥tés✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥
q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬♦❜❥❡t ✜♥❛❧ ❡t ❧✬♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡ e : X → {∗} ♥✬✐♠♣♦s❡
❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r X ✭❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ ✈❡rs ❧✬♦❜❥❡t ✜♥❛❧✮✳ ◆♦t❡r q✉❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡✱ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

✶✵✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✓ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ✔✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s
♣❛s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞é❥à ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❛♥s Top ❡t ❞❛♥s HoTop✳

✼



♦✉ ❍✲❣r♦✉♣❡ ❡st ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ♦❜❥❡t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✐♥té ♣❛r s♦♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ rét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❝♦❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✐♥tés✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛ ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡st ✉♥
✓ ③ér♦ ✔✳ ❙✐ X ❡t Y s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❝♦♠♣♦sé❡ 0 : X → Y

X
0 //

〈〉
��9

99
99

99
Y

0

[ ]

BB�������

✭♦ù ❧❡ ③ér♦ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛ été ♥♦té 0✮✳ ▲❛ ✢è❝❤❡ 0 : X → Y ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✓ ✢è❝❤❡ ♥✉❧❧❡ ✔✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❣r♦✉♣❡s s♦✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ♥♦✉s ❧❛
❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✳

☞ ✾ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦❝❛rtés✐❡♥♥❡✳ ❯♥ ✓ ❝♦❣r♦✉♣❡ ✔ ❞❛♥s C ❡st ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t

(X, δ, i, e)✱ ♦ù X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C✱ m✱ i ❡t e ❞❡s ✢è❝❤❡s δ : X → X +X✱ i : X → X✱ e : X → 0✱
t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s

X

δ

��

δ // X +X

δ+1
��

X +X
1+δ

// X +X +X

X
[ ]e

{{wwwwwwwww
[ ]e

##GGGGGGGGG

δ

��
X X +X

[i,1]
oo

[1,i]
// X

X
1

{{wwwwwwwww
1

##GGGGGGGGG

δ

��
X X +X

[[ ]e,1]
oo

[1,[ ]e]
// X

s♦✐❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ δ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✔✱ ❡t e ❡st ❛♣♣❡❧é ✓ ❝♦✲✉♥✐té ✔✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉✐ ❛ ✉♥ ③ér♦✱ ❧❛ ✢è❝❤❡ [ ]e : X → X ❡st ❥✉st❡ ❧❛ ✢è❝❤❡
♥✉❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s s❡r❛ ♣❧✉s ✉t✐❧❡ q✉❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ e ❞❡ X ✈❡rs ❧❡ ③ér♦✳

☞ ✶✵ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❚♦✉t❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡ Σ(X, ∗) ❡st ✉♥ ❝♦❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✳ ■❧ s✉✣t ❡♥
❡✛❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ δ : Σ(X, ∗) → Σ(X, ∗) + Σ(X, ∗) ❡♥ ♣♦s❛♥t

δ(x, t) =











i(x, 2t) s✐ 0 ≤ t ≤
1

2

j(x, 2t− 1) s✐
1

2
≤ t ≤ 1

♦ù i ❡t j s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ Σ(X, ∗) +Σ(X, ∗)✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉
❢❛✐t q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝♦❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡
π1(X, ∗) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❛ ❝♦✲✉♥✐té ✭❝♦✲é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✮ ❡st ❥✉st❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡
✈❡rs ❧❡ ③ér♦ ❞❡ Top•✳

✽



❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ (S1, 1) = Σ(S0, 1) ❡st ✉♥ ❝♦❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t (Sn, ∗) ❡st
✉♥ ❝♦❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✳

❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ♦❜❥❡t ✜♥❛❧ ❡t s♦♠♠❡s ❡♥ ♣r♦❞✉✐ts✱
tr❛♥s❢♦r♠❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥ ❝♦❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ✭♣♦✉r t♦✉t (Z, ∗)✮ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r
(Y, ∗) 7→ (Z, ∗)(Y,∗) ✭❞❡ Top• ✈❡rs Top•✮✱ ❡t ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r (Y, ∗) 7→ [(Y, ∗), (Z, ∗)] ✭❞❡ HoTop•

✈❡rs Ens✮✳ ❆✐♥s✐✱ [(S1, 1), (Z, ∗)] ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉✬✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❡♥ ❢❛✐t
π1(Z, ∗)✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ♦✉ ✓ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ (Z, ∗) ✔✳ ❈♦♠♠❡ (Sn, ∗)
❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝♦❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✱ [(Sn, ∗), (X, ∗)] ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ n✐è♠❡

❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ (X, ∗) ✔✱ ❡t q✉✬♦♥ ♥♦t❡ πn(X, ∗)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ Ω(X, ∗) = (X, ∗)(S
1,1) ❡st ✉♥

❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦✈❛r✐❛♥t q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ♦❜❥❡t ✜♥❛❧ ❡♥ ♦❜❥❡t ✜♥❛❧ ❡t ♣r♦❞✉✐ts
❡♥ ♣r♦❞✉✐ts✱ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ✭♣♦✉r t♦✉t (Z, ∗)✮ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r
(Z, ∗) 7→ [(Y, ∗), (Z, ∗)]✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ [(Y, ∗),Ω(Z, ∗)] ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉
❞❡s ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ [(S0, 1),Ωn(X, ∗)]✱ ❛✈❡❝ s❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞❡ Ωn(X, ∗)✱ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ πn(X, ∗)✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡t ❧❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳

☞ ✶✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡t s♦✐❡♥t × ❡t ×′ ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r X✱ ❛②❛♥t

✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❜✐❧❛tér❛❧ ❝♦♠♠✉♥ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ✓ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✔ ✭♦✉ ❞❡ ✓ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té

♠✉t✉❡❧❧❡ ✔✮ ✿

(x× y)×′ (z × t) = (x×′ z)× (y ×′ t)

❆❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❡t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s e ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❝♦♠♠✉♥ à × ❡t ×′✳ ❖♥ ❛

x× y = (x×′ e)× (e×′ y) = (x× e)×′ (e× y) = x×′ y

❡t ❧❡s ❞❡✉① ❧♦✐s s♦♥t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡s ✭❡t ♥♦té❡s t♦✉t❡s ❞❡✉① × ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✮✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✿

x× y = (e× x)× (y × e) = (e× y)× (x× e) = y × x

❡t ✿
(x× y)× z = (x× y)× (e× z) = (x× e)× (y × z) = x× (y × z)

❏

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts (X, ∗) ❡t (Y, ∗) ❞❛♥s Top•✱ t❡❧s q✉❡ (X, ∗) s♦✐t ✉♥ ❝♦❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❡t (Y, ∗) ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✳ ❆❧♦rs [(X, ∗), (Y, ∗)] r❡ç♦✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡s ❞❡✉①
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s str✉❝t✉r❡s s✉r (X, ∗) ❡t s✉r (Y, ∗)✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❧❡s
❧♦✐s δ : (X, ∗) → (X, ∗) + (X, ∗) ❡t µ : (Y, ∗)∧ (Y, ∗) → (Y, ∗)✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ♥❡✉tr❡s ✭❜✐❧❛tér❛✉①✮
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ q✉❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ e : (X, ∗) → (Y, ∗)✳
P♦✉r f, g ∈ [(X, ∗), (Y, ∗)]✱ ♣♦s♦♥s f×′g = (f+g)◦δ ❡t f×g = µ◦(f∧g)✳ P♦✉r f, g, h, k ∈ [X,Y ]✱

✾



♦♥ ❛
(f × g)×′ (h× k) = ((µ ◦ (f ∧ g)) + (µ ◦ (h ∧ k))) ◦ δ

= µ ◦ ((f ∧ g) + (h ∧ k)) ◦ δ
= µ ◦ ((f + h) ∧ (g + k)) ◦ δ ✭❡①❡r❝✐❝❡✮
= µ ◦ (((f + h) ◦ δ) ∧ ((g + k) ◦ δ))
= (f ×′ h)× (g ×′ k)

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r [(X, ∗), (Y, ∗)] s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ✭❡t
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✱ ❝❡ q✉✬♦♥ s❛✈❛✐t ❞é❥à✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r
n ≥ 2✱ ❝♦♠♠❡ πn(X, ∗) = [Σ(Sn−2, ∗),Ω(X, ∗)]✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ πn(X, ∗) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ✐❝✐ ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ q✉✐ ❛ ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s ❛✉① ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs ❞✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳

✶✵



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ P❛r✐s✲❉✐❞❡r♦t ✷✵✶✶✲✷✵✶✷
❆✳ Pr♦✉té✱ ❍✳ ▼♦✉rt❛❞❛✳ ▼❛st❡r ✶ ✭✸✶❯❉▼❚✹✷✮

❊①❛♠❡♥ ♣❛rt✐❡❧ ❞✉ ✼ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

■✳

❖♥ ♥♦t❡ C ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❖♥ ♥♦t❡ π0 : C → Ens ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ C s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❡t t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ C s✉r ❧❛ ✢è❝❤❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ π0 ❛ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ✭❧❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✮✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ π0 ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡✳ ✭❖♥ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦✲✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥✱

♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ F ⊣ π0✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r F ❞✬✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✭❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡

♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❡st ✈✐❞❡✳✮

■■✳

❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ sé♣❛ré ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❡t U = (Ui)i∈I ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ X ♣❛r ❞❡s

♦✉✈❡rts ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s i ❡t j ❞❡ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ I t❡❧ q✉❡ Ui ∪ Uj ⊂ Uk✳ ❖♥

s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Ui ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳

■■■✳

❖♥ ♥♦t❡ U ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = x ❞❛♥s C2✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : U → C
∗✭ ✶✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ϕ(x, y) = x − y ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ❡t q✉❡ U ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳

❖♥ ♥♦t❡ P [X] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ X ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X2 + aX + b ✭♦ù a ❡t b s♦♥t ❞❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s✮ t❡❧s q✉❡ a2 6= 4b✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ s❛♥s ❛✉tr❡ ❢♦r♠❛❧✐té ✐❞❡♥t✐✜❡r P [X] ❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

❞❛♥s C2 ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ a2 = 4b✳ ❙♦✐t π : U → P [X] ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r π(x, y) =
(X − x)(X − y)✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ π ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

✭❝✮ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ π ❡♥ t♦✉t (x, y) ∈ U ✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ π ❡st ✉♥ ❤♦♠é♦✲

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✳

✶✳ ❖ù C
∗ = C− {0}✳



✭❞✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ π : U → P [X] ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t à ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧✳

❖♥ ♥♦t❡ C[X]+ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ X ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♠♦✐♥s 1✮✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬✉♥ t❡❧ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡

❞✬❆❧❡♠❜❡rt✮✳

✭❡✮ ▼♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ C[X]+ → C ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡

❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s r❛❝✐♥❡s✳

■❱✳

❙♦✐t f : S2 → S
1 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S

2✱ ♦♥ ❛✐t f(−x) = −f(x)✳
❖♥ ♥♦t❡ RP

2 ❡t RP1 ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2 ❡t 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ S
2

❡t S1 ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ✐❞❡♥t✐✜❡ t♦✉t x à s♦♥ ♦♣♣♦sé ✭♦✉ ❛♥t✐♣♦❞❡✮ −x✳ ❖♥ ♥♦t❡ f ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ RP
2 ✈❡rs RP1 ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r f ✳

✭❛✮ ❘❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡s q✉❛tr❡ ❡s♣❛❝❡s S
1✱ S2✱ RP1 ❡t RP

2✱ ❡t

❡①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

π1(S
2)

f∗
//

π∗

��

π1(S
1)

��

π1(RP
2)

f
∗

// π1(RP
1)

✭♦ù ❧❡s ✢è❝❤❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✮ ❡t q✉❡ f
∗
❡st ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

♥✉❧✳

❙♦✐t γ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ S
2 ❛❧❧❛♥t ❞✉ ♣ô❧❡ ♥♦r❞ ❛✉ ♣ô❧❡ s✉❞✳

✭❝✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ f ◦ π ◦ γ ❞❡ RP
1 ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ✭♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s

RP
1✮ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❤♦♠♦t♦♣❡ ❛✉ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t✳

✭❞✮ ❉é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳

✭❡✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ g : S2 → R
2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ S

2 t❡❧

q✉❡ g(x) = g(−x)✳ ✭❘❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : S2 → S
1 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡✳✮

◦ ◦©◦ ◦

✷



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ P❛r✐s✲❉✐❞❡r♦t ✷✵✶✶✲✷✵✶✷
❆✳ Pr♦✉té✱ ❍✳ ▼♦✉rt❛❞❛✳ ▼❛st❡r ✶ ✭✸✶❯❉▼❚✹✷✮

❈♦rr✐❣é ❞❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ♣❛rt✐❡❧ ❞✉ ✼ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

■✳

✭❛✮ ❙♦✐t G : Ens → C ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ E s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉

❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉r E ✭✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✮✱ ❡t t♦✉t❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✭q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s s♦♥t ❞✐s❝rèt❡s✮✳ ❖♥

❛ ❜✐❡♥ sûr E = G(E) à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣rès✳

❖♥ ❛ π0 ⊣ G✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

Ens(π0(X), E)
θ

// C(X,G(E))

❡♥ ♣♦s❛♥t θ(f)(x) = f(x)✱ ♦ù x ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ x ❞❛♥sX✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✬✉♥

♦✉✈❡rt U ❞❡ G(E) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ U ❞❡ G(E)✮ ♣❛r θ(f) ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥✈♦②é❡s ❞❛♥s U ♣❛r f ✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ θ(f) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡
❡st q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s s♦♥t ♦✉✈❡rt❡s✱

❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧❡s ré✉♥✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳

θ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❝❛r ❝♦♠♠❡ G(E) ❡st ❞✐s❝r❡t✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ g : X → G(E) ❞♦✐t êtr❡

❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐q✉❡

f : π0(X) → E q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t θ(f) = g✳

■❧ r❡st❡ à ✈♦✐r q✉❡ θ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥X ❡t ❡♥ E✳ ❙♦✐t ϕ : X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ❞♦✐t

♠♦♥tr❡r q✉❡ θ(f)◦ϕ = θ(f◦π0(ϕ))✳ ❖♥ ❛ θ(f)(ϕ(x)) = f(ϕ(x)) = f(π0(ϕ)(x)) = θ(f◦π0(ϕ))(x)✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ψ : E → F ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞♦✐t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ G(ψ) ◦ θ(f) = θ(ψ ◦ f)✳ ❖♥
❛ G(ψ)(θ(f)(x)) = G(ψ)(f(x)) = ψ(f(x)) = θ(ψ ◦ f)(x)✳

✭❜✮ ❙✐ π0 ❛✈❛✐t ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ F : Ens → C✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❝♦✲✉♥✐té ε : F (π0(X)) → X
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✳ Pr❡♥♦♥s X = R ❡t s♦✐t T : R → R ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

T (x) = x+ 1✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

F (π0(R))
ε

//

F (π0(T ))
��

R

T

��

F (π0(R)) ε
// R

❈♦♠♠❡ R ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ π0(R) ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❡t π0(T ) ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ F
❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✱ F (π0(T )) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ F (π0(R))✳ ❈♦♠♠❡ T ♥✬❛ ♣❛s

❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ F (π0(R)) = ∅✳ ❈♦♠♠❡ F ❡st ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❝♦♠♠❡

t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ✭✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✮ ❞❡ s❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ F (E) = ∅ ♣♦✉r t♦✉t

❡♥s❡♠❜❧❡ E ✭♠❛✐s ❝❡❝✐ ♥❡ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛✮✳

✸



❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t X ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❡t E = π0(R) ✭q✉✐
❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ C(F (E), X) = C(∅, X) ♥✬❛ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Ens(E, π0(X)) ❡♥ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①✳ F ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ π0✳✭
✷✮

■■✳

✭❛✮ ❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ X✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♦✉✈❡rts Ui ❡t Uj ❞✉ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t U t❡❧s q✉❡

x ∈ Ui ❡t y ∈ Uj ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs k t❡❧ q✉❡ Ui ∪ Uj ⊂ Uk✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ x ∈ Uk ❡t y ∈ Uk✳

❈♦♠♠❡ Uk ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ Uk✱ ❞♦♥❝ ❞❡ X✱ r❡❧✐❛♥t x à y✳ X ❡st

❞♦♥❝ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳

✭❜✮ ❙♦✐t γ : [0, 1] → X ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ X ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ∗ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ X✳ ❈♦♠♠❡ [0, 1] ❡st ❝♦♠♣❛❝t

❡t X sé♣❛ré✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ γ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ X✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ U1, . . . , Un

❞❡ U t❡❧❧❡ q✉❡ ■♠(γ) ⊂ U1 ∪ · · · ∪Un✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ k t❡❧ q✉❡

U1 ∪ · · · ∪ Un ⊂ Uk✳ ❈♦♠♠❡ Uk ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ γ ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ ❞❛♥s Uk✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s

X✱ ❛✉ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t X ❡st ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳

■■■✳

✭❛✮ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ U ✱ ϕ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0 ❡t ❡st ❞♦♥❝ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C∗ ✭❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✮✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ψ : C∗ → U ❡♥ ♣♦s❛♥t ψ(x) = (x/2,−x/2)✳ ❈♦♠♠❡ x 6= 0✱ ♦♥ ❛ x/2 6= −x/2 ❡t ψ ❡st

à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s U ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ϕ(ψ(x)) = (x/2)− (−x/2) = x✱ ❡t ψ(ϕ(x, y)) = (
x− y

2
,
y − x

2
)✳

P♦s♦♥s h(t, (x, y)) = ((1− t)x+ t
x− y

2
, (1− t)y + t

y − x

2
)✳ ❙✐ ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❞❛♥s U ✱ ♦♥

❛✉r❛✐t (1 − t)x + t
x− y

2
= (1 − t)y + t

y − x

2
✱ ❞✬♦ù ♦♥ t✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t x = y✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡

♣❡✉t ♣❛s✳ h ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ✭❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❞❡ [0, 1] × U ✈❡rs U ✳ ❖r h(0, (x, y)) = (x, y) ❡t

h(1, (x, y)) = ψ(ϕ(x, y))✳ ϕ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ❈♦♠♠❡ C
∗ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r

❛r❝s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ U ✳

✭❜✮ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ (X − x)(X − y) ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X2 + aX + b✳ ■❧ ② ❛ ❥✉st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡

a2 6= 4b✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡✳ ❖r ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉❡ s❡s

r❛❝✐♥❡s s♦♥t x ❡t y q✉✐ s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✳

✭❝✮ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ a2 = 4b ❡st ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s C2✱ P [X] ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ C2✳ ■❧ ❡♥

❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ U ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✈✉❡s ❡♥ ▲✸✳ ❉❡

(X − x)(X − y) = X2 + aX + b✱ ♦♥ t✐r❡ a = −x − y ❡t b = xy✳ π ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐

❡♥✈♦✐❡ (x, y) s✉r (−x− y, xy)✳ ❙❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❡st
(

−1 −1
y x

)

✷✳ ❆✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❙✐ π0 ❛✈❛✐t ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡✱ ✐❧ ♣rés❡r✈❡r❛✐t ❧❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ✭✉♥ é❣❛❧✐s❡✉r ❞❡ f ❡t g ❡st
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s f ❡t g✮✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s
X ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → X ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ ❆❧♦rs
❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❞❡ 1X ❡t f ❛ ✉♥ π0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ré❞✉✐t à ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❡t ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❞❡s ✢è❝❤❡s 1π0(X) ❡t π0(f) ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ π0(X) ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳

✹



❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st y − x✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ✈❛✉t ❥❛♠❛✐s 0 ♣♦✉r (x, y) ∈ U ✳ ❈♦♠♠❡ π ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡

C∞✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ π ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✳

✭❞✮ ❚♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ X2+aX+b ∈ P [X] ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛♥té❝é❞❡♥ts x ❡t y ♣❛r π✱ à s❛✈♦✐r s❡s

❞❡✉① r❛❝✐♥❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❈♦♠♠❡ π ❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

♦✉✈❡rt Vx ❞❡ x ❡t ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt Vy ❞❡ y✱ t❡❧s q✉❡ π s♦✐t ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Vx s✉r

π(Vx) ❡t ❞❡ Vy s✉r π(Vy) ❡t q✉❡ π(Vx) ❡t π(Vy) s♦✐❡♥t ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ X2 + aX + b✳
◗✉✐tt❡ à ré❞✉✐r❡ Vx ❡t Vy ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ π(Vx) = π(Vy)✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ π(Vx)
❛②❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛♥té❝é❞❡♥ts ♣❛r π✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s Vx ❡t ❞❛♥s Vy✳ π ❡st

❞♦♥❝ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ à ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ π(Vx) ❞❡ X
2+aX+b✳ ❈♦♠♠❡

❝❡❝✐ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à P [X]✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ π ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t à

❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ❝❛r U ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳

✭❡✮ ❙✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ss♦❝✐❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s s❡s r❛❝✐♥❡s à t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥♦♥

❝♦♥st❛♥t✱ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à P [X] s❡r❛✐t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t π✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t r❡✈ê✲

t❡♠❡♥t à ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭❝❛r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ 2 ❡st ❞✐st✐♥❣✉é✮✱ ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t

s❡r❛✐t tr✐✈✐❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳

■❱✳

✭❛✮ ❖♥ ❛ π1(S
1, ∗) ≃ Z✱ π1(S

2, ∗) = 0✱ π1(RP
1, ∗) ≃ Z ✭❝❛r RP

1 ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S
1✮✱ ❡t

π1(RP
2, ∗) ≃ Z/2Z✳ ❈❡s ❡s♣❛❝❡s ét❛♥t ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s✱ ❡t ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ét❛♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱

❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞✉ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞✐st✐♥❝ts

s♦♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ✭t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♠ê♠❡

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣❡✉t ✐❣♥♦r❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡

❜❛s❡✳

✭❜✮ ❖♥ ❛ ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

S
2

f
//

π

��

S
1

��

RP
2

f

//
RP

1

❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s S2✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡

❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s ❢❛✐s❛♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✐♥té❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t

❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r π1 ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ f
∗
❡st ♥✉❧ ❝❛r ✐❧

♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ Z/2Z ✈❡rs Z✳

✭❝✮ f ◦ π ◦ γ ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ✭❡♥ f(π(N))✱ ♦ù N ❡st ❧❡ ♣ô❧❡ ♥♦r❞ ❞❡ S
2✮ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

π : S2 → RP
2 ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣ô❧❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❙✐ ❝❡ ❧❛❝❡t ét❛✐t ❤♦♠♦t♦♣❡

❛✉ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t✱ s♦♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦✐♥t f(N) ❛❜♦✉t✐r❛✐t à f(N)✳ ❖r f ◦ γ ❡st ❝❡

r❡❧è✈❡♠❡♥t✱ ❡t ✐❧ ❛❜♦✉t✐t à f(−N) = −f(N) 6= f(N)✳

✭❞✮ ❈♦♠♠❡ π(N) = π(−N)✱ π ◦ γ ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ RP
2✳ ❈♦♠♠❡ f

∗
: π1(RP

2) → π1(RP
1) ❡st

✺



♥✉❧✱ ❡t ❝♦♠♠❡ f ◦π ◦ γ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❧❛❝❡t π ◦ γ ♣❛r f ✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❤♦♠♦t♦♣❡ ❛✉ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t✱

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ✭❝✮✳

✭❡✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ g(x) 6= g(−x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S
2✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : S2 → S

1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f(x) =
g(x)− g(−x)

‖g(x)− g(−x)‖

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬é❣❛❧✐té f(−x) = −f(x)✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s

❡①✐st❡r ❞✬❛♣rès ✭❞✮✳

◦ ◦©◦ ◦

✻



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✶✷ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ é♠❡r❣❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✭✐♥t✉✐t✐✈❡✮ ❞❡ ✓ ❜♦r❞ ✔✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts

❞❡ ♥❛t✉r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬♦♥

❝❤❡r❝❤❡ à ❢❛✐r❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❧✐❡♥ ♣ré❝✐s q✉❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥❡ s❡r❛ ét❛❜❧✐

q✉❡ ♣❧✉s t❛r❞✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞✬✐♠✐t❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡

❧❡ ❜♦r❞✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r

❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s s✉r ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳

✶ ▲❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳

❚♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❛ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ✓ ❜♦r❞ ✔✱ ❧❡ ✓ ❜♦r❞ ❞❡ ♠❡r ✔✱ ✓ êtr❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉

♣ré❝✐♣✐❝❡ ✔✱ ❡t❝✳ ✳ ✳ ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ q✉✬❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❡ ✓ ❜♦r❞ ✔ ❞❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❄ ❱♦②♦♥s q✉❡❧q✉❡s

❡①❡♠♣❧❡s✳

❯♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r ✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮ ♣❡✉t êtr❡ q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ✓ s✉r❢❛❝❡ ✔✳ P❛r ✓ s✉r❢❛❝❡ ✔✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞

❡♥ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r ❡st ✓ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✔✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

s✉✣s❡♥t ♣♦✉r r❡♣ér❡r ✉♥ ♣♦✐♥t s✉r ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉✣s❡♥t

♣♦✉r r❡♣ér❡r ✉♥ ♣♦✐♥t s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ❧❛t✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ t❡rr❡✳ ❊♥tr❡

❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r ❡t ❧❛ s♣❤èr❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r ❛ ✉♥

❜♦r❞✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❜♦r❞✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t

✈✐rt✉❡❧❧❡✮ q✉✐ ❞é❧✐♠✐t❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r✱ ❛❧♦rs q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♥❡ ❞é❧✐♠✐t❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ❙✐ ✈♦✉s

❞é♣❧❛❝❡r ✉♥ ❝r❛②♦♥ s✉r ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r✱ ❞✐s♦♥s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡✱ ✈♦✉s ❛❧❧❡③ ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❜♦r❞✳

❙✐ ✈♦✉s ✈♦✉s ❞é♣❧❛❝❡③ s✉r ❧❛ t❡rr❡✱ ♠ê♠❡ ✓ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ✔✱ ✈♦✉s ♥✬❛tt❡✐♥❞r❡③ ❥❛♠❛✐s ❧❡ ❜♦r❞

✭❧❡ ✓ ❜♦✉t ❞✉ ♠♦♥❞❡ ✔✮✱ ♠❛✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈♦✉s r❡✈✐❡♥❞r❡③ à ✈♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦❜❥❡t✳ ■❧ ❢❛✉t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡

ré❣✉❧❛r✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❜♦r❞✳ ◆♦✉s ♥✬❡ss❛✐❡r♦♥s ♣❛s ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s s✉r ❝❡

♣♦✐♥t ❞❛♥s ❝❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ❡st ❧✐é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❡t s♦♥
❜♦r❞ ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ✈♦✉s ❣♦♥✢❡③ ✉♥ ❜❛❧❧♦♥ ❛✈❡❝

❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡✱ ✈♦✉s ♦❜t❡♥❡③ ✉♥ ✓ ✈♦❧✉♠❡ ✔ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✱ ❡t ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ❜❛❧❧♦♥



❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ ❡t s♦♥ ❜♦r❞✱ ❧❡ ❜❛❧❧♦♥✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♣❤èr❡✱

❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ à ❛✐r✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥

✓ t♦r❡ ✔ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ à ❛✐r ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❡t s♦♥ ❜♦r❞✱ ❧❛

❝❤❛♠❜r❡ à ❛✐r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛✣r♠❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r✱ ❧❡ ❜❛❧❧♦♥ ❡t ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ à ❛✐r s♦♥t ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♠✐♥❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡

✐❞é❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s q✉❛❧✐✜❡r ❞❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❯♥ ❞✐sq✉❡✱ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡

❞❡ ♣❛♣✐❡r✱ ♠❛✐s ✓ r♦♥❞ ✔✱ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ▲❡ ❝❡r❝❧❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡

♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❜♦r❞✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✭s❡s ❞❡✉①

❡①tré♠✐tés✮✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ♥✬❛ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦r❞✳

❖♥ ❛✉r❛ r❡♠❛rq✉é ❜✐❡♥ sûr q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ 2 ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ 1 ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ 2✱ 0 ✭❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✮ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞✉ ❜♦r❞ q✉❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ 1✳

❖♥ ❛✉r❛ ❛✉ss✐ s❛♥s ❞♦✉t❡ r❡♠❛rq✉é q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ♥✬❛

♣❛s ❞❡ ❜♦r❞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❞✐sq✉❡ ❡st ✉♥ ❝❡r❝❧❡ q✉✐ ♥✬❛ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦r❞ ❡t ❧❡

❜♦r❞ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❡♠♣r✐s♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ ❜❛❧❧♦♥ ❡st ✉♥❡ s♣❤èr❡ ✭❧❡ ❜❛❧❧♦♥✮ q✉✐ ♥✬❛ ❡❧❧❡✲

♠ê♠❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦r❞✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❜♦r❞ s♦✐t t♦✉❥♦✉rs ✈✐❞❡✱ ❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡

❞✉ ❜♦r❞✳ ❈✬❡st ❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à t♦✉t❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳

▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❞✐sq✉❡ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts

❞✉ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à 0 ❡st ❛✉ ♣❧✉s 1✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❡r❛ D✱ ❡t ❢❛✐s♦♥s s♦♥ ♣r♦❞✉✐t

❝❛rtés✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I = [0, 1] ❞❡s ré❡❧s ❝♦♠♣r✐s✱ ❛✉ s❡♥s

❧❛r❣❡✱ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ✓ ❝②❧✐♥❞r❡ ✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✓ ❜♦ît❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡s ✔ ✭♣❧❡✐♥❡✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✮✳ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❝❡ ❝②❧✐♥❞r❡ ❄ ■❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉①

♣❛rt✐❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ ✓ t♦✉r ✔ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ✭❧à ♦ù ♦♥ ❝♦❧❧❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t

❧❡ ❝♦✉✈❡r❝❧❡✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡✉① ❞✐sq✉❡s✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞✐sq✉❡ D ❡st ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s

♣♦✐♥ts ❞♦♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à 0 ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t 1✳ ◆♦t♦♥s ❧❡ ∂(D) ✭❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❡ ❧✐t ✓ ❜♦r❞ ❞❡

D ✔✮✳ ▲❡ t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ∂(D)× I✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❜♦r❞ ∂(I)
❞✉ s❡❣♠❡♥t I ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts 0 ❡t 1✱ ❡t ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t

❧❡ ❝♦✉✈❡r❝❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❜♦ît❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡s ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ D ❡t ∂(I)✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡

❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s✐❣♥❡ +✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

∂(D × I) = ∂(D)× I +D × ∂(I)

❈❡❧❛ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ ❛✉ ❧②❝é❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉①

❢♦♥❝t✐♦♥s ✿ (uv)′ = u′v + uv′✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s

t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❛❧❣é❜r✐st❡s ❧✬❛♣♣❡❧❧❡♥t s♦✉✈❡♥t ❧❛ ✓ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✔✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥s❛❝ré❡ q✉❡ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ❡♠♣❧♦②❡r ❞❛♥s ❝❡ t❡①t❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ ❜♦r❞✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✐♠✐♥✉❡

❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ 1✱ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ 1✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛✉tr❡

♣♦✐♥t ❞❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❜♦r❞✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❜♦r❞ ❡st t♦✉❥♦✉rs

✈✐❞❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✐t t♦✉❥♦✉rs ♥✉❧❧❡✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❡♥

s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ✈♦✉s ❛②❡③ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ q✉✐ s♦♥t

❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛♣♣❛r❡♥tés à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ✈♦✉s s❛✈❡③ s❛♥s ❞♦✉t❡ q✉❡ rot(grad(f)) = 0
❡t div(rot(X)) = 0✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦r❞s ✭♠♦❞✉❧♦

✷



❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R3 ❛✈❡❝ s♦♥ ❞✉❛❧ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ q✉✐

s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ✓ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❞❡ ❘❤❛♠ ✔✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❡♥ ✜♥✐r ❛✈❡❝ ❝❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✐♥t✉✐t✐❢s✱ ✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥❝❡r✲

♥❛♥t ❝❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❜♦r❞✳ ❈✬❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♥t✐✲

♠❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ♠ê♠❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

n ❡st ✓ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ Rn ✔✳ ❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ t❡❧ ♦❜❥❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ré♣ér❡r ❧❡s

♣♦✐♥ts ✈♦✐s✐♥s ♣❛r n ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬♦❜❥❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à Rn ✭♦✉ à ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞❛♥s Rn✮✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧✬♦❜❥❡t ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦r✐❡♥t❡r t♦✉t

❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ E ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❙❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s tr♦♣ ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ t♦✉t

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ f : E → E ✭❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✮ ❛ ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t q✉✐ ❡st ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳

❈❡ ré❡❧ ❡st ❞♦♥❝ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡

f ♣rés❡r✈❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ E✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s q✉✬✐❧ ❧❛ r❡♥✈❡rs❡✳ ❈❡❝✐ ❧❛✐ss❡ ❡♥t❡♥❞r❡ q✉❡

E ❛ ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✓ ♦♣♣♦sé❡s ✔✳ ❆✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ E✳ ❉❡✉① ❜❛s❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t

❧❛ ♠ê♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ E s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦s✐t✐❢✳

❯♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ E ❡st ❞♦♥❝ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ E✳ ❊♥ ❛❧❣è❜r❡

❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s✐❣♥❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡

s✐ X ❡t Y s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ♦r✐❡♥tés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s p ❡t q✱ ❛❧♦rs X × Y ❡t Y × X
s♦♥t ♦r✐❡♥tés✱ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, y) 7→ (y, x) ❞❡ X × Y ✈❡rs Y ×X r❡s♣❡❝t❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❛✉❢

s✐ p ❡t q s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ✐♠♣❛✐rs✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r

(−1)pq✳ ◆♦t❡r q✉❡ (−1)pq ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à p + q é❧é♠❡♥ts✱

q✉✐ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❡s p ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞❡rr✐èr❡ ❧❡s q ❞❡r♥✐❡rs✳ ❈✬❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

✭❛✈❡❝ ❞❡s 0 ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ✈✐❞❡s✮ ✿





















1
✳ ✳ ✳

1

1
✳ ✳ ✳

1





















❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❜❧♦❝ ✭✐❞❡♥t✐té✮ ❡♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ p × p ❡t ❧❡ ❜❧♦❝ ✭✐❞❡♥t✐té✮ ❡♥

❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ q × q✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(e1, . . . , ep, ep+1, . . . , ep+q) ❡t (ep+1, . . . , ep+q, e1, . . . , ep)✳ ❊♥ ❛❧❣è❜r❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✲

✈❡r❛ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛rt♦✉t✱ ❡t ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐❡♥ s✬❡♥ s♦rt✐r s❛♥s ❛✈♦✐r à s❡ ❜❛ttr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐❣♥❡s

❝♦♥s✐st❡ à ❛❞♦♣t❡r ❧❛

☞ ✶ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ✭❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❑♦s③✉❧✮ ❙✐ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❧❛ ❢♦r♠❡

E = F ✱ ❡t s✐ E ❡t F s♦♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s

x1, . . . , xn✱✭
✶✮ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ F ❞♦✐t êtr❡ ♣ré❝é❞é ❞✉ s✐❣♥❡ q✉✐ ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠✉✲

t❛t✐♦♥ q✉✬♦♥t s✉❜✐ ❞❛♥s ❝❡ t❡r♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞❡❣rés ✐♠♣❛✐rs ❞❡ E ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ E ♥❡

❝♦♠♣♦rt❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ t❡r♠❡✮✳

✶✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ✉♥ ❞❡❣ré✳

✸



P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦s❡r❛ (f ⊗ g)(x⊗ y) = (−1)|x||g|f(x)⊗ g(y) ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧

❞❡ ❞❡✉① ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s f ❡t g s✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s x ❡t y✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡

q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♦♥t été ♣❡r♠✉té❡s ❞✬✉♥ ❝ôté à ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦♥t x ❡t g✳ ❖r
(−1)|x||g| ✈❛✉t −1 ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❛♥❞ x ❡t g s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡ ❞❡❣rés ✐♠♣❛✐rs✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❝❡❝✐ ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s

❝❛❧❝✉❧s✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ r❡s♣❡❝té❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés q✉✐ s♦♥t ✈r❛✐❡s ♠♦❞✉❧♦ 2 ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s✐❣♥❡s✮ s♦♥t ✈r❛✐❡s✳✭ ✷✮

❊♥ rés✉♠é✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✓ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ✔✳

❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rré ♥✉❧ ✭∂ ◦ ∂ = 0✮✳

✷ ▼♦❞✉❧❡s s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Λ ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s + ✭❛❞❞✐t✐♦♥✮ ❡t × ✭♠✉❧✲

t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ❡t ❞♦♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✮ s♦♥t ♥♦tés 0 ❡t 1✱ ❧❡ t♦✉t

❛②❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ à Λ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✭ ✸✮

❞✬é❧❡♠❡♥t ♥❡✉tr❡ 0✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ à Λ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ 1✱
❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ s✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✳

❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❞✬❛♥♥❡❛✉① s♦♥t ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s Z✱ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① q✉♦t✐❡♥ts

Z/nZ ✭q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ Z/n✮✱ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭à ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ♦✉ ❞❡

♠❛tr✐❝❡s ✭❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥

❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡s ❝♦r♣s s♦♥t ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ X ✈❡rs R ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✳ ■❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣r❡♥❡③ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❡t r❡♠♣❧❛❝❡③ ♣❛rt♦✉t ❧❡ ♠♦t

✓ ❝♦r♣s ✔ ♣❛r ❧❡ ♠♦t ✓ ❛♥♥❡❛✉ ✔✳ ❱♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r❡③ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✓ ♠♦❞✉❧❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✔✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡M s✉r Λ ✭♦♥ ❞✐r❛ q✉❡M ❡st ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✓ ✈❡❝t❡✉rs ✔✱

❛❧♦rs q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ Λ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✓ s❝❛❧❛✐r❡s ✔✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡M ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢

✭❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮✱ ❡t ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✓ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ✔ (λ, x) 7→ λx ❞❡ Λ×M ✈❡rsM ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

♦ù Λ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧❡ ❝ôté ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❖♥

❞✐st✐♥❣✉❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ✓ à ❣❛✉❝❤❡ ✔✱ ❞♦♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❡♥✈♦✐❡ Λ ×M ❞❛♥s

M ❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ✓ à ❞r♦✐t❡ ✔✱ ❞♦♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❡♥✈♦✐❡ M × Λ ❞❛♥s M ✳ ❙✐ M ❛

✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛♥♥❡❛✉✮✱ ❡t s✐ ❧❡s

❣r♦✉♣❡s ❛❞❞✐t✐❢s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st ✉♥ ✓ ❜✐♠♦❞✉❧❡ ✔✳

❯♥ ✓ ✐❞é❛❧ à ❣❛✉❝❤❡ ✔ I ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ Λ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ Λ q✉✐ ❛❜s♦r❜❡ ❧❡s

é❧é♠❡♥ts ❞❡ Λ ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ λ ∈ Λ ❡t x ∈ I✱ ♦♥ ❛ λx ∈ I✳ ◆♦t❡r
q✉✬✉♥ ✐❞é❛❧ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Λ ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✉r Λ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✐❞é❛✉①

à ❞r♦✐t❡✳ ❙✐ I ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ✐❞é❛❧ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥ ✐❞é❛❧ à ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ✐❞é❛❧

✷✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s à ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❧❡ st❛t✉t ❞❡ t❤é♦rè♠❡✳ ❈✬❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳

✸✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✐❝✐ ✐♥✉t✐❧❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡s ❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés✳

✹



✓ ❜✐❧❛tèr❡ ✔✳ ❈❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❞✬é✈❛♥♦✉✐ss❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t s✐ Λ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❯♥ ✐❞é❛❧ I ❞✬✉♥

❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡st ❞✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✬✐❧ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉✳

❯♥ ❛♥♥❡❛✉ Λ ❡st ❞✐t ✓ ✐♥tè❣r❡ ✔✱ s✐ t♦✉t ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ Λ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ✜♥✐ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (ei)i∈I ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜♥✐❡✮ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ M ✓ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✔ M
s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ J ❞❡ I ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts αj ✭j ∈ J✮ ❞❡

Λ ✭✐✳❡✳ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✮✱ t❡❧s q✉❡ x =
∑

j∈J

αjej ✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ x ❡st ✓ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s

(ei)i∈I ✔✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✜♥✐ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (ei)i∈I ❡st ❞✐t❡ ✓ ❧✐❜r❡ ✔ s✐ ♣♦✉r t♦✉t

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ J ❞❡ I ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 0 =
∑

j∈J

αjej ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J ✱ ♦♥

❛ αj = 0✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (ei)i∈I ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ M q✉✐ ❡st ❧✐❜r❡ ❡t q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ M ✭♦♥ ❞✐t ❛✉ss✐

q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✓ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✔✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ✓ ❜❛s❡ ❞❡ M ✔✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❜❛s❡✱ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❡✉t ♥❡

♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ ❜❛s❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ Z/2 ❝♦♠♠❡ Z✲♠♦❞✉❧❡✳ ❈♦♠♠❡ Z/2 ♥✬❡st

♣❛s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ré❞✉✐t à 0✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Z/2 ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs

êtr❡ q✉❡ 1 ∈ Z/2✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛ 2 × 1 = 0 ✭♦ù 2 ∈ Z ❡t 1 ∈ Z/2✮✳ ❙✐ (1) ét❛✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐❜r❡✱

❝❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡r❛✐t q✉❡ 2 = 0 ❞❛♥s Z✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ✈r❛✐✳ Z/2 ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❜❛s❡

❝♦♠♠❡ Z✲♠♦❞✉❧❡ ✭♠❛✐s ✐❧ ❡♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr ✉♥❡ ❝♦♠♠❡ Z/2✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st

❝❡❧✉✐ ❞❡ Q ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡✳ ❙✐ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛✈❛✐t ✉♥❡ ❜❛s❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✉♥ ❞❡s

✈❡❝t❡✉rs e0 ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡t é❝r✐r❡
e0
2

=
n
∑

i=0

λiei ❛✈❡❝ λi ∈ Z ❡t ♦ù ❧❡s ei s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛

❜❛s❡✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs (2λ0 − 1)e0 + · · ·+2λnen = 0 ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t t♦✉s ❡♥t✐❡rs✮ q✉❡ 2λ0 − 1 = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s Z✳

☞ ✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ M s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ Λ ❡st ❞✐t ✓ ❧✐❜r❡ ✔✱ s✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡

❜❛s❡✳

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : M → N ❡♥tr❡ ❞❡✉① Λ✲♠♦❞✉❧❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡st ❞✐t❡ ✓ ❧✐♥é❛✐r❡ ✔ ✭♦✉ ✓ Λ✲
❧✐♥é❛✐r❡ ✔✮ s✐

f(x+ λy) = f(x) + λf(y)

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ Λ ❡t t♦✉s x, y ∈ M ✳ ❖♥ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ Λ✲Mod ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s à

❣❛✉❝❤❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s Λ✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ M × N ❞❡ ❞❡✉① Λ✲♠♦❞✉❧❡s ❡st ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s (x, y) +
(x′, y′) = (x+x′, y+y′) ❡t λ(x, y) = (λx, λy)✳ ▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s (x, y) 7→ x ❡t (x, y) 7→ y
❡♥ ❢♦♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Λ✲Mod✱ ❡t ❧❡s ✢è❝❤❡s x 7→ (x, 0) ❡t y 7→ (0, y) ❡♥ ❢♦♥t ✉♥❡

s♦♠♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ M ×N ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ M ❡t N ✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

M ⊕N ❡t ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ✓ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ✔ ❞❡ M ❡t N ✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ♥❡ s❛✉r❛✐t êtr❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ s✉r ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r X 7→ X ⊕ N
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞✬❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧✬❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r

✺



Y 7→ Hom(N,Y )✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐r❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧✬❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❢♦♥❝t❡✉r✳

✸ ❙✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s✳

☞ ✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞✉❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✮ s✉r

✉♥ ❛♥♥❡❛✉ Λ ✿

. . .
fn+2 // Mn+1

fn+1 // Mn
fn // Mn−1

fn−1 // . . .

✭♦ù n ∈ Z✮ ❡st ❞✐t❡ ✓ ❡①❛❝t❡ ❡♥Mn ✔ s✐ ■♠(fn+1) = ❑❡r(fn)✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ✓ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✔

s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❡①❛❝t❡ ❡♥ Mn ♣♦✉r t♦✉t n ∈ Z✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

0 // M // N // P // 0

✭♦ù ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♥♦♥ r❡♣rés❡♥tés s♦♥t t♦✉s ♥✉❧s✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ✓ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ✔✳

☞ ✹ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥

♠♦❞✉❧❡ M ❡t ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ N ❞❡ M ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // N
i // M

p // M

N
// 0

♦ù i ❡st ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ N ❞❛♥s M ❡t p ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ M s✉r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
M

N
✳ ▲✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❡♥ N s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ♥✉❧❧❡ 0 → N ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 0 ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉

❞❡ i✳ ❈✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ i ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ▲✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❡♥ M s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ i✱ q✉✐

❡st N ✱ ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ p✳ ❊♥✜♥ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❡♥
M

N
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ p ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛

✢è❝❤❡ ♥✉❧❧❡
M

N
→ 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

M

N
✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t q✉❡ p ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s ❝♦✉rt❡s ✭❞❡ Z✲♠♦❞✉❧❡s✮

0 // Z/2 // Z/4 // Z/2 // 0

x � // 2x
x � // x

0 // Z/2 // Z/2× Z/2 // Z/2 // 0

x � // (x, 0)

(x, y) � // y

q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥é✱ ♥❡

s❡r❛✐t✲❝❡ q✉✬à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡s ❝✐♥q✮ ❙♦✐t ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s

M1

f1
��

α1 // M2

f2
��

α2 // M3

f3
��

α3 // M4

f4
��

α4 // M5

f5
��

N1
β1

// N2
β2

// N3
β3

// N4
β4

// N5

✻



❞♦♥t ❧❡s ❝❛rrés s♦♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✱ ❡t ♦ù f1✱ f2✱ f4 ❡t f5 s♦♥t ❞❡s

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❆❧♦rs f3 ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❡♠♣❧♦②❡r ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❤❛s✐♥❣ ✔✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ ✓ ❝❤❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✔✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ f3 ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ ❞é❝❧❛r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t

y3 ∈ N3 ❡t ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞✉❧❡s✱ ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t x3 ∈M3 t❡❧ q✉❡ f3(x3) = y3✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r

♠♦♥tr❡r q✉❡ f3 ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ ❞é❝❧❛r❡ ✉♥ x3 ∈ M3 t❡❧ q✉❡ f3(x3) = 0 ❡t ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡

❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t x1 ∈ M1 t❡❧ q✉❡ α2(α1(x1)) = x3✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡

q✉❡ x3 = 0 ♣❛r ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡♥ M2✳

❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ♠✐❡✉① ✐❧❧✉stré ♣❛r ❞❡✉① ♣❡t✐t❡s ✓ ❜❛♥❞❡s ❞❡ss✐♥é❡s ✔ q✉✬♦♥ tr♦✉✲

✈❡r❛ ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉❡ ♣❛r ✉♥ t❡①t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r❛ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧❡s

é❧é♠❡♥ts r❡♣rés❡♥tés ♣❡✉✈❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts✳

❙✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ f3 ✿

765401231 765401236

y3 � // y4 y3 − y′3
� // 0

765401232 x4_
≃

��

765401237

y3 � // y4 y2 � // y3 − y′3
� // 0

765401233 x4_

��

� // x5_
≃

��

765401238 x2

≃
��

� // x′′3_

��
y3 � // y4 � // 0 y2 � // y3 − y′3

� // 0

765401234 x′3
� // x4_

��

� // 0 765401239 x′′3 + x′3_

��
y3 � // y4 y3 − y′3 + y′3

765401235 x′3_

��

� // x4_

��

7654012310 x′′3 + x′3_

��
y′3

� // y4 y3

✼



■♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ f3 ✿

765401231 x3_

��

� // x4_
≃

��

765401234 x1
� //

_

≃
��

x′2_

��
0

� // 0 y1 � // y2 � // 0

765401232 x2_

��

� // x3_

��

� // 0 765401235 x2 − x′2_

≃
��

y2 � // 0 0

765401233 x2_

��

� // x3_

��

_

��

765401236 x1
� // x′2 = x2

� // x3

y1 � // y2 � // 0

❏

☞ ✻ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ❝✐♥q ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

✭❝❡♥sé êtr❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✮

0 // Z/2 //

1
��

Z/4

��

// Z/2

1
��

// 0

0 // Z/2 // Z/2× Z/2 // Z/2 // 0

♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✭♣❛s ♣❧✉s q✉✬❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✢è❝❤❡ ❡①✐st❛✐t✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡

✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳ ✭▲❡♠♠❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✮ ❙♦✐t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s Λ✲❧✐♥é❛✐r❡s

Aα
wwoooooo α′

''OOOOOO

m

��
B C

Fj′

ggOOOOOO
j

77oooooo

n

��
D

k

OO

i

77oooooo

β ''OOOOOO E

k′

OO

i′

ggOOOOOO

β′wwoooooo

G

♦ù k ❡t k′ s♦♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❡t ♦ù ❑❡r(j) = ■♠(i) ❡t ❑❡r(j′) = ■♠(i′)✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡

nm = βk−1α+ β′k′
−1
α′✳

✽



☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✸✳ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡s ♥❡✉❢✮ ❙♦✐t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

0

��

0

��

0

��
0 // A1

��

// B1

��

// C1

��

// 0

0 // A2

��

// B2

��

// C2

��

// 0

0 // A3

��

// B3

��

// C3

��

// 0

0 0 0

❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❞❡✉① ❞❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡

❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡✳

✹ Pr♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳

❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ Λ✳ P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❜✐❧✐♥é❛✐r❡s f : M × N → P ❞❡ s♦✉r❝❡ M × N ✱ ✐❧ ② ❡♥ ❛ ✉♥❡ q✉✐ ❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s

q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ M ×N ❡st ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡s

❢❛ç♦♥ ❞❡ s❡ ❞é❜❛r❛ss❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡

❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ❝❤♦s❡s ❡st ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✬❛♣♣♦rt❡ ❧❛ ❜✐❧✐♥é❛r✐té

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❛ été tr❛♥s❢éré❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✈❡rs ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡s

q✉❡❧q✉❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ✐♥s✉✣s❛♥t❡s à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ✉s❛❣❡s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞✉

♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉s Λ✲♠♦❞✉❧❡s M ❡t N ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Λ✲❜✐❧✐♥é❛✐r❡ q✉✬♦♥

♥♦t❡

M ×N
⊗ // M ⊗N

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Λ✲❜✐❧✐♥é❛✐r❡ f : M × N → P ❞❡ s♦✉r❝❡ M × N ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Λ✲❧✐♥é❛✐r❡ ϕ :M ⊗N → P t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

M ×N

f ��;
;;

;;
;;

⊗ // M ⊗N

ϕ
����

��
��

�

P

s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ▲❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ M ⊗N ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡M ❡t N ✔✱ ❡t s✐ x ❡t y
s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ M ❡t N r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬é❧é♠❡♥t x⊗ y ❞❡ M ⊗N ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ♣r♦❞✉✐t

✾



t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ x ❡t y ✔✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x ⊗ y ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✓ t❡♥s❡✉r ✔✳ ❙✬✐❧ ❡st ❜❡s♦✐♥

❞❡ ❧❡ ♣ré❝✐s❡r✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ M ⊗N ♣❡✉t êtr❡ ♥♦té M ⊗Λ N ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t Λ✲♠♦❞✉❧❡ ét❛♥t

❛✉ss✐ ✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡ ✭❝❛r ❝✬❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ M ⊗ N ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s

êtr❡ ❛♠❜✐❣✉ë✳ ❖♥ ♥✬❤és✐t❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❛s à é❝r✐r❡ s♦✐t M ⊗Z N ✱ s♦✐t M ⊗Λ N ✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ f(x, y) ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ϕ(x⊗ y)✱ ♦ù ϕ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r f
❞✬êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ⊗ ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés ✿

a(x⊗ y) = (ax)⊗ y = x⊗ (ay)
(x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y
x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′

✭✶✮

♣♦✉r t♦✉s a ∈ Λ✱ x, x′ ∈ M ❡t y, y′ ∈ N ✱ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝♦♥st❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐s❛♥t

✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (P, f)✱ ♦ù P ❡st ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❡t

f : M × N → P ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ (P, f) ✈❡rs (Q, g) s♦♥t ❧❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ϕ : P → Q t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ ◦ f = g✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ M ×N
⊗ //M ⊗N ❡st ❥✉st❡

✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ✭s✬✐❧ ❡①✐st❡✮ ❡st ❞♦♥❝

❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣rès✳

☞ ✼ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t Λ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

t❡♥s♦r✐❡❧ M ⊗Λ N ❡①✐st❡✱ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ M ×N
⊗ //M ⊗Λ N ❡♥❣❡♥❞r❡ M ⊗Λ N ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t F ❧❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡M×N ✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ❞❡M×N
❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ F ✳ ❙♦✐t G ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ F ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✿

a(x, y)− (ax, y)
a(x, y)− (x, ay)
(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y)
(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′)

♣♦✉r t♦✉s a ∈ Λ✱ x, x′ ∈ M ❡t y, y′ ∈ N ✳ ❖♥ ♣♦s❡ M ⊗Λ N = F/G✱ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠♦❞✉❧♦ G
❞❡ (x, y) ❞❛♥s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t F/G s❡r❛ ♥♦té❡ x ⊗ y✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, y) 7→ x ⊗ y ❞❡

M×N ✈❡rsM⊗ΛN ✳ ■❧ ② ❛ ❥✉st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, y) 7→ x⊗y ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ G✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ G ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡

♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ F ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐✈✐s❡r F ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t f : M ×N → P ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ F ❡st ❧✐❜r❡ s✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡s (x, y) ✭✐♥❞é①é❡ ♣❛r M × N✮✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ψ : F → P t❡❧❧❡ q✉❡

ψ((x, y)) = f(x, y)✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ψ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ G s✉r 0✱ ❡t ψ ♣❛ss❡

❞♦♥❝ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ϕ : F/G = M ⊗Λ N → P ✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬♦♥ ❛

ϕ(x⊗ y) = f(x, y)✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ϕ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x⊗ y ❡♥❣❡♥❞r❡♥t

M ⊗Λ N ✳ ❏

▲❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x⊗y ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞♦♥❝ M ⊗ΛN ✱ ♠❛✐s ♥❡ ❢♦r♠❡♥t ♣❛s ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐❜r❡✱

♣✉✐sq✉❡ q✉✬✐❧s s♦♥t s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✮✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ M ⊗Λ N s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

✶✵



❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✜♥✐❡ ❞❡ t❡♥s❡✉rs✱ ♦✉ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s r❡❧❛t✐♦♥s

✭✶✮✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡♥s❡✉rs✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✳

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① Λ✲♠♦❞✉❧❡s M ❡t N ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

M // Hom(N,M ⊗N)

x � // (y 7→ x⊗ y)

❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡M ✈❡rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉rX 7→ Hom(N,X)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉rM 7→M⊗N
❡st ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❝♦♠♠✉t❡ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥

❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
(

⊕

i∈I

Mi

)

⊗N ≃

⊕

i∈I

(Mi ⊗N)

❈♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, y) 7→ y ⊗ x ❞❡ M × N ✈❡rs N ⊗M ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T =
(x ⊗ y 7→ y ⊗ x) ❞❡ M ⊗ N ✈❡rs N ⊗M ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❡t ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡

y ⊗ x 7→ x⊗ y✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣rès✳

❈♦♠♠❡ M 7→M ⊗N ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f :M →M ′ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ f ⊗ 1N :
M ⊗N →M ′

⊗N ✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ g : N → N ′✱ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ 1M ⊗ g :
M ⊗N → M ⊗N ′✳ ❊♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ❞❡✉①✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ f ⊗ g : M ⊗N → M ′

⊗N ′✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬♦♥ ❛ (f ⊗ g)(x⊗ y) = f(x)⊗ g(y)✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈M ❡t t♦✉t y ∈M ′✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✹✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s M ❡t N s♦♥t ❧✐❜r❡s✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❜❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s

(ei)i∈I ❡t (fj)j∈J ✱ ❛❧♦rs M ⊗Λ N ❡st ❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❜❛s❡ (ei ⊗ fj)(i,j)∈I×J ✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✺✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡s Z✲♠♦❞✉❧❡s Z/n ❡t Z/m ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

Z/d✱ ♦ù d ❡st ❧❡ PGCD ❞❡ n ❡t m✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Z/p⊗Z Z/q = 0 s✐ p ❡t q s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡

❡✉①✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✻✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡

(f ⊗ g) ◦ (h⊗ k) = (f ◦ h)⊗ (g ◦ k)

✭q✉❛♥❞ ❝❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s✮✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✼✳ ❉♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ f : M → N ❡t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡

P ✱ t❡❧s q✉❡ f ⊗ 1 :M ⊗Λ P → N ⊗Λ P ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

☞ ✽ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t

A
f // B

g // C // 0

✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❆❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ ✿

A⊗Λ M
f⊗1 // B ⊗Λ M

g⊗1 // C ⊗Λ M // 0

❡st ❡①❛❝t❡✳

✶✶



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡

A
f //B

g //C //0

éq✉✐✈❛✉t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡

A

f
))

0

55 B
g // C

❡st ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦é❣❛❧✐s❡✉r ✭❝♦❝ô♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ s✉r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ♣❛r❛❧✲

❧è❧❡s✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r A 7→ A⊗ΛM ❡st ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡✱ ✐❧ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦é❣❛❧✐s❡✉rs✱ ❝❡

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❏

✶✷



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✶✹ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

✶ ❆❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❣r❛❞✉é❡s✳

❯♥❡ ✓Λ✲❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✔ ❡st ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ A♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ µ : A⊗ΛA→ A
✭❛♣♣❡❧é❡ ✓ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✔✮✱ t❡❧❧❡ q✉❡ µ(µ⊗ 1) = µ(1⊗ µ) ✭❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✮ ✿

A⊗A⊗A

µ⊗1

��

1⊗µ
// A⊗A

µ

��

A⊗A µ
// A

▲✬❛❧❣è❜r❡ A ❡st ❞✐t❡ ✓ ✉♥✐t❛✐r❡ ✔✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ η : Λ → A t❡❧❧❡ q✉❡

µ(1⊗ η) = µ(η ⊗ 1) = 1✳

A
η⊗1

//

1
##FFFFFFFFF A⊗A

µ

��

A
1⊗µ

oo

1
{{xxxxxxxxx

A

✭♦ù ♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é Λ ⊗ A ❡t A ⊗ Λ à A✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ x ⊗ y ♣❛r µ s❡r❛ ♥♦té❡ xy ❡t ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡

✓ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ x ♣❛r y ✔✱ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ 1 ∈ Λ ♣❛r η s❡r❛ ♥♦té❡ 1✱ ❡t ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬✓ ✉♥✐té ✔ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡

A✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ (xy)z = x(yz) ✭♣♦✉r t♦✉s x✱ y ❡t z ❞❛♥s A✮✳

▲✬✉t✐❧✐té ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✭❡t s✉rt♦✉t s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r

❞✬é❧é♠❡♥ts✮ ❡st q✉✬❡♥ r❡♥✈❡rs❛♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡s ✢è❝❤❡s ♦♥ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡

✓ Λ✲❝♦❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✔✱✭ ✶✮ t♦✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Λ✲❛❧❣è❜r❡
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳

❯♥ ✓ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✔ ❞✬❛❧❣è❜r❡s f : A→ B ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f : A→ B q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s

♣r♦❞✉✐ts✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t t❡❧❧❡ q✉❡ fµ = µ(f ⊗ f)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ s✬é❝r✐r❡ f(xy) = f(x)f(y)✳
❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞♦✐t ❞❡ ♣❧✉s ✈ér✐✜❡r fη = η✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ f(1) = 1✳

P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✓ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✔ I✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✱ ❧✬❛✉tr❡

✶✳ ▲❛ ♠♦❞❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐r❡ ✓ ❝♦❣è❜r❡ ✔ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✓ ❝♦❛❧❣è❜r❡ ✔✳



♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✭❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ét❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ s✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✳

❯♥ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉ t②♣✐q✉❡ ❡st N✳ ❇✐❡♥ sûr✱ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❡st ✉♥ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s

✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛❞✉❛t✐♦♥s ❧❡s s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉① N✱ Z ❡t Z/2✳

❯♥❡ Λ✲❛❧❣è❜r❡ A ❡st ❞✐t❡ ✓ I✲❣r❛❞✉é❡ ✔ ✭s✉r ❧❡ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉ I✮✱ s✐ A ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ I✲❣r❛❞✉é

A =
⊕

i∈I

Ai ❡t s✐ µ(Ai ⊗ Aj) ⊂ Ai+j ✭♣♦✉r t♦✉s i ❡t j✮✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞✐t ❥✉st❡ q✉❡

❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❞❡❣rés ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s

✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✮✳ ❙✐ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧✬✉♥✐té s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré

0✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ I ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s✳

❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s I✲❣r❛❞✉é❡s f : A → B ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡

❞❡❣ré✱ ✐✳❡✳ t❡❧ q✉❡ f(Ai) ⊂ Bi✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Λ✲I✲Alg ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Λ✲❛❧❣è❜r❡s I✲❣r❛❞✉é❡s✳ ❖♥

❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ✓ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ✔ U : Λ✲I✲Alg → Λ✲I✲Mod ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ✈❡rs ❧❡s

♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦✉❜❧✐❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ U : Λ✲I✲Alg → Λ✲I✲Mod ❛ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡✱ q✉✐ s❡r❛

♥♦té T ✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ T (M) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬✓ ❛❧❣è❜r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ M ✔✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐tM =
⊕

i∈I

Mi ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ I✲❣r❛❞✉é✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡

❞❡ M ✈❡rs U ✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ M ⊗ · · · ⊗ M ❞❡ n ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❡ M ✭q✉✐ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐

I✲❣r❛❞✉é✮ s❡r❛ ♥♦té M⊗n✳ ❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ M⊗0 ❞♦✐t êtr❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞✉

♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à Λ✱ ❛✈❡❝ t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 0✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝

M⊗0 = (M⊗0)0 = Λ✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s

T (M) =
⊕

n∈N

M⊗n

❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ T (M) ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x1 ⊗ · · · ⊗ xn ✭❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ n
♣❡✉t ✈❛r✐❡r✮✱ ❡t ♦ù ❝❤❛q✉❡ xi ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡M ✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❧❡s xi ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡

t❡♥s❡✉r x1 ⊗ · · · ⊗ xn ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ T (M) ❞❡ ❞❡❣ré |x1|+ · · ·+ |xn|✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❝❡ t❡♥s❡✉r s❡r❛ ❞✐t ✓ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ✔✱ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ T (M) ♠♦♥tr❡ q✉❡ T (M) ❡st ✉♥
♠♦❞✉❧❡ N✲❣r❛❞✉é ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ T (M) ❡st ❞♦♥❝ ✓ ❜✐❣r❛❞✉é ✔✱ ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❣❛r❞❡

à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ : T (M)× T (M) → T (M) ❡♥ ♣♦s❛♥t

µ(x1 ⊗ · · · ⊗ xp, y1 ⊗ · · · ⊗ yq) = x1 ⊗ · · · ⊗ xp ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yq

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ µ ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❧❛ ♥♦t❡r❛ ❞és♦r♠❛✐s µ : T (M)⊗ T (M) →
T (M)✱ ❡t ♦♥ ❛

µ((x1 ⊗ · · · ⊗ xp)⊗ (y1 ⊗ · · · ⊗ yq)) = x1 ⊗ · · · ⊗ xp ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yq

µ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t✐❢✳ ❆✐♥s✐✱ T (M) ❡st ✉♥❡ Λ✲❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ I✲❣r❛❞✉é❡✳ ❙♦♥ ✉♥✐té ❡st

❧✬✉♥✐té ❞❡ M⊗0 = Λ✳ T (M) ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✭s❛✉❢ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s très ♣❛rt✐❝✉✲

❧✐❡rs✮✱ ♣✉✐sq✉❡ µ(x⊗ y)✱ q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ x⊗ y✱ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝t ❞❡ y ⊗ x✳

✷



❖♥ ❞é✜♥✐t η :M → U(T (M)) ❡♥ ♣♦s❛♥t η(x) = x✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ η ❡st ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

M⊗1 ✭q✉✐ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ àM✮ ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡
⊕

n∈N

M⊗n✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ I✲❣r❛❞✉é❡

❡t s♦✐t f :M → U(A) ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t f : T (M) → A ❡♥ ♣♦s❛♥t

f(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = f(x1) . . . f(xn)

✭❡t f(1) = 1✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ U(f) ◦ η = f ❡t q✉❡ f s♦✐t ✉♥

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ f(x1) . . . f(xn) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ xi✱
f ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❈✬❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✳ ❏

☞ ✷ ❊①❡♠♣❧❡✳ Pr❡♥♦♥s Λ = R✱ ❡t s♦✐t M ❧❡ R✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❣r❛❞✉é ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✮
❛②❛♥t ♣♦✉r ❜❛s❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ✈❡❝t❡✉r X✳ ❆❧♦rs T (M) ❡st ❥✉st❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡

♣♦❧②♥ô♠❡s R[X] ✭♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ x ❞❛♥s M ✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✐❧ s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡✮✱ ❧❡

❞❡❣ré ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ét❛♥t ✐❝✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s t❡♥s❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ X3 ❡st ❧❡

t❡♥s❡✉r X ⊗X ⊗X✳

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ (X,Y ) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡M ✱ T (M) ♥✬❡st ♣❛s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s R[X,Y ]✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣

♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥ô♠❡✱ ❧❡s ❧❡ttr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✉t❛❜❧❡s✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s XY ❡t Y X ✭q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t X ⊗ Y ❡t Y ⊗X✮ s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ I✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥

❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s ❞✉ ♠♦♥♦ï❞❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ I ✈❡rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ O(1) = {+1,−1}✳ ❈❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ s❡r❛ ♥♦té i 7→ (−1)i✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ (−1)i+j = (−1)i(−1)j ❡t (−1)0 = +1✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡s s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉① N✱ Z ❡t Z/2✱ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦té i 7→ (−1)i✳
❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Z/2✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳✭ ✷✮ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡♥s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡

✓ ♣❛✐r ✔ ❡t ❞✬✓ ✐♠♣❛✐r ✔✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ i ❡st ♣❛✐r s✐ (−1)i = +1 ❡t ✐♠♣❛✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ♦♥

❞✐r❛ q✉❡ M ❡st ✓ ❝♦♥❝❡♥tré ❡♥ ❞❡❣rés ♣❛✐rs ✭r❡s♣✳ ✐♠♣❛✐rs✮ ✔ s✐ Mi = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ✐♠♣❛✐r ✭r❡s♣✳

♣❛✐r✮✳

❙✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡✉① Λ✲❛❧❣è❜r❡s I✲❣r❛❞✉é❡s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ A⊗B ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡

str✉❝t✉r❡ ❞❡ Λ✲❛❧❣è❜r❡ I✲❣r❛❞✉é❡✳ ▲❛ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

(A⊗B)i =
⊕

j+k=i

Aj ⊗Bk

❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✭♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✮ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

(x⊗ y)(u⊗ v) = (−1)|y||u|xu⊗ yv

✭✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❑♦s③✉❧ ❞❛♥s ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✶✷ ♠❛rs✮✳

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ T : A⊗A→ A⊗A ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❞❡ ❞❡❣ré 0✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r T (x⊗ y) = (−1)|x||y|y⊗ x✱
♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ A⊗B ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

µ = (µ⊗ µ)(1⊗ T ⊗ 1)

✷✳ ❆❧♦rs q✉✬✐❧ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r Z/3✳

✸



▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ A⊗B ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ Λ✲❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ I✲❣r❛❞✉é❡✳✭ ✸✮

✷ ❆❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳

☞ ✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ Λ✲❛❧❣è❜r❡ ✭✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✮ I✲❣r❛❞✉é❡ A ❡st ❞✐t❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ s✐

µ : A⊗A→ A ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳

❉✐r❡ q✉❡ A ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❞✐r❡ q✉❡

µ(µ⊗ µ) = µ(µ⊗ µ)(1⊗ T ⊗ 1)

❊♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t à ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝ η ⊗ 1⊗ 1⊗ η✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t µ = µT ✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡❧❛ à ✉♥ t❡♥s❡✉r

✭❤♦♠♦❣è♥❡✮ x ⊗ y ❞❡ A ⊗ A✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t xy = (−1)|x||y|yx✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡

❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❛✈❡❝ ❥✉st❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❑♦s③✉❧✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❣r❛❞✉é❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬é❣❛❧✐té xy = (−1)|x||y|yx ♣♦✉r t♦✉s

é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s x ❡t y✱ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳✭ ✹✮

☞ ✹ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡s Λ✲❛❧❣è❜r❡s ✭❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ✉♥✐t❛✐r❡s✮ I✲❣r❛❞✉é❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

A
i1 // A⊗B B

i2oo

x � // x⊗ 1

1⊗ y y�oo

❡st ✉♥ ❝♦❝ô♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Λ✲❛❧❣è❜r❡s ✭❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ✉♥✐t❛✐r❡s✮ I✲❣r❛❞✉é❡s
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ i1 ❡t i2 s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ❙♦✐❡♥t

f : A → X ❡t g : B → X ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t [f, g] : A⊗B → X
❡♥ ♣♦s❛♥t [f, g](x⊗ y) = f(x)g(y)✱ ❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ [f, g] ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ f(x)g(y) ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ x ❡t y✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝✬❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ ♣✉✐sq✉❡

✭s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré 0✮

[f, g]((x⊗ y)(u⊗ v)) = (−1)|y||u|[f, g](xu⊗ yv)

= (−1)|y||u|f(xu)g(yv)

= (−1)|y||u|f(x)f(u)g(y)g(v)
= f(x)g(y)f(u)g(v)
= [f, g](x⊗ y)[f, g](u⊗ v)

✸✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① q✉✐ ♣r♦✉✈❡♥t q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s ✭♥♦♥ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✮ ❡st ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡✳

✹✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ♣♦rté❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳
❊❧❧❡ ✈❛✉t ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦rt❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s♦✐t ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ✿ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
q✉✐ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❈✬❡st ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❍✳ ❈❛rt❛♥ ❡♥ ✶✾✺✺ ❞✬✐tér❡r
❧❛ ❜❛r✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✲▼❛❝ ▲❛♥❡✳

✹



❖♥ ❛ [f, g](x⊗ 1) = f(x)✱ ✐✳❡✳ [f, g] ◦ i1 = f ✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ [f, g] ◦ i2 = g✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ [f, g]
❡st ❝❧❛✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s x⊗ y = (x⊗ 1)(1⊗ y) ❡♥❣❡♥❞r❡♥t A⊗B✳ ❏

❖♥ ❛✉r❛ ♥♦té ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r U : Λ✲I✲Alg → Λ✲I✲Mod ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞✬♦✉❜❧✐ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ s❡ r❡str❡✐♥t

❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ U ′ ❞❡ U : Λ✲I✲Alg → Λ✲I✲Mod à ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ✭♣❧❡✐♥❡✮ ❞❡s

❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s à ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é M ét❛♥t ❞♦♥♥é✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡

❞❡ M ✈❡rs U ′✳ ❙♦✐t T (M) ❧✬❛❧❣è❜r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ M ✱ ❡t s♦✐t η : M → U(T (M)) ❧❛ ✢è❝❤❡

✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭❧❡♠♠❡ ✶ ✭♣❛❣❡ ✷✮✮✳ ❙♦✐t I ❧✬✐❞é❛❧ ❜✐❧❛tèr❡ ❞❡ T (M) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s
t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x⊗ y − (−1)|x||y|y ⊗ x ✭♦ù x ❡t y s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✮✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ q✉♦t✐❡♥t C(M) = T (M)/I ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t η′ : M → U ′(C(M)) ❡♥

❝♦♠♣♦s❛♥t η ❛✈❡❝ ❧❛ ✭✢è❝❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ T (M) s✉r C(M)✳ ❙✐
f : M → U ′(X) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ M ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡

❣r❛❞✉é❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ϕ : T (M) → X t❡❧ q✉❡

U(ϕ) ◦ η = f ✱ ❡t I ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♣♦✉r

❞♦♥♥❡r ϕ′ : C(M) → X✱ q✉✐ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡q✉✐s❡s✳ ❏

▲✬❛❧❣è❜r❡ C(M) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬✓ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❣r❛❞✉é❡ ❧✐❜r❡ s✉r M ✔✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M
❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❡♥ ❞❡❣rés ♣❛✐rs✱ C(M) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬✓ ❛❧❣è❜r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡M ✔✱ ❡t ♥♦té❡ S∗(M)✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M ❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❡♥ ❞❡❣rés ✐♠♣❛✐rs✱ C(M) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬✓ ❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡

M ✔✱ ❡t ♥♦té❡

∗∧
(M)✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧✬✐❞é❛❧ I ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ét❛♥t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥ s❡♥s ❞❛♥s C(M)✱
q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❣r❛❞✉é❡ ❝♦♠♠❡ T (M)✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✹ ❡t ✺ r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s s✐ ♦♥ r❡str❡✐♥t ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡

♠♦❞✉❧❡s ❡t ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉és ❛✉① ♦❜❥❡ts ❝♦♥❝❡♥trés ❡♥ ❞❡❣rés ♣❛✐rs ✭r❡s♣✳ ✐♠♣❛✐rs✮✳

☞ ✻ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❙✐ (X1, . . . , Xn) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡M ❝♦♥❝❡♥tré ❡♥ ❞❡❣rés ♣❛✐rs✱ S∗(M)
♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮ ❡♥ X1, . . . , Xn à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Λ✳ ▲❡
❞❡❣ré ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧ ❡st ✐❝✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

✸ ❇♦♥✉s ✿ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ Λ ❡st ✐♥tè❣r❡ ❡t q✉❡ 2

❡st ❞✐st✐♥❝t ❞❡ 0 ❞❛♥s Λ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛❧❣è❜r❡

∗∧
(Λ)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡

❞❡ Λ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡t ❝♦♥❝❡♥tré ❞❛♥s ✉♥ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ i✳ ❖♥

❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t

0∧
(Λ) =

1∧
(Λ) = Λ✱ ❡t ♣♦✉r p ≥ 2✱ ♦♥ ❛

p∧
(Λ) = 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡

✺



p∧
(Λ) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ e ∧ · · · ∧ e ✭p ❢❛❝t❡✉rs✮✱ ♦ù e ❡st ❡♥

❢❛✐t 1 ∈ Λ✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ e ♣♦✉r é✈✐t❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡

∗∧
(Λ)✳

❖r✱ ❝♦♠♠❡ e ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✱ ♦♥ ❛ e ∧ e = −e ∧ e✳ ❈♦♠♠❡ Λ ❡st ✐♥tè❣r❡ ❡t 2 6= 0 ❞❛♥s Λ✱

♦♥ ✈♦✐t q✉❡ e ∧ e = 0✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ Λ s❡ rés✉♠❡ ❞♦♥❝ à

0∧
(Λ) ⊕

1∧
(Λ)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❞❡✉① ❣é♥❡r❛t❡✉rs✱ 1 ✭❧✬✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✮ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 0 ✭❡t ❞❡ ❞❡❣ré 0✮ ❡t

e ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ✭❡t ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r i✮✱ q✉✐ ❡st t❡❧ q✉❡ e ∧ e = 0✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡
∗∧
(Λ) ❡st ❛♣♣❡❧é❡

❧✬✓ ❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞❡❣ré ✭✐♠♣❛✐r✮ i ✔ ✭q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr e✮✳

❈♦♠♠❡ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

∗∧
♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s s♦♠♠❡s✳ ❖r✱

❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ✭✉♥✐t❛✐r❡s✮✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧

q✉✐ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡

∗∧
(Λn) ≃

∗∧
(Λ)⊗· · ·⊗

∗∧
(Λ) ✭n ❢❛❝t❡✉rs✮✱ ♣✉✐sq✉❡ Λn ❡st ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡ n ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é Λ✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ s✉r

✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ à n é❧é♠❡♥ts ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ n ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❡

❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r

❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ à n é❧é♠❡♥ts

❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ à 2n é❧é♠❡♥ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ (e1, . . . , en) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M ✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s

ei1 ∧ · · · ∧ eip ❛✈❡❝ 0 ≤ p ≤ n ❡t ei1 < · · · < eip ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡

∗∧
(M)✳ ❖♥ ✈♦✐t ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡

∗∧
(M) q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t Cpn ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♣❛rt✐❡s à p é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à n é❧é♠❡♥ts✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱

p∧
(M) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡

à ΛC
p
n ✳

▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡

n∧
(M) ♦ù M ❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ à n é❧é♠❡♥ts ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡

❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ à Cnn é❧é♠❡♥ts✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Λ✳ ❙✐ f : M → M ❡st ✉♥ ❡♥❞♦✲

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ M ✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s

∗∧
(f) :

∗∧
(M) →

∗∧
(M) ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

n∧
(f) :

n∧
(M) →

n∧
(M)✳ ❙♦✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ :

n∧
(M) → Λ✳ ❖♥ ❛ ✉♥

❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
∧n(M)

ϕ

��

∧n(f)
//
∧n(M)

ϕ

��

Λ
f

// Λ

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ f ❡st ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❙✐ ψ : Λ → Λ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❡

✻



❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

Λ

ψ

��

f
// Λ

ψ

��

Λ
f̃

// Λ

P♦s♦♥s u = ψ(1)✳ ❈♦♠♠❡ ψ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ t❡❧ q✉❡ ψ(λ) = 1✳ ▼❛✐s ψ(λ) = λψ(1) = λu
❡t u ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs f(1)u = f(1)ψ(1) = ψ(f(1)) = f̃(u) = uf̃(1)✳ ❈♦♠♠❡ u
❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t f(1) = f̃(1)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ f(1) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ϕ ❡t

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡ f ✭❡t ✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M✮✳

☞ ✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲✬é❧é♠❡♥t f(1) ❞❡ Λ ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ f ✔✱ ❡t

♥♦té det(f)✳

▲❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛✐t q✉❡

n∧
s♦✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ det(g◦f) = det(g) det(f) ❡t

q✉❡ det(1M ) = 1✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✐ (e1, . . . , en) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M ✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜❛s❡ e1 ∧ · · · ∧ en

❞❡

n∧
(M) ❡st ❡♥✈♦②é ♣❛r f :M →M s✉r f(e1) ∧ · · · ∧ f(en)✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ f ❡st ❛❧♦rs t❡❧

q✉❡

f(e1) ∧ · · · ∧ f(en) = det(f)(e1 ∧ · · · ∧ en)

❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A = (ai,j) ❛ ♣♦✉r ❝♦❧♦♥♥❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (e1, . . . , en) ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
f(e1), . . . , f(en)✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡①tér✐❡✉r f(e1) ∧ · · · ∧ f(en) ✈❛ ❞♦♥♥❡r




∑

σ∈Sn

s❣♥ (σ)a1,σ(1) . . . an,σ(n)


 e1 ∧ · · · ∧ en

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ det(f) à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ✭q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ f ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (e1, . . . , en)✮✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ❙♦✐t f : M → M ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ B = (e1, . . . , en)✳

▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡

n−1∧
(f) :

n−1∧
(M) →

n−1∧
(M) ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à B✱ ❡st ❧❛ ❝♦♠❛tr✐❝❡

Ã ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❞❡ f ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ B✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❛tr✐❝❡

tÃA = det(A)1

❙♦✐tM ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ n s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ K✱ ❡t s♦✐t f :M →M
✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ M ✳ ❱✐❛ ❝❡t ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ M ❡st ✉♥ K[X]✲♠♦❞✉❧❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈M ❡t t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ P (X)✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ P (f)(x) ❡st K✲❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ P (X)
❡t x✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ K[X] ⊗K M → M ✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s

♠♦❞✉❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ (P (X)Q(X))x = (P (f) ◦ Q(f))(x) = P (f)(Q(f)(x)) = P (X)(Q(X)x) ❡t

✼



1x = 1(f)(x) = x✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ X : K[X] → K[X] ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ X✳ ▲❡s

✢è❝❤❡s

K[X]⊗K M
1⊗f−X⊗1

// K[X]⊗K M
ψ

// M

✭♦ù ψ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ K[X]✲❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ψ(1⊗x) = x✮ s♦♥t K[X]✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡t ❧❡✉r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❝❛r

ψ(1⊗ f −X ⊗ 1)(1⊗ x) = ψ(1⊗ f(x))− ψ(X ⊗ x) = f(x)− f(x)

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

n∧
✭s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ K[X]✮ à ❝❡s ✢è❝❤❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✢è❝❤❡

❞❡✈✐❡♥t
∧n(K[X]⊗K M)

χf (X)
//
∧n(K[X]⊗K M)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ f ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✮✳ ❙♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x1, . . . , xn ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ M ✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❡①tér✐❡✉r (1 ⊗

x1)∧ · · · ∧ (1⊗xn) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡

n∧
(K[X]⊗KM)✱ ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ✢è❝❤❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t

s✬é❝r✐r❡ (χf (X)⊗x1)∧ (1⊗x2)∧· · ·∧ (1⊗xn)✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

n∧
(ψ) à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té

χf (f)(x1) ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn = 0

❙✐ χf (f)(x1) ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r x2, . . . , xn ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ χf (f)(x1), x2, . . . , xn s♦✐t

✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳✭ ✺✮

✺✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ✓ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✔ ❛r❝❤✐❝♦♥♥✉❡ ❡t ❜✐❡♥ sûr ✐♥❝♦rr❡❝t❡
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ det(f − λ■❞)(f) = det(f − f) = 0✳

✽



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✶✾ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

✶ ▼♦❞✉❧❡s s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Λ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ t♦✉t s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ✭♣❛s ♥é❝❡s✲

s❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✮ ❡st ❧✐❜r❡ ❡t ❞❡ r❛♥❣ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✳ ✭ ✶✮

❉♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Λ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ Pr❡♥♦♥s Λ = Z/4✳
❈❡t ❛♥♥❡❛✉ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ✐❞é❛✉① ✭à s❛✈♦✐r 0✱ {0, 2} ❡t Z/4✮ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ♥✬❡st
♣♦✉rt❛♥t ♣❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tè❣r❡ ✭2 × 2 = 4 = 0✮✳ ▲✬✐❞é❛❧ {0, 2} ❡st ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞✉
♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ Z/4✱ q✉✐ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ❧✐❜r❡ ✭t♦✉❥♦✉rs ♣❛r❝❡ q✉❡ 2 × 2 = 0✱ ♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r 2 ❡st ✉♥
s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t L ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡ (ei)i∈I ✱ ❡t M ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ L✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❩❡r♠❡❧♦ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ I ❡st ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥é✳ ◆♦t♦♥s Li ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡

L ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ej t❡❧s q✉❡ j ≤ i✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ I✱ ♥♦t♦♥s pi : L → Λ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐

❡♥✈♦✐❡ ei s✉r 1 ❡t ej s✉r 0 ♣♦✉r j 6= i ✭❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ pi(x) ❡st ❧❛ i✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ x ❞❛♥s ❧❛

❜❛s❡ (ei)i∈I✮✳ pi(Li ∩M) ❡st ❛❧♦rs ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ Λ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ Λ✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ αiΛ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ αi ∈ Λ✳ ❖♥ ♣♦s❡

J = {i ∈ I | αi 6= 0}

P♦✉r t♦✉t j ∈ J ✱ s♦✐t vj ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ Lj ∩M t❡❧ q✉❡ pj(vj) = αj ✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (vj)j∈J
❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t 0 = a1vj1 + · · ·+ akvjk ❛✈❡❝ k ≥ 1✱ j1 < · · · < jk ❡t a1, . . . , ak ∈ Λ− {0}✳
❆❧♦rs akαjk = pjk(akvjk) = 0✱ ❝❛r pjk ❡st ♥✉❧ s✉r Lj ♣♦✉r j < jk✳ ❈♦♠♠❡ Λ ❡st ✐♥tè❣r❡ ❡t

αjk 6= 0✱ ♦♥ ❛ ak = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ (vj)j∈J ❡st ❞♦♥❝ ❧✐❜r❡✳✭ ✷✮

❙♦✐t P ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ M ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r (vj)j∈J ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s Li ✭i ∈ I✮ ❡st L✱ s✐
P 6= M ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

X = {i ∈ I | Li ∩ (M − P ) 6= ∅}

✶✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ s✐ (ei)i∈I ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ L✱ ❡t M ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ L✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ (vj)j∈J ❞❡ M ✱

♦ù J ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ I✳

✷✳ ❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❥✉sq✉✬✐❝✐ ❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r I ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ■❧ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡

♣❧✉s ❧♦✐♥✳



❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥é✱ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❛ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ i0 ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t X✱ ❡t s♦✐t x ∈ Li0 ∩ (M − P )✳

❙✐ pi0(x) = 0✱ ❛❧♦rs x ∈ Li ∩ (M − P ) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i < i0✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡ ♣❡✉t ♣❛s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

pi0(x) 6= 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ i0 ∈ J ✭♣✉✐sq✉❡ x ∈ M✮✱ ❡t ♦♥ ❛ pi0(x) = λαi0 ❛✈❡❝ λ 6= 0✳ P♦s♦♥s
y = x−λvi0 ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs pi0(y) = pi0(x)−λαi0 = 0✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ y ∈ Li∩M ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

i < i0✱ ❞♦♥❝ q✉❡ y ∈ P ✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs✱ x ∈ P ✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡ ♣❡✉t ♣❛s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ P = M ❡t (vj)j∈J
❡♥❣❡♥❞r❡ M ✳ ❏

❖♥ ✈♦✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❧✐❜r❡✳ ▲❡s ♠♦❞✉❧❡s s✉r ❧❡s

❛♥♥❡❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ r❡✈✐❡♥❞r❛

♣❧✉s t❛r❞✳

✷ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é✳

❚♦✉s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Z✲❣r❛❞✉és✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é M =
⊕

i∈Z

Mi ❡st

✓ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉é ✔ s✐ Mi = 0 ♣♦✉r t♦✉t i < 0✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ M ❡st ✓ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉é ✔

s✐ Mi = 0 ♣♦✉r t♦✉t i > 0✳

☞ ✷ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❞❡❣ré i ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é M ❡st ♥♦té❡ Mi ♦✉ M−i✳

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ❞❡❣ré ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣té ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ M2 ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré −2 ❞❡ M ✳ ▲✬✉s❛❣❡ ❡st ❞❡ ♥♦t❡r Mi ❧❡s ❝♦♠✲

♣♦s❛♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉és ❡t M i ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t

❣r❛❞✉és✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐♥❞✐❝❡s ❡t ❡①♣♦s❛♥ts s♦✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢s✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ❙♦✐t f : M → N ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré k ❡♥tr❡ ❞❡✉① Λ✲♠♦❞✉❧❡s

❣r❛❞✉és✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢ ✭r❡s♣✳ ✐♥❥❡❝t✐❢✱ r❡s♣✳ s✉r❥❡❝t✐❢✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡

fi : Mi → Ni+k ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢ ✭r❡s♣✳ ✐♥❥❡❝t✐❢✱ r❡s♣✳ s✉r❥❡❝t✐❢✮✳

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡t ❡①❡r❝✐❝❡ ❡st q✉❡ s✐ f : M → N ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t

❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ N ❛ ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✳

☞ ✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és M ⊗N
❡t Hom(M,N) ♣❛r

(M ⊗N)i =
⊕

p∈Z

Mp ⊗Ni−p

Hom(M,N)i =
∏

p∈Z

Hom(Mp, Ni+p)

❙✐ f : M → M ′ ❡t g : N → N ′ s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

M ⊗N
f⊗g

// M ′ ⊗N ′

Hom(M ′, N)
Hom(f,g)

// Hom(M,N ′)

✷



♣❛r

(f ⊗ g)(x⊗ y) = (−1)|x||g|f(x)⊗ g(y)

Hom(f, g)(ϕ) = (−1)|f |(|ϕ|+|g|)g ◦ ϕ ◦ f

◆♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s s✐❣♥❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡st ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❑♦s③✉❧✳ P❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ Hom(M,N)i ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡

❞❡❣ré i ❞❡ M ✈❡rs N ✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ Mp → Np+i ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

p ∈ Z✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ (f ⊗ g)(h ⊗ k) = (−1)|g||h|fh ⊗ gk ✭q✉❛♥❞ ❝❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡

♠♦r♣❤✐s♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦♥t ✉♥ s❡♥s✮✳

☞ ✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ ✓ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✔ ♦✉ ✓ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r❞ ✔ s✉r ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é M ❡st

✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ∂ : M → M ✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré −1✱ t❡❧ q✉❡ ∂ ◦ ∂ = 0✳ ❯♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é M
♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✓ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é ✔ ✭❡♥ ❛❜ré❣é ✿ DG✲♠♦❞✉❧❡

♦✉ DG✲Λ✲♠♦❞✉❧❡✮✳✭ ✸✮

❯♥ ✓ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✔ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré k✱ f : M → N ✱ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡

❞❡❣ré k t❡❧ q✉❡ ✿

f ◦ ∂ = (−1)|f |∂ ◦ f

◆♦t❡r q✉✬✐❝✐ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s✐❣♥❡ ❡st ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❑♦s③✉❧✳

❆✐♥s✐✱ ❞✐r❡ q✉❡ M ❡st ✉♥ DG✲♠♦❞✉❧❡✱ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s Λ✲❧✐♥é❛✐r❡s

. . . Mi−1
∂i−1oo Mi

∂ioo Mi+1
∂i+1oo . . .∂oo

t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z✱ ♦♥ ❛✐t ∂i ◦ ∂i+1 = 0✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♦♥ é❝r✐r❛ ∂ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡

∂i ❞❛♥s ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∂i ◦ ∂i+1 = 0 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

■♠(∂i+1) ⊂ ❑❡r(∂i)✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❑❡r(∂i) s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t ❞❡s ✓ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré i ✔✱ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts

❞❡ ■♠(∂i+1) s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t ❞❡s ✓ ❜♦r❞s ❞❡ ❞❡❣ré i ✔✳

☞ ✺ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡s DG✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡ s✉r

❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és M ⊗N ❡t Hom(M,N) ❡♥ ♣♦s❛♥t

∂ = ∂ ⊗ 1 + 1⊗ ∂ ∂ = ∂∗ − ∂∗

❖♥ ❢❡r❛ ❛tt❡♥t✐♦♥ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ∂ ◦ f ❛✈❡❝ ∂(f) q✉✐ ❡st é❣❛❧ à ∂ ◦ f − (−1)|f |f ◦ ∂✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré −1✳ ■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ sûr ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧s s♦♥t ❞❡ ❝❛rré ♥✉❧✳

✸✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ✓ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✔✱ ♣♦✉r ✉♥❡ r❛✐s♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

✸



❖♥ ❛
(∂ ⊗ 1 + 1⊗ ∂)(∂ ⊗ 1 + 1⊗ ∂) = ∂2 ⊗ 1 + ∂ ⊗ ∂ − ∂ ⊗ ∂ + 1⊗ ∂2

= 0

(∂∗ − ∂∗)(∂∗ − ∂∗) = ∂2
∗ − ∂∗∂

∗ − ∂∗∂∗ + ∂∗2

= 0

❝❛r ∂∗∂
∗(f) = (−1)|f |∂f∂ = −∂∗(f∂) = −∂∗∂∗(f)✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✸✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ∂(g ◦ f) = ∂(g) ◦ f + (−1)|g|g ◦ ∂(f) ✭♣♦✉r t♦✉s ♠♦r♣❤✐s♠❡s

❤♦♠♦❣è♥❡s ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s f ❡t g✮✳

☞ ✻ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ∂ = ∂ ⊗ 1 + 1⊗ ∂ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ M ⊗N ✱ ❞♦♥♥❡

∂(x⊗ y) = (∂x)⊗ y + (−1)|x|x⊗ (∂y)

q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ t❡♥s❡✉r x⊗y ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝

♥♦s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ x ❡t y r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts

♦r✐❡♥tés ✭❞✐s♦♥s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s à [a, b] ❡t [c, d]✱ ♦r✐❡♥tés ❞❡ a ✈❡rs b ❡t ❞❡ c ✈❡rs d✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡

q✉❡ ∂x = b− a ❡t ∂y = d− c✮✱ x⊗ y r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛rré✱ ❡t ♦♥ ❛ ✭♣✉✐sq✉❡ |x| = 1✮

∂(x⊗ y) = (b− a)⊗ y − x⊗ (d− c) = b⊗ y − a⊗ y − x⊗ d+ x⊗ c

x⊗ c

b⊗ y

−x⊗ d

−a⊗ y

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ❝❡s s✐❣♥❡s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❝❛rré✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ❝♦♥✈✐é à ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ x ❞❡ ❞❡❣ré 2 ❡t ✉♥ y ❞❡ ❞❡❣ré 1✳

▲❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❡ − ✭♠♦✐♥s✮ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ∂ = ∂∗ − ∂∗ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r s✬❡♥ ❞♦✉t❡ sûr❡♠❡♥t✮ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r M 7→
M ⊗N s♦✐t ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r P 7→ Hom(N,P )✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❞é✜♥✐s ❡t

à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s DG✲♠♦❞✉❧❡s✳ ▲❛ ❝♦✲✉♥✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ s❡r❛ ✉♥❡ ✢è❝❤❡

✭✓ é✈❛❧✉❛t❡✉r ✔✮

Hom(N,P )⊗N
ev // P

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❞♦✐t ❡♥✈♦②❡r
f ⊗ x s✉r f(x)✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ∂ ◦ ev = ev ◦ ∂✳ ❙♦✐t f : M ⊗ N → P ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲

♠♦❞✉❧❡s✳ ■❧ ❞♦✐t ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ♣❛r ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ✉♥ ✭✉♥✐q✉❡✮ ♠♦r♣❤✐s♠❡ g : M → Hom(N,P )
t❡❧ q✉❡ f = ev ◦ (g ⊗ 1)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ f(x ⊗ y) = ev(g(x) ⊗ y) = g(x)(y)✱ ♣♦✉r t♦✉s

é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s x ❡t y✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉✬♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t |f | = |g|✱ ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∂ ◦ f = (−1)|g|f ◦ ∂

∂f(x⊗ y) = (−1)|g|f∂(x⊗ y)

∂(g(x)(y)) = (−1)|g|f(∂x⊗ y) + (−1)|g||x|f(x⊗ ∂y)

= (−1)|g|g(∂x)(y) + (−1)|g||x|g(x)(∂y)

✹



❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ✭✐❧s ❝♦♠♠✉t❡♥t à ∂ ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❡

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✮✱ ♠❛✐s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ g(x) : N → P ✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥

é❧é♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ Hom(N,P )✳ ❈❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡st ∂(g(x))✱ ❛✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ s✐❣♥❡

❝♦rr❡❝t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ Hom(N,P )✳

❈♦♠♠❡ g ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡DG✲♠♦❞✉❧❡s✱ ♦♥ ❛ (−1)|g|g(∂x) = ∂(g(x))✱ ❞♦♥❝ (−1)|g|g(∂x)(y) =
∂(g(x))(y)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ (−1)|g||x|g(x)(∂y) = (∂∗(g(x)))(y) ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ∂∗✱ ❡t

∂(g(x)(y)) = (∂∗(g(x)))(y) ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ∂∗✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∂(g(x))(y) = ∂∗(g(x))(y)− (∂∗(g(x)))(y)

❈❡❝✐ ét❛♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t y✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✭ ✹✮

☞ ✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ✉♥ DG✲♠♦❞✉❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z ✿

• ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ✓ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré i ✔ ❞❡ M ✿ Zi(M) = ❑❡r(∂i)✱

• ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ✓ ❜♦r❞s ❞❡ ❞❡❣ré i ✔ ❞❡ M ✿ Bi(M) = ■♠(∂i+1)✱

• ❧✬✓ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❞❡❣ré i ✔ ❞❡ M ✿ Hi(M) =
Zi(M)

Bi(M)
✳

❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

Z(M) =
⊕

i∈Z

Zi(M) B(M) =
⊕

i∈Z

Bi(M) H(M) =
⊕

i∈Z

Hi(M)

Z(M)✱ B(M) ❡t H(M) s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✳ H(M) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬✓ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡

M ✔✳

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ✓ ❝②❝❧❡s ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❜♦r❞s ✔✳ ❙✐ x ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡

❞❡❣ré i ❞❡ M ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ [x] s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭♦♥ ❞✐t ♣❧✉tôt s❛ ✓ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✔✮

❞❛♥s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t Hi(M)✳

☞ ✽ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t f : M → N ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré k ❡♥tr❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré k✱ H(f) : H(M) → H(N)✱ t❡❧ q✉❡ H(f)([x]) = [f(x)] ♣♦✉r t♦✉t
❝②❝❧❡ x ❞❡ M ✳ H(f) s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ✓ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r f ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✔✳

H ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❞✐t ✓ ❢♦♥❝t❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✔✮ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s DG✲Λ✲♠♦❞✉❧❡s ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡s

Λ✲♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✳ Z ❡t B s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s à H✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∂f = (−1)|f |f∂ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ f ❡♥✈♦✐❡ ❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ M s✉r ✉♥

❝②❝❧❡ ❞❡ N ❡t ❝❤❛q✉❡ ❜♦r❞ ❞❡ M s✉r ✉♥ ❜♦r❞ ❞❡ N ✳ f s❡ r❡str❡✐♥t ❞♦♥❝ ❛✉① ❝②❝❧❡s ❡t ♣❛ss❡ ❛✉

q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s✳

P♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s f : M → N ✭q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t s♦♥ ❞❡❣ré✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és ✭❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré✮ H(f) : H(M) → H(N)✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡

❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❏

✹✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡ s✐❣♥❡ − ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ (−1)|g||x|g(x)(∂y) ❛ ❞û ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❝ôté à ❧✬❛✉tr❡ ❞❡

❧✬é❣❛❧✐té✱ ❢❛✐t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝❛✉s❡ q✉❡ ❧❛ ❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥ f 7→ g ✐s♦❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y

❥♦✉❡♥t ❞❡s rô❧❡s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❞❛♥s f(x⊗ y)✳

✺



▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✉♥ ♣❡✉ ❝❛♣r✐❝✐❡✉① ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ❝♦♠♠✉t❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝

❞✬❛✉tr❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡

❡t ❞❡ ❝♦❧✐♠✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t DG✲♠♦❞✉❧❡ M ✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Z(M) ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ M ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡

✭é❣❛❧✐s❡✉r✮ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s

M
∂

**

0

55 M

❡t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H(M) ❞❡ M ❡st ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ✭s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡✮ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s

0 Moo ∂ // Z(M)

❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ✈ér✐✜❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛rré

M

��

∂ // Z(M)

π

��
0 // H(M)

✭♦ù π ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮ ❡st ❝♦❝❛rtés✐❡♥✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡

❝♦♠♠✉t❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❛✉① ❝♦❧✐♠✐t❡s s✉r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✜❧tr❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❢❛✐t✱

q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✓ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✔✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s DG✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s

✜❧tr❛♥t❡s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s ✭❡t ❜✐❡♥ sûr ❛✉① ❝♦❧✐♠✐t❡s✮✳

✸ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t✳

☞ ✾ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭▲❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t✮ ❙♦✐t

0 // M
i // N

j
// P // 0

✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✓ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✔ ✿

H(M)

H(i) !!CC
CC

CC
CC

H(P )
∂∗oo

H(N)

H(j)

>>||||||||

q✉✐ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝②❝❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ x ❞❡ P ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t u ∈ N ❤♦♠♦❣è♥❡ t❡❧ q✉❡

j(u) = x✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ y ∈ M ❤♦♠♦❣è♥❡✱ t❡❧ q✉❡ i(y) = ∂(u)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ∂∗([x]) = [y]✱
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ u✳ ∂∗ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ✓ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ✔ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳✭ ✺✮

✺✳ ◆✳ ❇♦✉r❜❛❦✐✱ q✉✐ ♥✬❛✐♠❡ ♣❛s ❧❡s ❛♥❣❧✐s❝✐s♠❡s✱ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✔✳

✻



❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré 0 ✭❝❡ q✉✐ ❡st très s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s✮✱ ∂∗ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré −1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ x ❡st ❞❡ ❞❡❣ré n✱ u ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❞❡❣ré n✱ ∂(u) ❡st ❞❡ ❞❡❣ré n − 1 ❡t y ❡st ❛✉ss✐

❞❡ ❞❡❣ré n− 1✳ ❙✐ ♦♥ réé❝r✐t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡❣ré ♣❛r ❞❡❣ré✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛

s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✭q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ✔✮ ✿

. . .
∂∗

zz
Hn+1(M) i∗ 11 Hn+1(N) j∗

--
Hn+1(P )

∂∗

{{
Hn(M) i∗ 11 Hn(N) j∗

--
Hn(P )

∂∗

{{
Hn−1(M) i∗ 11 Hn−1(N) j∗

--
Hn−1(P )

∂∗

��. . .

q✉✐✱ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐s♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧✱ ❛ ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❛❧❧✉r❡ ❞❡

s❡r♣❡♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❝♦♠♠✉t❛t✐❢

0 // M
i //

∂
��

N
j

//

∂
��

P //

∂
��

0

0 // M
i // N

j
// P // 0

❙♦✐t x ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ P ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ x ∈ Zn(P ) ⊂ Pn✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n ∈ Z✳ ❖♥ ❛

∂(x) = 0 ❡t ❝♦♠♠❡ j : N → P ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ N ✭❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✈♦✐r ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ✶ ✭♣❛❣❡

✷✮✮ t❡❧ q✉❡ j(u) = x✳

u � j
//

_

∂
��

x_

∂

��
y
_

∂

��

� i // ∂(u)
_

∂
��

�

j
// 0

0
�

i
// 0

u ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ✉♥ ❝②❝❧❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ j(∂(u)) = (−1)|j|∂(j(u)) = ±∂(x) = 0✱✭ ✻✮ ♦♥
✈♦✐t q✉❡ ∂(u) ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ i✱ ❞♦♥❝ q✉❡ ∂(u) = i(y) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ y q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❝❛r

✻✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❧❡s s✐❣♥❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❖♥ é❝r✐r❛ ❞♦♥❝ ±✱ ❡t ❧❡s ❞✐❛❣❛♠♠❡s q✉✬♦♥

❞❡ss✐♥❡ s♦♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✳✳

✼



i ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❈❡t y ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡✱ ❝❛r ∂(∂(u)) = 0 ❡t i ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡tt❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ ❡♥✈♦②é ❧❡ ❝②❝❧❡ x ❞❡ P s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ y ❞❡ N ✳

❇✐❡♥ sûr✱ y ❞é♣❡♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ u ✭❧❡ s❡✉❧ ❝❤♦✐① q✉✬♦♥ ❛✐t ❢❛✐t✮✱ ♠❛✐s s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡

♥✬❡♥ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✈♦②♦♥s ❝❡ q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t u′ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ u✱ ❝❡ q✉✐ ♠è♥❡✱ ❡♥

❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r u✱ à ✉♥ y′ t❡❧ q✉❡ i(y′) = ∂(u′)✳ ❖♥ ❛ j(u) = x = j(u′)✱
❞♦♥❝ u− u′ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ j✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ i✳

t_

∂

��

� i // u− u′
_

∂
��

� j
// 0

∂(t) �

i
// ∂(u)− ∂(u′)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t ∈ M t❡❧ q✉❡ i(t) = u − u′✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs i(∂(t)) = ±∂(i(t)) = ±∂(u − u′) =
±(∂(u) − ∂(u′))✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ i(y − y′) = ∂(u) − ∂(u′)✳ ❈♦♠♠❡ i ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡

y − y′ = ±∂(t) = ∂(±t)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t q✉❡ y ❡t y′ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ q✉✐ ♥❡

❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡ x✳

▼❛✐s ♦♥ ❛ ♠✐❡✉① ✿ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ y ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ x✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x − x′ = ∂(z)✱ ❡t ❝❤♦✐s✐s♦♥s u ❡t u′ t❡❧s q✉❡ j(u) = x ❡t j(u′) = x′✳ ❖♥ ❛

❛❧♦rs y ❡t y′ ❞❛♥s M t❡❧s q✉❡ i(y) = ∂(u) ❡t i(y′) = ∂(u′)✳ ❙♦✐t w t❡❧ q✉❡ j(w) = z✳

w_

∂
��

� j
// z_

∂

��
∂(w) �

j
// x− x′

❖♥ ❛ j(∂(w)) = ±(x − x′) = ±j(u − u′)✱ ❞♦♥❝ j(u − u′ ± ∂(w)) = 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ t ∈ M t❡❧

q✉❡ i(t) = u− u′ ± ∂(w)✳

t_

∂

��

� i // u− u′ ± ∂(w)
_

∂
��

� j
// 0

∂(t) �

i
// ∂(u)− ∂(u′)

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ i(∂(t)) = ±(∂(u)−∂(u′)) = ±i(y−y′)✳ ❈♦♠♠❡ i ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ ❛ y−y′ = ±∂(t)✳
▲❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ∂∗ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❝❛r s✐ j(u) = x
❡t j(u′) = x′✱ ♦♥ ❛ j(u+ λu′) = x+ λx′✱ ❡t❝✳ ✳ ✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ∂∗ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t −1− |i| − |j|✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝②❝❧❡ x ❞❡ P ✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ y r❡♣rés❡♥t❛♥t ∂∗([x]) ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

u � j
//

_

∂
��

x

y �

i
// ∂(u)

✽



❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ u ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ❡①❛❝t❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t q✉❡ ■♠(H(i)) =
❑❡r(H(j))✱ ■♠(H(j)) = ❑❡r(∂∗) ❡t ■♠(∂∗) = ❑❡r(H(i))✳

❈♦♠♠❡ j ◦ i = 0✱ ♦♥ ❛ H(j) ◦ H(i) = 0✱ ❞♦♥❝ ■♠(H(i)) ⊂ ❑❡r(H(j))✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t [u] ∈
❑❡r(H(j)) ✭❞♦♥❝ ❛✈❡❝ u ∈ Z(N)✮✳ ❖♥ ❛ j(u) ∈ B(P )✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ z ∈ P t❡❧ q✉❡ ∂(z) = j(u)✳
❙♦✐t w t❡❧ q✉❡ j(w) = z✳

w_

∂
��

� j
// z_

∂
��

∂(w) �

j
// j(u)

❖♥ ❛ ❛❧♦rs j(u − ∂(w)) = 0 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ t ∈ M t❡❧ q✉❡ i(t) = u − ∂(w)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ t❡❧ q✉❡

H(i)([t]) = [u]✱ ❡t [u] ∈ ■♠(H(i))✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t [x] ∈ ■♠(H(j))✳ ❖♥ ❛ x− ∂(z) = j(u) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ z ∈ P ❡t ✉♥ u ∈ Z(N)✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂(u) = 0 ♣✉✐s y = 0 ✭♦ù i(y) = ∂(u)✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ∂∗([x]) = 0✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐

∂∗([x]) = 0✱ ♦♥ ❛ t ∈ M t❡❧ q✉❡ ∂(t) = y✳

t_

��

u_

��

� // x

y � // ∂(u)

❞♦♥❝ ∂(i(t)) = ∂(u)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ u− i(t) ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ M t❡❧ q✉❡ j(u− i(t)) = x✳

❊♥✜♥✱ s✐ [y] = ∂∗([x])✱ ♦♥ ❛ i(y) = ∂(u) ✭♦ù j(u) = x✮ ❡t ❞♦♥❝ i∗(∂∗([x])) = 0✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱

s✐ i∗([y]) = 0✱ ♦♥ ❛ ✉♥ w ∈ M t❡❧ q✉❡ ∂(w) = i(y)✱ ❞✬♦ù ✐❧ rés✉❧t❡ q✉❡ [y] = ∂∗([j(w)])✳ ❏

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✹✳ ❘❡❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ♥❡✉❢ ✭❧❡ç♦♥ ❞✉ ✶✷ ♠❛rs✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉

s❡r♣❡♥t✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✺✳ ❙♦✐t M ✉♥ DG✲♠♦❞✉❧❡✱ A ❡t B ❞❡s s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ M t❡❧s q✉❡ B ⊂ A✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ B ⊂ A ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
M

B
→

M

A
✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ A ⊂ M ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
A

B
→

M

B
✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✾



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷✶ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

✶ ❍♦♠♦t♦♣✐❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✱ q✉✐ ✓ s✐♠✉❧❡ ✔ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡

❡♥tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ P♦✉r ❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ r❡✈❡♥♦♥s à ❧✬✐❞é❡

q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❛♥s ✉♥ DG✲♠♦❞✉❧❡ M s✐♠✉❧❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n
❛②❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❜♦r❞ ❡t ✓ ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s M ✔✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ x ♣❛r ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s

♣❛r❛❧❧è❧❡s f, g : M → N s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ x✱ ♠❛✐s ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s N ✳ ❙✐

h ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g✱ h(x) ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s N ❡t r❡ss❡♠❜❧❛♥t

❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ x ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✳ ▲❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❞✉✐t x× [0, 1] ❡st✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∂(x× [0, 1]) = ∂(x)× [0, 1] + x× {0, 1}

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ x × {0, 1} ❞♦✐t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é à g(x) − f(x)✱ ❡t ∂(x) × [0, 1] à h(∂(x))✳ ❖♥ ❛✉r❛

❞♦♥❝ ✭❛✉① s✐❣♥❡s ♣rès✮ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

∂h+ h∂ = g − f

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s s✐❣♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❥✉st✐✜é ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✿

☞ ✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡✉① DG✲♠♦❞✉❧❡s✱ f, g : M → N ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DG✲

♠♦❞✉❧❡s t♦✉s ❞❡✉① ❞❡ ❞❡❣ré k✳ ❯♥❡ ✓ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ✔ ❞❡ f à g ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡

h : M → N ❞❡ ❞❡❣ré k + 1 t❡❧❧❡ q✉❡

∂h+ (−1)kh∂ = g − f

❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ h ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Hom(M,N)k+1 ❡t q✉❡ ∂h + (−1)kh∂ = ∂h − (−1)|h|h∂
♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ∂(h) ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r Hom(M,N) ✭❧❡ç♦♥ ❞✉ ✶✾

♠❛rs✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✮✳ ❯♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Hom(M,N) ❛②❛♥t g − f
❝♦♠♠❡ ❜♦r❞✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s s✐❣♥❡s✳



❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

. . . ∂
// Mi+1

fi+1

��

gi+1

��

hi+1

||yy
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y

∂
// Mi

fi

��

gi

��

hi

{{ww
w
w
w
w
w
w
w
w
w
w
w
w

∂
// Mi−1

fi−1

��

gi−1

��

hi−1

{{ww
w
w
w
w
w
w
w
w
w
w
w
w

∂
// . . .

. . .
∂

// Ni+1+k
∂

// Ni+k
∂

// Ni−1+k
∂

// . . .

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ s✐ p : N → P ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ❡t h ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f
à g✱ ❛❧♦rs (−1)|p|ph ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ pf à pg✱ ♣✉✐sq✉❡

(−1)|p|(∂ph− (−1)|p|+|h|ph∂) = p(∂h− (−1)|h|h∂) = p(g − f) = pg − pf

▲❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ Pr❡♥❞r❡ h = 0 ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r

❧❛ ré✢❡①✐✈✐té✱ r❡♠♣❧❛❝❡r h ♣❛r −h ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❡t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❤♦♠♦t♦♣✐❡s ♣♦✉r

♣r♦✉✈❡r ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té✳

☞ ✷ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s f, g : M → N s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s

✐♥❞✉✐ts ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ f∗, g∗ : H(M) → H(N) s♦♥t é❣❛✉①✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ M ✳ ❖♥ ❛ g(x) − f(x) = ∂h(x) − (−1)|h|h∂(x) = ∂h(x)✱ ❝❡
q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s f(x) ❡t g(x) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❏

☞ ✸ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦✲

t♦♣✐❡✱ ❡t q✉✐ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✳✭ ✶✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡

s✉r ❧❡s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts 0✱ 1 ✭❞❡ ❞❡❣ré❡ 0✮ ❡t i ✭❞❡ ❞❡❣ré 1✮✳ P♦s♦♥s ∂(i) = 1 − 0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡

DG✲♠♦❞✉❧❡
. . . // 0

∂
// Λ[i]

∂
// Λ[0, 1] // 0

q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ I✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✓ ♠✐♥✐♠❛❧✐st❡ ✔ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✱ ❧✬é❧é♠❡♥t

i r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts 0 ❡t 1 s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés✳ ❆❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✱

♦♥ ♣❡✉t s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ s✉r Λ✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛❞♠❡ttr❛ ♣r♦✲

✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ❥✉st✐✜é❡ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡t q✉✐ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♥❡ ♥♦✉s s❡rt

♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✮✱ s✐ x ∈ Ii ❡t y ∈ Mj ✱ ❛❧♦rs

x⊗ y ∈ (I ⊗Λ M)i+j ✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ x⊗ y ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

∂(x⊗ y) = ∂(x)⊗ y + (−1)|x|x⊗ ∂(y)

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ M s✐♠✉❧❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ X✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ I ⊗Λ M ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡

[0, 1]×X✱ ❡t ♦♥ ✈❡rr❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡sM → N ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡

I ⊗Λ M → N ✳ ❙♦✉✈❡♥♦♥s✲♥♦✉s q✉❡ s✐ h ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s f

✶✳ ❈❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♦✉
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣♦rt❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳

✷



❡t g✱ f ❡t g ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ h ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t h ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s

i0 : M → [0, 1] × M ❡t i1 : M → [0, 1] × M ❞é✜♥✐❡s ♣❛r i0(x) = (0, x) ❡t i1(x) = (1, x)✳ ❈❡s
❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t s✐♠✉❧é❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s i0, i1 : M → I ⊗Λ M ❞é✜♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

♣❛r i0(x) = 0 ⊗ x ❡t i1(x) = 1 ⊗ x✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ H : I ⊗Λ M → N ❞♦✐t

êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ Hi0 à Hi1✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡

❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭♣❛❣❡ ✶✮✳

✷ ❚❤é♦r✐❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✬❡st ❞é❣❛❣é❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✉① ❝♦♠✲

♠❡♥❝és ♣❛r P♦✐♥❝❛ré ✈❡rs ✶✽✾✺ ❡t ❝♦♥t✐♥✉és ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s✱ ❞❡ ❘❤❛♠✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❙t❡❡♥r♦❞✱ ❊✐✲

❧❡♥❜❡r❣ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉rs✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉✬❡♥ ✶✾✹✹ q✉✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛❝❤❡✈é❡

✭s✐ ♦♥ ♦♠❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡ ❘❤❛♠ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉① ✈❛r✐é✲

tés ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✐t❡ ✓ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✔✳ ▲❛

t❤é♦r✐❡ ❡sq✉✐ssé❡ ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r ✈❡rs ✶✾✸✺ ❛ été ❝♦♠♣❧été❡ ❡♥ ✶✾✹✽ ♣❛r ❙♣❛♥✐❡r ✭❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡

❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❙♣❛♥✐❡r✮✳ ❉✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❑✲t❤é♦r✐❡

t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❆t✐②❛❤✮✱ ❧❡ ❝♦❜♦r❞✐s♠❡ ✭❚❤♦♠✮✱✳ ✳ ✳

❊♥ ✶✾✺✶✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ❙t❡❡♥r♦❞ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❤♦♠♦❧♦✲

❣✐q✉❡s ❡t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s✱✭ ✷✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡

❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✱ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲

❇r♦✉✇❡r✱ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇♦rs✉❦✲❯❧❛♠✱ ❡t❝✳ ✳ ✳✮✱ ❡♥ ❛❞♠❡tt❛♥t ❜✐❡♥ sûr ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡

t❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈r❛❣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥

à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s ✉♥

❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés st❛♥❞❛r❞✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥ tr✐♣❧❡t ❡t ❧❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s

❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ❛❜s♦❧✉❡s ❡t r❡❧❛t✐✈❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❤❛✲

s✐♥❣✱ ❞♦♥t ❧❡s ❛st✉❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✐❧❡s à ❞❡✈✐♥❡r✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❡st ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡

❛ss❡③ ♠✐♥❝❡ ❝❛r ❝❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♦✉ ❞❡ ❝♦❝❤❛î♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡✳

▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❡t

❝✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✓ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✔✳

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐r♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ✭❧❛ t❤é♦r✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✮ ♣❧✉s t❛r❞✳

☞ ✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t Λ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❙♦✐t C∗ : Top → DG✲Λ✲Mod ✉♥ ❢♦♥❝✲

t❡✉r ✭♦ù DG✲Λ✲Mod r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉és

❡t ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 0 ❡♥tr❡ ❡✉①✮✳ P♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ X✱ ♦♥ ♥♦t❡ H∗(X) ✭♦✉ H∗(X; Λ)✮

✷✳ ➚ ❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✐t ✓ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✔ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❧❡s
♣❧✉s ré❝❡♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦❜♦r❞✐s♠❡✳ ▲❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦st✲❊✐❧❡♥❜❡r❣✲❙t❡❡♥r♦❞ ❡st ❞❡ q✉❛❧✐✜❡r ❞❡ t❤é♦✲
r✐❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✲❙t❡❡♥r♦❞ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✸



❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ C∗(X) ✭q✉✐ ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♥♦té C∗(X; Λ)✮✳

C∗ ❡st ✉♥❡ ✓ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✔ ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Λ✮ s✐ ✿✭ ✸✮

• ✭✶✮ P♦✉r t♦✉t❡s ♣❛rt✐❡s A ❡t B ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X✱ ❧❡ ❝❛rré ✭❞♦♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t

✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮

C∗(A ∩B) //

��

C∗(B)

��

C∗(A) // C∗(X)

❡st ❝❛rtés✐❡♥✳

• ✭✷✮ P♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ∩✲st❛❜❧❡ U ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ X ❞♦♥t ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs r❡❝♦✉✈r❡♥t

X✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

colimU∈U C∗(U) // C∗(X)

✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

• ✭✸✮ P♦✉r t♦✉t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❤♦♠♦t♦♣❡s f, g : X → Y ✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s f∗, g∗ :
H∗(X) → H∗(Y ) s♦♥t é❣❛✉①✳

• ✭✹✮ Hn({∗}) = 0 ♣♦✉r n 6= 0✱ ❡t H0({∗}) ≃ Λ✳

☞ ✺ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t A = B ❞❛♥s ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭✶✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ i∗ : C∗(A) →
C∗(X) ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ i : A → X ❡st ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛rré ❝❛rtés✐❡♥

♦❜t❡♥✉ ♠♦♥tr❡ q✉❡ i∗ ❡st ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✢è❝❤❡ s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉t

♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲Λ✲Mod ❡st ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t A ⊂ X✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛

❞♦♥❝ C∗(A) à ✉♥ s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ C∗(X)✳

A ❡t B ét❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣❛rt✐❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ X✱ ❡t C∗(A)✱ C∗(B) ❡t C∗(A ∩ B) ét❛♥t

✐❞❡♥t✐✜és à ❞❡s s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ C∗(X)✱ ♦♥ ✈♦✐t ♣❛r ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭✶✮ q✉❡ C∗(A∩B) ♥✬❡st ❛✉tr❡
q✉❡ C∗(A) ∩ C∗(B)✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬❛♣rès ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s C∗(U) à ❞❡s s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ C∗(X)✱ ❧❛ ❝♦✲

❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭✷✮ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s C∗(U) ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ C∗(X)✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ X ❞♦♥t ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs r❡❝♦✉✈r❡♥t X✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡

♠ê♠❡ ❞❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ A✱ B ❡t A ∩B✱ C∗(A) + C∗(B) + C∗(A ∩B) ❡st é❣❛❧ à C∗(A) + C∗(B)
❡t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ C∗(A) + C∗(B) → C∗(X) ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

■❧ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭✸✮ q✉✬✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ❛ ✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t {∗}✳

◆♦t♦♥s Top2 ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (X,A)✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲

♠♦❞✉❧❡s C∗(A) → C∗(X) ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ▲❡ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s❡r❛

✸✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ à ✉♥ st❛❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t ❞♦♥❝ s♦✉♠✐s à ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳

✹



♥♦té C∗(X,A)✳ ❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s

0 // C∗(A) // C∗(X) // C∗(X,A) // 0

❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✓ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (X,A) ✔ ✿

. . . // Hn(A) // Hn(X) // Hn(X,A)
∂

// Hn−1(A) // . . .

❇✐❡♥ sûr✱ C∗(X,A) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à C∗(X)/C∗(A)✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t (X,A,B) ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t

❞✬❡s♣❛❝❡s ✭B ⊂ A ⊂ X✮✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ s✉✐t❡

❡①❛❝t❡

0 // C∗(A,B) // C∗(X,B) // C∗(X,A) // 0

❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✓ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ tr✐♣❧❡t (X,A,B) ✔

. . . // Hn(A,B) // Hn(X,B) // Hn(X,A)
∂

// Hn−1(A,B) // . . .

♦ù ❧❡s ✢è❝❤❡s ❛♥♦♥②♠❡s s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❛✐r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s✳

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞✬✓ ❡①❝✐s✐♦♥ ✔✮ ❙♦✐t (X,A) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s✱ ❡t U ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ A
❞♦♥t ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ A✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ (X − U,A− U) → (X,A) ✐♥❞✉✐t
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✺✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ C∗(A) + C∗(X − U) → C∗(X) ✐♥❞✉✐t ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
C∗(X)

C∗(A) + C∗(X − U)
❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥✉❧❧❡✳

❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✭✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡✮ ✿

0 //
C∗(X − U)

C∗(A) ∩ C∗(X − U)
//
C∗(X)

C∗(A)
//

C∗(X)

C∗(A) + C∗(X − U)
// 0

❈♦♠♠❡ C∗(A− U) = C∗(A ∩ (X − U)) = C∗(A) ∩C∗(X − U)✱ ❡t ❝♦♠♠❡
C∗(X)

C∗(A) + C∗(X − U)
❛ ✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t✳ ❏

☞ ✼ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t X✱ Y ✱ A ❡t B ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♦✉✈❡rt❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ E✱ t❡❧❧❡ q✉❡ A ⊂ X✱

B ⊂ Y ✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ✓ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ✔ ✭❞✐t❡ ✓ r❡❧❛t✐✈❡ ✔✮ ✿

. . . // Hn(X ∩ Y,A ∩B)

(

i∗
i∗

)

// Hn(X,A)⊕Hn(Y,B)

(

i∗ −i∗
)

// Hn(X ∪ Y,A ∪B)

∂
ttiiiiiiiiiiiiiiiii

Hn−1(X ∩ Y,A ∩B) // . . .

♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ ♥♦♠ i s♦♥t ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à (E,X, Y,A,B) ❡t ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ∂ : Hn(Y ∪ X,B ∪ A) → Hn−1(Y ∩ X,B ∩ A) ❡st

❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ∂ : Hn(X ∪ Y,A ∪B) → Hn−1(X ∩ Y,A ∩B)✳

✺



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

0

��

0

��

0

��

0 // C∗(A ∩B) //

��

C∗(A)⊕ C∗(B) //

��

C∗(A) + C∗(B) //

��

0

0 // C∗(X ∩ Y ) //

��

C∗(X)⊕ C∗(Y ) //

��

C∗(X) + C∗(Y ) //

��

0

0 // C∗(X ∩ Y,A ∩B) //

��

C∗(X,A)⊕ C∗(Y,B) //

��

C∗(X) + C∗(Y )

C∗(A) + C∗(B)
//

��

0

0 0 0

❞♦♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ♥❡✉❢

q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ❡①❛❝t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

C∗(X)+C∗(Y )
C∗(A)+C∗(B)

// C∗(X∪Y )
C∗(A∪B)

✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✺ ✭♣❛❣❡ ✹✮ ❡t ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ✺ q✉❡st✐♦♥s

✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✶✾ ♠❛rs✳ ▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❡st ❝❧❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s rô❧❡s ❞❡s ♣❛✐r❡s

(X,A) ❡t (Y,B) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
(

i∗ −i∗
)

♣❛r s♦♥ ♦♣♣♦sé❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r

❡✛❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t✳ ❏

▲❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù

A = B = ∅ ❡t ❛✉ ❝❛s ♦ù X = Y ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s ✿

. . . // Hn(X ∩ Y )

(

i∗
i∗

)

// Hn(X)⊕Hn(Y )

(

i∗ −i∗
)

// Hn(X ∪ Y )

∂∗
��

Hn−1(X ∩ Y ) // . . .

. . . // Hn(X,A ∩B)

(

i∗
i∗

)

// Hn(X,A)⊕Hn(X,B)

(

i∗ −i∗
)

// Hn(X,A ∪B)

∂∗
��

Hn−1(X,A ∩B) // . . .

✻



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼
✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷✻ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

✶ ❙✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s s❝✐♥❞é❡s✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡

0 // N
f

// M
g

// P // 0

❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

• ✭✶✮ g ❛ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥✱

• ✭✷✮ f ❛ ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥✱

• ✭✸✮ ■♠(f) ✭= ❑❡r(g)✮ ❡st ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ M ✳

❙✐ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❡st ✓ s❝✐♥❞é❡ ✔✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✶✮⇒✭✸✮✳ ❙♦✐t s : P → M ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ g ✭gs = 1P ✮✳ ❆❧♦rs ■♠(s)∩❑❡r(g) = 0✱
❝❛r gs(x) = 0 ❡♥tr❛î♥❡ x = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ M s✬é❝r✐t x = sg(x) + (x− sg(x))✱ ❡t
❝♦♠♠❡ g(x− sg(x)) = g(x)− gsg(x) = g(x)− g(x) = 0✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ M = ■♠(s)⊕❑❡r(g)✳

✭✸✮⇒✭✷✮✳ ❙♦✐t K ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ■♠(f) = ❑❡r(g) ❞❛♥s M ✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ r ❞❡ f : ■♠(f) ⊕ K → N ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ■♠(f) s✉r s♦♥
✉♥✐q✉❡ ❛♥té❝é❞❡♥t ♣❛r f ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ K s✉r 0✳

✭✷✮⇒✭✶✮✳ ❙♦✐t r : M → N ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❞❡ f ✭rf = 1N ✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ f ❡st
✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ r✱ ♦♥ ❛✱ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱M = ■♠(f)⊕❑❡r(r)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡M = ❑❡r(g)⊕❑❡r(r)✳
P♦✉r t♦✉t y ❞❛♥s P ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ x ∈ ❑❡r(r) t❡❧ q✉❡ g(x) = y✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r
s(y) = x ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ g✳✭ ✶✮ ❏

☞ ✷ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✭❞❡ Z✲♠♦❞✉❧❡s✮

0 // Z/2 // Z/4 // Z/2 // 0

✶✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ s✬ét♦♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❡st très

s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s

é♥♦♥❝és ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥

♥✬❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ❡t ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s s♦♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡❧❧❡s

❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡s✳



♥✬❡st ♣❛s s❝✐♥❞é❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // Z/2 // Z/2× Z/2 // Z/2 // 0

❧✬❡st✳

☞ ✸ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ s✐ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ 0 //N
f

//M
g

//P //0
❡st s❝✐♥❞é❡✱

0 // N ⊗Q
f⊗1

// M ⊗Q
g⊗1

// P ⊗Q // 0

❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ s❝✐♥❞é❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ Q✳

✷ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡✳

❙✐ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ X → {∗}✳ ❊❧❧❡ ✐♥❞✉✐t
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ε : C∗(X) → C∗({∗}) q✉✐ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦✲
❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és ε : H∗(X) → H∗({∗}) = Λ✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✓ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✔✳
◆♦t❡③ q✉❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ X → {∗} ❛②❛♥t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ s✐ X ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ε s♦♥t
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s✉r❥❡❝t✐✈❡s✳ ❙✐ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ X ❡st ✈✐❞❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐♦♠❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s
♠♦♥tr❡ q✉❡ X ❛ ✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✈✐❞❡ ❞❡ DG✲
♠♦❞✉❧❡s✱ ❡t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ♥✉❧❧❡✳✭ ✷✮ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ Hi(∅) = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ✭②
❝♦♠♣r✐s i = 0✮✳

◆♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❣r❛❞✉❛t✐♦♥s ét❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♦♥ ❛ C0(X) = Z0(X) ✭❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡
❞❡❣ré 0 ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ C0(X) → H0(X)✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ C0({∗}) → H0({∗}) = Λ✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ε : C0(X) → C0({∗})✱ ❝❡❝✐ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ε : C∗(X) → Λ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X✳

◆♦t♦♥s C̃∗(X) ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ε : C∗(X) → Λ✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ (X,A) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

H̃∗(∅) = 0

H̃∗(X) = H(C̃∗(X)) ✭s✐ X ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✮
H̃∗(X, ∅) = H̃∗(X)

H̃∗(X,A) = H∗(X,A) ✭s✐ A ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✮

❙✐ X ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ε ❛ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡

0 // C̃∗(X) // C∗(X)
ε // Λ // 0

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s

0 // H̃0(X) // H0(X) // Λ // 0

0 // H̃i(X) // Hi(X) // 0 ✭♣♦✉r i 6= 0✮

✷✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡t ❛①✐♦♠❡ ♥❡ ♥♦✉s ❞✐t r✐❡♥ s✉r C∗(∅)✱ à ♣❛rt q✉❡ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳

✷



▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♥t s❝✐♥❞é❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ H0(X) ≃ H̃0(X)⊕Λ✱ ♠❛✐s ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♥✬❡st ♣❛s ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ X✱ ❝❛r ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X → {∗}✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ H̃i(X) ≃ Hi(X) ♣♦✉r i 6= 0

❙✐ ∗ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ X✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ i : {∗} → X ❛ ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡
❧❛ ♣❛✐r❡ (X, {∗}) ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s Hi(X) → Hi(X, {∗}) ♣♦✉r i 6= 0✱ ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
❝♦✉rt❡ s❝✐♥❞é❡

0 // Λ
i∗ // H0(X) // H0(X, {∗}) // 0

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦sé Λ
i∗ //H0(X)

ε //Λ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ Λ ✭❝❛r ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ {∗}✮✱ ♦♥
✈♦✐t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ i∗ ❡st ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❑❡r(ε) ❞❛♥s H0(X)✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ H̃0(X) ≃
❑❡r(ε) ≃ H0(X)/■♠(i∗) ≃ H0(X, {∗})✳

❆✐♥s✐✱ H̃i(X) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Hi(X, {∗}) ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ tr✐♣❧❡t (X,A, {∗})
❞♦♥♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (X,A) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡ ✿

. . . // H̃1(X,A)
∂∗ // H̃0(A) // H̃0(X) // H̃0(X,A) // 0

❝❡tt❡ s✉✐t❡ ét❛♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡ s✐ A ❡st ✈✐❞❡✳

❖♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ X ❡t Y
s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ E✱ ❡t s✐ X ∩ Y ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

. . . // H̃1(X ∪ Y )

∂∗zz

H̃0(X ∩ Y ) // H̃0(X)⊕ H̃0(Y ) // H̃0(X ∪ Y ) // 0

❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬ét❛♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡ s✐ X ∩ Y ❡st ✈✐❞❡✳

✸ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s♣❤èr❡s✳

☞ ✹ ▲❡♠♠❡✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡ ❡t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ Sn à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉

Λ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

H̃i(S
n; Λ) ≃

{

Λ s✐ i = n
0 s✐♥♦♥

Hi(S
n; Λ) ≃







Λ⊕ Λ s✐ i = n = 0
Λ s✐ i = 0 < n ❡t s✐ 0 < i = n
0 s✐♥♦♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥♦♥ ré❞✉✐t❡
s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❛♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳ ▲❛ s♣❤èr❡ S0 ét❛♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡

✸



❡st Λ⊕Λ ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❡♥ ❞❡❣ré 0 ❡t s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡ ❡st Λ ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❡♥ ❞❡❣ré 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t n > 0 ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛❝q✉✐s ♣♦✉r ❧❛ s♣❤èr❡ S

n−1✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❧❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞✉ ♣ô❧❡ ♥♦r❞ ❡t ❞✉ ♣ô❧❡ s✉❞ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S

n✳ A ❡t B s♦♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡s✱ ❝❛r ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s à
R
n ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ stéré♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ A ∩ B ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡

à R
n − {0} ❡t ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ S

n−1✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ♣♦✉r
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // H̃i(S
n)

∂∗ // H̃i−1(S
n−1) // 0

❝❡ q✉✐ rés♦✉❞ ❧❡ ❝❛s ❞❡ S
n✳ ❏

☞ ✺ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ✭✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ P♦✉r n 6= m ✭n ❡t m ❡♥t✐❡rs

♥❛t✉r❡❧s✮✱ Rn ♥✬❡st ♣❛s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à R
m✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛s n = 0 ét❛♥t tr✐✈✐❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r n ❡t m ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : Rn → R

m✳ P♦✉r a ∈ R
n✱ ϕ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡

R
n − {a} → R

m − {ϕ(a)}✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ H̃n−1(R
n − {a}) → H̃n−1(R

m − {ϕ(a)})✳
▼❛✐s R

n − {a} ❛ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ S
n−1✱ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ t❡❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

♥✬❡①✐st❡ q✉❡ s✐ n = m✳ ❏

☞ ✻ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S
n ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ D

n+1 = {x ∈ R
n+1 | ‖x‖ ≤ 1}

♥✬❛ ♣❛s ❞❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s i ❝❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ r : Dn+1 → S
n

❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ❛ r ◦ i = 1Sn ✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r H̃n ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

H̃n(S
n)

i∗ //

1
%%L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

H̃n(D
n+1)

r∗

��

H̃n(S
n)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

Z //

1
��

?

?

?

?

?

?

?

0

��

Z

❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❏

☞ ✼ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✮ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ D
n → D

n ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✻
❢é✈r✐❡r✳ ❏

✹ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✳

❙✐ f : Sn → S
n ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲♠♦❞✉❧❡s f∗ : H̃n(S

n) →
H̃n(S

n)✳ ❈♦♠♠❡ H̃n(S
n) ≃ Z✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Z✲❧✐♥é❛✐r❡ f∗ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r

✉♥ ❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢✳

✹



☞ ✽ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : Sn → S
n✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ k ∈ Z t❡❧ q✉❡ f∗ :

H̃n(S
n) → H̃n(S

n) s♦✐t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r k✱ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ❞❡❣ré ✔✭ ✸✮ ❞❡ f ✳

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❡ S
n ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 1✱

❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦♠♦t♦♣❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ❝♦♠♣♦sé g ◦f

S
n

f
// S

n
g

// S
n

❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ f ❡t ❞❡ g✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ f ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f ✳ ❚♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ S

n ✈❡rs S
n ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 0✱ ❝❛r ❡❧❧❡ s❡

❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r Sn − {a} q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ✭♦ù a ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ S
n✮✳

☞ ✾ ▲❡♠♠❡✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥t✐♣♦❞❛❧❡ a : Sn → S
n ❡st (−1)n+1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳

❙✐ n = 0✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥t✐♣♦❞❛❧❡ é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✭❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡s a ❡t b✮ ❞❡ S0✳ ❖r H̃0(S
0)

❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ε : C0(S
0) → Z✱ ❡t ♦♥ ❛ ε(a) = ε(b) = 1✳ ❈❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r a− b✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥t✐♣♦❞❛❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ❞♦♥❝ a− b s✉r
b− a✱ ❡t s♦♥ ❞❡❣ré ❡st ❞♦♥❝ −1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t n ≥ 1✳ ▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❞❡✉① ♦✉✈❡rts UN = S

n − {N} ❡t US = S
n − {S} ✭♦ù N ❡t S s♦♥t

❧❡s ♣ô❧❡s ♥♦r❞ ❡t s✉❞ ❞❡ S
n✮✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ S

n−1 ❞❛♥s UN ∩ US ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ a✱
♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

H̃(Sn)
≃

∂∗ //

a∗

��

H̃n−1(UN ∩ US)

a∗

��

H̃n−1(S
n−1)

a∗

��

i∗oo

H̃(Sn)
≃

∂∗ // H̃n−1(US ∩ UN ) H̃n−1(S
n−1)

i∗

oo

◆♦✉s ❛rr✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ s❡✉❧❡ s✉❜t✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥tr❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛✛❛✐r❡ ❞❡ s✐❣♥❡✳
◆♦t❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥t✐♣♦❞❛❧❡ a é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ♦✉✈❡rts UN ❡t US ✱ ❡t ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❝❛rré ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ♥✬❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ q✉❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st é❝r✐t ✭❛✈❡❝ UN ∩US ❡♥ ❤❛✉t ❡t US ∩UN ❡♥ ❜❛s✮✳ ❇✐❡♥
sûr✱ ❝❡t é❝❤❛♥❣❡ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥
US ∩ UN = UN ∩ US ✳

❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ S
n−1 ❞❛♥s UN ∩ US ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ i∗ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ∂∗ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ q✉❛♥❞
♦♥ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ✭❧❡ç♦♥ ❞✉ ✷✶ ♠❛rs✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❡ ∂∗ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❞♦♥❝ ❥✉st❡ ♦♣♣♦sés ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ a∗ : H̃n−1(S

n−1) →
H̃n−1(S

n−1) ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r k ✭k = ±1✮✱ ❛❧♦rs a∗ : H̃n(S
n) → H̃n(S

n) ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣❛r −k✳ ❏

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ Rn+1

✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré −1 s✉r Sn✳

✸✳ ❖✉ ✓ ❞❡❣ré ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ✔✳

✺



✭❜✮ ❙♦✐t f ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Rn+1✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f ✐♥❞✉✐t s✉r Sn ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré
det(f)✳

✭❝✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳

☞ ✶✵ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙✐ f : Sn → S
n ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❛♥t✐♣♦❞❛❧❡ ✭❡t s♦♥ ❞❡❣ré ❡st ❞♦♥❝ (−1)n+1✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ f ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ x ❡t f(x) s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S
n✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲

❞✐t✱ f(x) ♥✬❡st ♣❛s ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ ❞❡ −x✳ ▲❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ r❡❧✐❛♥t f(x) à −x ❞❛♥s R
n+1

♥❡ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ♣❛r 0✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ♣r♦❥❡t❡r s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ 0✳ ▲✬❛r❝ ❞❡ ❣r❛♥❞ ❝❡r❝❧❡
❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ✭r❡❧✐❛♥t f(x) à −x✮ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

hx(t) =
(1− t)f(x)− tx

‖(1− t)f(x)− tx‖

▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ét❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ (t, x)✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡
❞❡ f à a✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ f ❡st (−1)n+1✳ ❏

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r n = 0✳ ❉❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡
✹ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭t♦✉t❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✮ ❞❡ S

0 ✈❡rs S0✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré
0✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞❡❣ré 1✱ ❡t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞❡❣ré −1✳

☞ ✶✶ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ s✉r Sn ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts ♣❛rt♦✉t ♥♦♥ ♥✉❧ s✐

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♣♦s♦♥s n+ 1 = 2p✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r x ❞❛♥s Rn+1

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐t❡s (a1, b1, . . . , ap, bp)✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t x = (a1, b1, . . . , ap, bp) ∈ S
n

s✉r Vx = (−b1, a1, . . . ,−bp, ap) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥t à ❧❛ s♣❤èr❡✱ ♣✉✐sq✉❡
〈x, Vx〉 = 0✱ ❡t ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❙♦✐t V : Sn → R
n+1 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉r Sn q✉✐ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s✳ P♦s♦♥s✱

♣♦✉r t♦✉t x ∈ S
n ❡t t♦✉t t ∈ [0, 1] ✿

h(x, t) =
x+ tVx

‖x+ tVx‖

◆♦t❡r q✉❡ x+ tVx ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♥✉❧✱ ❝❛r ❝♦♠♠❡ 〈x, Vx〉 = 0✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ‖x‖+ t2‖Vx‖ = 0✳ ▲❛
❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❡ S

n ✭q✉❛♥❞ t = 0✮ à
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f(x) =
x+ Vx

‖x+ Vx‖

q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❝❛r x ❡t Vx ❢♦r♠❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐❜r❡✱ x ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à
x + Vx✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ f ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t ❞❡ ❞❡❣ré
(−1)n+1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ n ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❏

☞ ✶✷ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙✐ n ❡st ♣❛✐r ❡t s✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t G ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t s✉r

S
n✱ ❛❧♦rs G ❡st 0 ♦✉ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/2✳

✻



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ g.x ❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S
n✳ ❙♦♥

❞❡❣ré ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❛♥s Z ❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ±1✳ ▼❛✐s s✐ g ♥✬❡st ♣❛s ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡
❞❡ G✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ g.x ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t s♦♥ ❞❡❣ré ❡st ❞♦♥❝ (−1)n+1 = −1✱ ♣✉✐sq✉❡
n ❡st ♣❛✐r✳ G ❡st ❞♦♥❝ ❡♥✈♦②é ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ {−1,+1} ♣❛r ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❢❛❝✐❧❡✮ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛✉tr❡s q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ s✉r −1✱ ❡t q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❥❡❝t✐✈❡
♣✉✐sq✉❡ s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ré❞✉✐t à ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ G ❛ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts✳ ❏

☞ ✶✸ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ Z/2 ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t s✉r S
n ✭♣♦✉r t♦✉t n✮ ♣❛r

❧✬❛❝t✐♦♥ ❛♥t✐♣♦❞❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ f : S

2n → S
2n t❡❧❧❡ q✉❡ fp = 1S2n ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ s✐ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r

✐♠♣❛✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Z/pZ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s❛✉r❛✐t êtr❡ ❧✐❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ s❡s ♦r❜✐t❡s ♥✬❛
♣❛s p é❧é♠❡♥ts✳ ▼❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ q✉✐ ❛❣✐t
✭❝❛r t♦✉t❡ ♦r❜✐t❡ ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✮✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ q✉❡ p ♦✉ 1✳

✼



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼
✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷✽ ♠❛rs ✷✵✶✷✳

✶ ❈❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

☞ ✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧❡ ✓ n✲s✐♠♣❧❡①❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ✔✱ ∆n✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

∆n = {(t0, . . . , tn) ∈ [0, 1]n+1 |

n
∑

i=0

ti = 1}

▲❡ ♣♦✐♥t (t0, . . . , tn) t❡❧ q✉❡ ti = 1 ❡t tj = 0 ♣♦✉r j 6= i ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ i✐è♠❡ s♦♠♠❡t ✔ ❞❡ ∆n ❡t

♥♦té i✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ ∆0✱ ∆1 ❡t ∆2 ✭[0, 1]n+1 ❡st ✜❣✉ré ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ✿

✵ ✵

✶

✵

✶

✷

❇✐❡♥ sûr✱ ∆n ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❝✬❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✭❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ R
n+1✮

❞❡ s❡s s♦♠♠❡ts✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r i t❡❧ q✉❡ 0 ≤ i ≤ n + 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ δi : ∆n → ∆n+1 t❡❧❧❡ q✉❡

{

δi(j) = j s✐ j < i

δi(j) = j + 1 s✐ j ≥ i

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ δi ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ i✐è♠❡ ❢❛❝❡ ✔✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t
s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦♠♠❡ts ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s i✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ ∆2✱ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❡ ∆1 ❡t ❧❡s
tr♦✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s δ0, δ1, δ2 : ∆1 → ∆2✱ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❡ ∆0 ❡t tr♦✐s ❢♦✐s ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
δ0, δ1 : ∆0 → ∆1✳



0 1

2

0 1

δ2

0

1

δ1

0

1

δ0

0

δ1

δ1

0

δ1

δ0

0

δ0 δ0

❖♥ r❡♠❛rq✉❡✱ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s δ2◦δ1 = δ1◦δ1✱ δ2◦δ0 = δ0◦δ1
❡t δ1 ◦ δ0 = δ0 ◦ δ0✳

☞ ✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ✓ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ✔ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ x : ∆n → X✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s n✲s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ X ❡st ♥♦té Sn(X)✳

P♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ✭❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✮ Λ✱ ❧❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ s✉r Sn(X) ❡st ♥♦té Cn(X) ✭♦ù

Cn(X; Λ) s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r Λ✮ ❡t s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s ✓ n✲❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❞❡ X ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Λ✮ ✔✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ X ✭❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❞é❢♦r♠é ét❛♥t
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ x✮✳

∆2

x

X

Sn(X) ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ très ❣r♦s ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝❛r✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱
✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡∆n ✈❡rsX✳ ◆♦t❡r q✉❡ S0(X) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à X✱ ❡t q✉❡ S1(X) ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ X✳ ❯♥❡
n✲❝❤❛î♥❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡st ❞♦♥❝ ✓ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✔ ❞❡ n✲s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs✳✭ ✶✮

☞ ✸ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✣♥❡✭ ✷✮ f : ∆n → X ❛ ✉♥ s❡♥s ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡
❛✣♥❡ ✭ré❡❧✮ X✱ ❡t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✐♠❛❣❡s q✉✬❡❧❧❡
❞♦♥♥❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ∆n✱ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t i
✭0 ≤ i ≤ n✮✱ f(i) ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s X✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

(t0, . . . , tn) 7→ t0f(0) + · · ·+ tnf(n)

✶✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢❛✐t t♦✉❥♦✉rs ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳
✷✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❜❛r②❝❡♥tr❡s✳

✷



❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s X ♣✉✐sq✉❡ t0+ · · ·+ tn = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ti s♦♥t
♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✱ ❧❡s ❜❛r②❝❡♥tr❡s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✛❛✐r❡ s♦♥t ❞❡s ❜❛r②❝❡♥tr❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♣♦s✐t✐❢s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ s✐ X ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡✱ t♦✉t
❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
✓ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❛✣♥❡ ✔✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Cn(X) ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ An(X) ❞❡s
✓ n✲❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❛✣♥❡s ✔✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞ X = ∆m✱ q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ R

m+1✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧❧❡r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✣♥❡s
∆n → ∆m q✉✐ s♦♥t ✐♥❥❡❝t✐✈❡s ❡t ❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ∆n s✉r ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ∆m ❡♥
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧✬♦r❞r❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① s♦♠♠❡ts✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ✓ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❛✣♥❡ ✔✱ ❡t ♦♥ ❛ ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ SAn(∆m) ⊂ An(∆m) ❞❡s
n✲❝❤❛î♥❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❛✣♥❡s ❞❡ ∆m✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ✉s❛❣❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

▲❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s Sn ❡t Cn s♦♥t ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t
❛✉① ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t
❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ f : X → Y ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t s✐ x : ∆n → X ❡st ✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ X✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦sé f ◦ x : ∆n → Y ❡st ✉♥
n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ Y ✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ Sn(f)(x) ♦✉ f∗(x)✳

∆n

f∗(x) !!B
BB

BB
BB

B

x // X

f

��
Y

❆✐♥s✐✱ Sn(f) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Sn(X) ✈❡rs Sn(Y )✳ ❇✐❡♥ sûr✱ Sn(f) ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y )✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ Sn ❡t Cn s♦♥t ❞❡s
❢♦♥❝t❡✉rs ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ Cn(f) s❡r❛ ❛✉ss✐ ♥♦té❡ f∗✳

■❧ ② ❛ ✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈✬❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡∆n → ∆n✳
❈❡ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ ∆n s❡r❛ ♥♦té en ❡t ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✔✳ ▲❛
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r x ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡
X ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : ∆n → X t❡❧❧❡ q✉❡ Sn(f)(en) = x✳ ❈❡tt❡ é❣❛❧✐té
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ é❝r✐t❡ f ◦ en = x✱ ❡t ❝♦♠♠❡ en ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❡ ∆n✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬♦♥ ❛
t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t f = x✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ♦♥ ❛ x = x∗(en)✳

∆n
x // X

∆n

en

OO

x∗(en)

>>}}}}}}}}

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ Sn : Top → Ens ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(∆n, en) ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❛♥t✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r G : Top → Λ✲
Mod✱ t♦✉t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ϕ : Cn → G ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t ϕ∆n

(en) ✭q✉✐

✸



❛♣♣❛rt✐❡♥t à G(∆n)✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ϕ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡
x : ∆n → X ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ X✱ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

Cn(∆n)

ϕ∆n

��

x∗ // Cn(X)

ϕX

��
G(∆n)

G(x)
// G(X)

❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ϕX(x) = ϕX(x∗(en)) = G(x)(ϕ∆n
(en))✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s n✲s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ X ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Λ✲❜❛s❡ ❞❡ Cn(X)✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡
❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ a ❞❡ G(∆n) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
ϕ : Cn → G✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐r ❡♥ ♣♦s❛♥t ♣♦✉r t♦✉t n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r x ❞❡ X✱
ϕX(x) = G(x)(a)✳✭ ✸✮

✷ ▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❜♦r❞ ✔ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ❡t ♦r❣❛♥✐s❡r
❧❡s ♠♦❞✉❧❡s Cn(X) ❡♥ ✉♥ DG✲♠♦❞✉❧❡✳ ❖♥ ♣♦s❡

C∗(X) =
⊕

n∈N

Cn(X)

C∗(X) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✮ ❣r❛❞✉é✱ s❡s é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré n ét❛♥t
❝❡✉① ❞❡ Cn(X)✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ i✐è♠❡ ❢❛❝❡ δi : ∆n−1 → ∆n ✐♥❞✉✐t ✭♣❛r tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✮ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ δ∗i : Sn(X) →
Sn−1(X) ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ X✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♣♦s❡r δ∗i (x) = x ◦ δi ✭♣♦✉r x ∈ Sn(X)✮✳ ❈❡tt❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Λ✲❧✐♥é❛✐r❡ δ∗i : Cn(X) → Cn−1(X)

0 1

2

∆2

x

X

0 1

δ2

∆1 δ∗2(x)

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ❝ôté t✐r❡té ❞✉ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r x ❡st ❧❡ 1✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r
δ∗2(x) = x ◦ δ2✳ ▲❡ ✓ ❜♦r❞ ✔ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡
s❡s ❢❛❝❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s✱ ❡♥

✸✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✐❝✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ Λ✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❨♦♥❡❞❛✳

✹



❢❛✐s❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s s✐❣♥❡s q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❢❛❝❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ x ∈ Cn(X) ❡st ✿

∂(x) =

n
∑

i=0

(−1)iδ∗i (x)

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ t♦♠❜❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✉ ❝✐❡❧✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❞❡ss✐♥❡r ∆2 ❡t ∆3 ♣♦✉r
êtr❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❧❛ ❜♦♥♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ∆2✱ ♦♥ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❝ôtés s♦♥t ♦r✐❡♥tés✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ét❛♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
s♦♠♠❡ts✳

0 1

2

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❝ôté ♦♣♣♦sé à 1 ❡st ❛ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s
❝ôtés✳ ■❧ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❝♦♠♣té ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛

∂(x) = δ∗0(x)− δ∗1(x) + δ∗2(x)

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ∆3✱ ♦♥ ❛ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ✉♥ s❡♥s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳

0 1

2

3

❙✐ ❧❡s ❢❛❝❡s ét❛✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♦r✐❡♥té❡s✱ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ✈♦✐r
❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s✳ ❖r✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ❝❛s✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❢❛❝❡s ♦♣♣♦sé❡s à 0 ❡t à 2✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ ❛❧♦rs
q✉✬❡❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ♦♣♣♦sé❡s à 1 ❡t à 3✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡❝✐ ♥✬❛ r✐❡♥ ❞✬ét♦♥♥❛♥t
♣✉✐sq✉❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥ ❝ôté ❝♦♠♠✉♥✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡
❧❡s ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦♣♣♦sé❡s s✉r ❝❡ ❝ôté ❝♦♠♠✉♥ ✿

✺



❙✐ ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ∆3 ét❛✐❡♥t ❞✬❡♠❜❧é❡ ❜✐❡♥ ♦r✐❡♥té❡s✱ ❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐r❛✐❡♥t ❞❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦♣♣♦sé❡s s✉r
❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ∆3✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s✳

P♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦❤ér❡♥t❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛❧t❡r♥é❡ ❞❡s ❢❛❝❡✳ ❇✐❡♥
❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ ❞é♠♦♥tr❡♥t r✐❡♥✳ ❊❧❧❡s s❡r✈❡♥t ❥✉st❡ à ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❜♦r❞✳

▲❡ ❜♦r❞ ∂ : Cn(X) → Cn−1(X) ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Λ✲
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❝✬❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ Cn ✈❡rs Cn−1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ f : X → Y ❡st ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Cn(X)✱ δ∗i (f∗(x)) = f ◦ x ◦ δi = f∗(δ

∗
i (x))✱ ❡t ❞♦♥❝

∂ ◦ f∗ = f∗ ◦ ∂✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ∂ : Cn → Cn−1 ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t
∂(en) ∈ Cn−1(∆n)✱ ❡t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∂ ◦ ∂ = 0✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∂(∂(en)) = 0✱
❝❛r ♦♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Sn(X)✱ ∂∂(x) = ∂∂(x∗(en)) = x∗(∂∂(en)) = 0✳

∂∂(en) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s (n−2)✲s✐♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❛✣♥❡s ❞❡ ∆n✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡
❝❡s (n−2)✲s✐♠♣❧❡①❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r s❡s n−1 s♦♠♠❡ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ∂∂(en)✱ ❝❤❛❝✉♥ ❡st
♦❜t❡♥✉ ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ r❡t✐r❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡✉① é❧❡♠❡♥ts ❞♦♥♥és ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é {0, . . . , n}✳ ❙✐ ♦♥ ❛ i < j✱ ❡t q✉✬♦♥ r❡t✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ s♦♠♠❡t j✱ ♣✉✐s ❧❡ s♦♠♠❡t
i✱ ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✉r❛ ♣♦✉r s✐❣♥❡ (−1)i(−1)j ✳ ❙✐ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♦♥ r❡t✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ s♦♠♠❡t i✱
❧❡ r❛♥❣ ❞✉ s♦♠♠❡t j s❡ tr♦✉✈❡ ❞✐♠✐♥✉é ❞❡ 1✱ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✉r❛ ♣♦✉r s✐❣♥❡ (−1)i(−1)j−1✱
q✉✐ ❡st ♦♣♣♦sé ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ (n − 2)✲s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❝♦♠♣té ❞❡✉① ❢♦✐s
❛✈❡❝ ❞❡s s✐❣♥❡s ♦♣♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ∂∂(en) ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂∂(en) = 0✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ✉♥ DG✲♠♦❞✉❧❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ C∗(X)✱
❡t ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡♥ X✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♣♦s❡r ❝❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡
❢♦♥❝t❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Top ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡s
Λ✲♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✳ ❈❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬✓ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✔✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❡
X ❡st ♥♦té❡ H∗(X)✱ ♦✉ H∗(X; Λ)✳

❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ X✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ε : C0(X) → Λ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡
S0(X) s✉r 1✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ε✱ s❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ♥✬❡st ♣❛s
✈✐❞❡✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦sé

C1(X)
∂ // C0(X)

ε // Λ

❡st ♥✉❧✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r C∗ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❡st ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳

✻



☞ ✹ ▲❡♠♠❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r C∗ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭✶✮ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡

❝❤❛î♥❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ A ❡t B ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ X✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱
Sn(A) ❡t Sn(B) s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ Sn(X)✱ ❡t ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st Sn(A∩B)✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡
q✉❡ C∗(A) ❡t C∗(B) s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ C∗(X)✱ ❡t ♠ê♠❡ ❜✐❡♥ sûr ❞❡s s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡s✱
♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛❝❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ C∗(A ∩ B) ❡st
❥✉st❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡s C∗(A) ❡t C∗(B) ❞❡ C∗(X)✱ ❡t ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭✶✮
❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡st ❝❛rtés✐❡♥✳ ❏

✸ ▲❡ ❝❛s ❞✉ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✭❛①✐♦♠❡ ✹✮✳

❘é❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ X = {∗} ❡st ré❞✉✐t à ✉♥
s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳ ■❧ ② ❛ ❜✐❡♥ sûr✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ ∆n → {∗}✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t Sn({∗}) ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❡t Cn({∗}) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
Λ✳ ▲❛ s✉✐t❡ ✿

0 C0(X)oo C1(X)
∂oo C2(X)

∂oo . . .∂oo

. . . Cn(X)
∂oo Cn+1(X)

∂oo . . .∂oo

s❡ ré❞✉✐t ❛❧♦rs à ❧❛ s✉✐t❡ ✿

0 Λoo Λ
0oo Λ

1oo Λ
0oo Λ

1oo . . .oo

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ 0 ❡st ❧❛ ✢è❝❤❡ ♥✉❧❧❡ ❡t 1 ❧❛ ✢è❝❤❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t xn ❧✬✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t❡✉r

❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Cn({∗})✱ ♦♥ ❛ ∂(xn) =
n
∑

i=0

(−1)ixn−1✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛✉t 0 s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t

xn−1 s✐ n ❡st ♣❛✐r✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❡①❛❝t❡ s❛✉❢ ❡♥ ❞❡❣ré 0✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡ DG✲♠♦❞✉❧❡ ❡st ❞♦♥❝
t❡❧❧❡ q✉❡ H0({∗}) ≃ Λ ❡t Hi({∗}) = 0 ♣♦✉r i 6= 0✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ H0({∗}) → Λ
❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ε : C0({∗}) → Λ✳

☞ ✺ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st ❞✐t ✓ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✔ ✭♦✉ ✓ Λ✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ✔✮ s✐ ❧✬✉♥✐q✉❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X → {∗} ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✹ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Cn(X) ❞❡s n✲❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ X ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡✳ ❙❛ ✓ ❜❛s❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✔ Sn(X) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s n✲s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ X✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Cn(X) ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ G✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ ❜❛s❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠✐❡✉① q✉❡ ❝❡❧❛✱ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
ϕX : Cn(X) → G(X) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s X ✭♦ù ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ G ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r

✼



♣❛r❛❧❧è❧❡ à Cn✮✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ✈❡❝t❡✉r✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ x : ∆n → X ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦♥ ❞❡✈r❛ ❛✈♦✐r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

Cn(∆n)
ϕ∆n //

x∗

��

G(∆n)

x∗

��
Cn(X) ϕX

// G(X)

❡t ♦♥ ❛✉r❛ ϕX(x∗(en)) = x∗(ϕ∆n
(en))✱ ♦ù en ∈ Cn(∆n) ❡st ❧❡ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ∆n✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ en = 1∆n
: ∆n → ∆n✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛ x∗(en) = x ◦ en = x✱

❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕX(x) = x∗(ϕ∆n
(en))✳ ❈♦♠♠❡ x ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❞❡ Cn(X)✱ ❝❡❝✐ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ϕX ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ X✱ ❡t ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ✐❧ ② ❛ ❡①❛t❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
✭❧✐♥é❛✐r❡s✮ Cn → G q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ϕ∆n

(en)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s G(∆n)✳✭
✹✮

❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❢❛✐t q✉❡ Cn(X) ❡st ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛ç♦♥ ✓ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❧✐❜r❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❢❛✐t❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ✈❡❝t❡✉r ✔✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛ss❡r ❞❡ Cn à C∗ ✭♦ù C∗(X)
s❡r❛ ❥✉st❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡✱ ♣✉✐sq✉❡ C∗(X) =
⊕

n∈N

Cn(X) ❡st ❡♥❝♦r❡ ❧✐❜r❡ ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧❡ ✓ ✈❡❝t❡✉r

❞❡ ❜❛s❡ ✔ en ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❛ ✓ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ✔ (en)n∈N✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❛✉t❛♥t
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❞❡❣ré 0 C∗ → G ✭♦ù ❝❡tt❡ ❢♦✐s G ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r
♣❛r❛❧❧è❧❡ à C∗✮ q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ Gn(∆n)✳

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♣❡✉ s✐ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝✐❜❧❡ ❞❡ C∗ ❡tG s♦✐t
♥♦♥ ♣❧✉s ❝❡❧❧❡ ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡ ❞❡s DGA-Λ✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❝❛r ♥♦tr❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ϕ : C∗ → G ✈❛ ❞❡✈♦✐r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♠♠✉t❡r ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦r❞
∂✱ ❡t s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♠ê♠❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❖♥ s✬❡♥ t✐r❡ t♦✉t❡❢♦✐s très ❜✐❡♥ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t
ϕ ❞❡❣ré ♣❛r ❞❡❣ré ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ✭❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✓ ❛❝②❝❧✐❝✐té ✔ q✉✐
s❡r❛ ♣ré❝✐sé❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ϕ : C0(X) → G0(X)
❡♥ ❞❡❣ré 0✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ♦♥ ❞❡✈r❛
❛✈♦✐r εϕ = ε✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ❞❡ ϕ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ✭♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s X✮ ♣❛r ϕ∆0

(e0)✳ ❈♦♠♠❡ ε ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ϕ∆0
(e0) ✉♥ é❧é♠❡♥t

t❡❧ q✉❡ ε(ϕ∆0
(e0)) = 1 = ε(e0)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❡♥tr❛î♥❡r❛ εϕ = ε ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ X✳

P♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ϕ ❝♦♥str✉✐t ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡❣ré n− 1✱ ❡t ♦♥ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t
ϕ∆n

(en)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❞♦✐t ❥✉st❡ ❧❡ ❝❤♦✐s✐r t❡❧ q✉❡ ∂(ϕ∆n
(en)) = ϕ∆n

(∂(en))✱ ❝❡ q✉✐ s✉✣r❛✱
t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té✱ à ❛ss✉r❡r q✉❡ ϕ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✉① ❜♦r❞s ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ X✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ ∂(ϕ∆n

(∂(en))) = ϕ∆n
(∂(∂(en))) = 0✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❝❡s é❣❛❧✐tés ♦♥t ✉♥ s❡♥s ❝❛r ϕ∆n

♥✬②

✹✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉r❛ ❜✐❡♥ sûr r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❥❡ ✈✐❡♥s ❥✉st❡ ❞❡ r❡❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❨♦♥❡❞❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ Sn✳
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✐♥t❡r✈✐❡♥t q✉❡ s✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s n− 1✳

C∗(∆n)

ϕ∆n

��

en_

��

� ∂ // ∂(en)
_

��

� ∂ // ∂∂(en) = 0
_

��
G(∆n) ϕ∆n

(en)
�

∂
// ϕ∆n

(∂(en))
�

∂
// 0

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ G(∆n) ❡st ✉♥ DGA-♠♦❞✉❧❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕ∆n
(∂(en))

❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ∂ : Gn(∆n) → Gn−1(∆n)✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ϕ∆n
(en)) s❛✲

t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ∂(ϕ∆n
(en)) = ϕ∆n

(∂(en))✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
ϕ : C∗ → G ❛✈❡❝ C∗ ❡t G à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡s DGA-Λ✲♠♦❞✉❧❡s✳

❈❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✭❡sq✉✐ssé❡✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s
❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳✭ ✺✮ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜✐❡♥ sûr é♥♦♥❝❡r ❡t ♣r♦✉✈❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣❧✉s ❣é♥é✲
r❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r C∗ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r F q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛②❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ C∗✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✓ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ✔ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳ ❖♥ ♠♦♥✲
tr❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ F ✈❡rs
G✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❛✉①
é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❥♦✉❡♥t ❧❡ rô❧❡ q✉❡ ❥♦✉❛✐❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s ❧❡s ϕ∆n

(en) ❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲
♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ q✉✐ ✈❛ ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡ G(∆n)✳ ❈✬❡st ❝❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱
❡t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ s❡ ❢❛✐r❡✳

✺ ❋♦♥❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s s✉r ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡✳

☞ ✻ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ M ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ C✱ ❡t F ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r

✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ ❞❡ C ✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s DGA-Λ✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ e ✐♥❞é①é❡ ♣❛r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ M✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t M ∈ Ob(M)✱ eM s♦✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡

❞❡ F (M)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ✓ F ❡st ❧✐❜r❡ s✉r (M, e) ✔✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C ❧❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ F (X)
❛❞♠❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

(f∗(eM ))M∈Ob(M),f∈C(M,X)

♣♦✉r Λ✲❜❛s❡✱ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t M ∈ Ob(M)✱ ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ F (M) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s f∗(eN )
t❡❧s q✉❡ N ∈ Ob(M) ❡t f ∈ M(N,M) ❡st ✉♥ s♦✉s✲DGA-Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ F (M)✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f∗(eN ) ❛✈❡❝ f ❞❛♥s
M s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲DGA-Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ F (M)✱ s❡ rés✉♠❡ ❜✐❡♥ sûr à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡
♣❛r ∂ ❡t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ε à ❝❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ s♦✐t s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠❡r♦♥s
❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ ❝❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❡st ✓ st❛❜❧❡ ♣❛r ε ✔✳✭ ✻✮

✺✳ ▲❡s ✓ ♠♦❞è❧❡s ✔ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (∆n, en)✱ ❡t ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ✓ ❛❝②✲
❝❧✐q✉❡s ✔ ❝❛r G(∆n) ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

✻✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♠❡♥t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥✐ ❜✐❡♥ sûr ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ M✱ q✉✐ s❡ rés✉♠❡ ❛❧♦rs à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ C✱ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡s ✓ ♠♦❞è❧❡s ✔✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡ ❞♦♥♥é❡ ✐❝✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✸✮ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✽ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✾



☞ ✼ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❜✐❡♥
sûr ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s C∗ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ♣❛r❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣♦✉r C ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ Top ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ♣♦✉r M ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ Top ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞ ∆n ✭n ∈ N✮✱ ❡t
❞♦♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛❝❡s δi : ∆n+1 → ∆n✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r
e∆n

✭q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❧✉tôt en✮ ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ en = 1∆n
: ∆n → ∆n✳

P♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X✱ ❡t t♦✉t n ∈ N✱ Cn(X) ❡st ❜✐❡♥✱ ❞❡ ♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡✱ ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❧❡s f∗(en) ✭♦ù f ♣❛r❝♦✉rt Top(∆n, X)✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ Cp(∆n)
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f∗(ep) ♦ù f : ∆p → ∆n ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ M✱ ∂(f∗(ep))✱ q✉✐ s✬é❝r✐t ❡♥❝♦r❡ f∗(∂(ep))
❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f∗(δq)✱ ♦ù ❧❡s δq : ∆p−1 → ∆p s♦♥t ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛❝❡s✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦sés f ◦ δq ét❛♥t ❞❛♥s M✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f∗(ep) ❛✈❡❝ f ❞❛♥s M✱ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ∂✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ st❛❜❧❡ ♣❛r
ε✱ ♣✉✐sq✉❡ ε(en) = 1✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❛❞♠❡t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r C ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
Top×Top ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣♦✉r F ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r (X,Y ) 7→ C∗(X)⊗ C∗(Y )✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r M ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s (∆n,∆m) ✭(n,m) ∈ N×N✮✱
❡t ❞♦♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❢❛❝❡s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t e(∆n,∆m) ❡st ❛❧♦rs ❧❡
t❡♥s❡✉r en ⊗ em ✭t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ en = 1∆n

✮✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✻ ➱♥♦♥❝é ❡t ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳

☞ ✽ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✮ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ F ❡t G ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs

C → DGA-ModΛ✳ ❙♦✐tM ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ C✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ F ❡st ❧✐❜r❡ s✉r (M, e)
❡t q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r A : M → DGA-ModΛ t❡❧ q✉❡ A(M) s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲DGA-Λ✲♠♦❞✉❧❡

❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ G(M)✱ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ M ✳✭ ✼✮ ❆❧♦rs ✿

• ✭✶✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ϕ : F → G t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t M ∈ Ob(M)✱
ϕ(eM ) ∈ A(M)✱

• ✭✷✮ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ h t❡❧❧❡

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t M ∈ Ob(M)✱ h(eM ) ∈ A(M)✳

• ✭✸✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t M ∈ Ob(M)✱ A|eM |+1(M) = 0✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st

❛✣r♠é❡ ♣❛r ✭✶✮ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✶✮ ◆♦t♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ✐❝✐ ❞❡ DGA-♠♦❞✉❧❡s ❡t
♥♦♥ ♣❛s ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r❥❡❝t✐✈❡s ε :
F0(X) → Λ ❡t ε : G0(X) → Λ✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ 0 : F → G ❢❡r❛✐t ❧✬❛✛❛✐r❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✶✮
❞✉ t❤é♦rè♠❡ s❡r❛✐t s❛♥s ✐♥térêt✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧❡

✼✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f : M → N ❞❡ M✱ f∗ : G(M) → G(N) ❡♥✈♦✐❡ A(M) ❞❛♥s A(N)✳

✶✵



tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
F0(X)

ϕX

��

ε
((RRRRRR

Λ

G0(X)
ε

66llllll

❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ε : F0(X) → Λ s♦✐t s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❞✐t ϕX = 0✳

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Ob(M)i ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts M ❞❡ M t❡❧s q✉❡ |eM | = i✳ P♦✉r
♥❡ ♣❛s r❡❢❛✐r❡ ♣♦✉r i > 0 ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❢❡r❛✐t ♣♦✉r i = 0✱
♦♥ ♣♦s❡ F−1(X) = G−1(X) = A−1(X) = Λ✱ ♦♥ r❡♥♦♠♠❡ ε ❡♥ ∂✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ϕX : F−1(X) →
G−1(X) ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ Λ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛♠♦r❝é ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t à i = −1✱ ❡t ♦♥
♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s❡r i ≥ 0✳ ◆♦t❡r q✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❧❛ s✉✐t❡

✾ . . . ∂ // Ai(M)
∂ // . . . ∂ // A0(M)

∂ // A−1(M) // 0

❡st ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r t♦✉t M ∈ Ob(M)✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t i ≥ 0✱ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ϕ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
❞❡❣rés str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à i✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
j < i ✿

• ϕX : Fj(X) → Gj(X) ❡st ❞é✜♥✐✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ X✱

• ϕX∂ = ∂ϕX : Fj(X) → Gj−1(X)✱

• ϕN (eN ) ∈ Aj(N) ♣♦✉r t♦✉t N ∈ Ob(M)j ✳

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t M ∈ Ob(M)i✱ q✉✬♦♥ ❛ ϕM (∂(eM )) ∈ Ai−1(M)✳✭ ✽✮ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ F
❡st ❧✐❜r❡ s✉r (M, e) ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭♣❛❣❡ ✾✮✮✱ ∂(eM ) s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ✿

✶✵ ∂(eM ) =
∑

k

λk(fk)∗(eNk
)

❛✈❡❝ Nk ∈ Ob(M)i−1 ❡t fk ∈ M(Nk,M) ✭❡t ♥♦♥ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t fk ∈ C(Nk,M) ✦✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

ϕM (∂(eM )) =
∑

k

λkϕM ((fk)∗(eNk
)) =

∑

k

λk(fk)∗(ϕNk
(eNk

))

♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ϕ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à fk : Nk →M ✳ ▼❛✐s ϕNk
(eNk

) ∈ Ai−1(Nk) ❡t ❝♦♠♠❡ fk ❡st ✉♥❡
✢è❝❤❡ ❞❡ M✱ (fk)∗(ϕNk

(eNk
)) ∈ Ai−1(M) ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ A ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞é✜♥✐ s✉r M✮✳

P❛r ❧✐♥é❛r✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r ϕX(f∗(eM )) ♣♦✉r M ∈ Ob(M)i ❡t f ∈ C(M,X)✳ ❈♦♠♠❡ ϕ

✽✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ♣❛r❝❡ q✉❡ ϕM (∂(eM )) = ∂(ϕM (eM )) ❡t ♣❛r❝❡ q✉❡
A(M) ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ∂ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✐♥❝♦rr❡❝t✱ ♣✉✐sq✉✬à ❝❡ st❛❞❡ ϕM (eM ) ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é✜♥✐✳

✶✶



❞♦✐t êtr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

Fi(M)
ϕM //

f∗
��

Gi(M)

f∗
��

Fi(X) ϕX

// Gi(X)

❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕX(f∗(eM )) ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ f∗(ϕM (eM )) ❡t q✉✬✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r
ϕM (eM )✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ϕM (∂(eM )) ∈ Ai−1(M)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ∂(ϕM (∂(eM ))) =
ϕM (∂(∂(eM ))) = 0✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✾ ✭♣❛❣❡ ✶✶✮ ❡st ❡①❛❝t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t a ✭♣❛s ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✮ ❞❛♥s Ai(M) t❡❧ q✉❡ ∂(a) = ϕM (∂(eM ))✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r ϕM (eM ) = a

♣♦✉r ❛✈♦✐r ∂(ϕM (eM )) = ϕM (∂(eM ))✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ϕ ❡♥ ❞❡❣ré i✱ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ϕ : Fi → Gi ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ rés✉❧t❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡
❨♦♥❡❞❛✮ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t ✭♦ù g : X → Y ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ C✮ ✿

g∗(ϕX(f∗(eM )) = g∗(f∗(ϕM (eM ))) ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ϕX✮
= (g ◦ f)∗(ϕM (eM ))
= ϕY ((g ◦ f)∗(eM )) ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ϕY ✮
= ϕY (g∗(f∗(eM )))

■❧ r❡st❡ ❥✉st❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ϕX∂ = ∂ϕX : Fi(X) → Gi−1(X)✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡M ∈ Ob(M)i✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ϕM (eM ) ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ∂(ϕM (eM )) = ϕM (∂(eM ))✳
P♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ f :M → X✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∂ϕX(f∗(eM )) = ∂f∗(ϕM (eM )) ✭♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ϕ✮
= f∗∂(ϕM (eM )) ✭f∗ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DGA-♠♦❞✉❧❡s✮
= f∗ϕM (∂(eM )) ✭♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ϕM (eM )✮
= ϕX(f∗(∂(eM ))) ✭♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ϕ✮
= ϕX(∂(f∗(eM ))) ✭f∗ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DGA-♠♦❞✉❧❡s✮

✭✷✮ ❙✐ ϕ ❡t ψ s♦♥t ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ F ✈❡rs G t❡❧❧❡s q✉❡ ϕM (eM ) ❡t ψM (eM )
s♦✐❡♥t ❞❛♥s A(M) ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ M✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ h ❞❡ ϕ à ψ
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ h ❡st ❜✐❡♥ sûr ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ −1✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ i ≥ 0 ❡t
s✉♣♣♦s♦♥s h ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡❣rés str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à i✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t j < i ✿

• hX : Fj(X) → Gj+1(X) ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✱

• ∂hX + hX∂ = ϕX − ψX : Fj(X) → Gj(X)✱

• hN (eN ) ∈ Aj+1(N) ♣♦✉r t♦✉t N ∈ Ob(M)j ✳

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉tM ∈ Ob(M)i✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ α = hM (∂(eM ))−ϕM (eM )+
ψM (eM )✱ ♦♥ ❛ α ∈ Ai(M)✱ ❝❛r ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ∂(eM ) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✶✵ ✭♣❛❣❡ ✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

hM (∂(eM )) =
∑

k

λkf∗hNk
(eNk

) ∈ Ai(M) ✭♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✮

✶✷



❇✐❡♥ sûr✱ ϕM (eM ) ❡t ψM (eM ) s♦♥t ❞❛♥s Ai(M) ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ✭✶✮✱ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❡t ♥❛t✉r❛❧✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r hM (eM )✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ |∂(eM )| < i✱ ♦♥ ❛

∂hM (∂(eM )) + hM (∂∂(eM )) = ϕM (∂(eM ))− ψM (∂(eM ))

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ∂(α) = 0✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t ❝❡❝✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s A(M) q✉✐ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ hM (eM ) ❞❛♥s Ai+1(M) t❡❧ q✉❡ ∂(hM (eM )) = α✳ ▲❡s ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ h ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t q✉❡ ∂h+ h∂ = ϕ− ψ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✭✶✮ ❡t s♦♥t ❧❛✐ssé❡s
❛✉ ❧❡❝t❡✉r✳

✭✸✮ ❙♦✐❡♥t ϕ ❡t ψ ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ F ✈❡rs G✳ ❊❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ❡♥ ❞❡❣ré −1✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡❣ré i− 1 ❡t s♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ M t❡❧ q✉❡ |eM | = i✳
❖♥ ❛ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ϕM (∂(eM )) = ψM (∂(eM )) ♣✉✐sq✉❡ |∂(eM )| < i✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡
Ai+1(M) = 0✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✾ ✭♣❛❣❡ ✶✶✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∂ : Ai(M) → Ai−1(M) ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ ❛ ∂(ϕM (eM )) = ϕM (∂(eM )) = ψM (∂(eM )) = ∂(ψM (eM ))✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕM (eM ) = ψM (eM )
♣♦✉r t♦✉t M ∈ Ob(M)i ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ϕ = ψ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡❣ré i✳ ❏

✶✸



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✷✳

❙✉✐t❡ ❞✉ ❝♦✉rs ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s

❛✐①♦♠❡s ✭✷✮ ❡t ✭✸✮ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳

✶ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ✭❛①✐♦♠❡ ✸✮✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t I ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ X,Y : I → Top ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Ob(I)✱
s♦✐❡♥t f, g : X(i) → Y (i) ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ i ❡t s♦✐t H : [0, 1] ×
X(i) → Y (i) ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ i✳ ❆❧♦rs ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DGA-♠♦❞✉❧❡s

f∗, g∗ : C∗(X(i)) → C∗(Y (i)) ✭q✉✐ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧s ❡♥ i✮ s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ i✱ ❡t

f∗ = g∗ : H∗(X(i)) → H∗(Y (i))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ X✱ ♥♦t♦♥s i0 ❡t i1 ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ X ✈❡rs [0, 1]×X

❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r i0(x) = (0, x) ❡t i1(x) = (1, x)✱ q✉✐ s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ X✳

(i0)∗ ❡t (i1)∗ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ C∗(X) ✈❡rs C∗([0, 1]×X) ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ X✳ ❖r C∗

❡st ❧✐❜r❡ s✉r ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ M ❞❡ Top q✉✐ ❛ ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❛✣♥❡s st❛♥❞❛r❞ ∆n ✭n ∈ N✮

❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts✱ ❡t C∗([0, 1]×∆n) ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❝❛r [0, 1]×∆n ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡

❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✭❛✈❡❝ A = G|M✮ ❛✣r♠❡ ❞♦♥❝

q✉❡ (i0)∗ ❡t (i1)∗ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✳

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ (i0)∗ ❡t (i1)∗ : C∗(X(i)) → C∗([0, 1] ×X(i)) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t

❡♥ i✱ ♣✉✐s✱ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❛✈❡❝ H∗✱ q✉❡ f∗ ❡t g∗ : C∗(X(i)) → C∗(Y (i)) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s ♥❛t✉r❡❧✲

❧❡♠❡♥t ❡♥ i✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ f∗ = g∗ : H∗(X(i)) → H∗(Y (i))✳✭ ✶✮ ❏

☞ ✷ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙✐ f, g : (X,A) → (Y,B) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✱ f∗, g∗ : C∗(X,A) → C∗(Y,B) s♦♥t

❤♦♠♦t♦♣❡s ❡t f∗ = g∗ : H∗(X,A) → H∗(Y,B)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡s ♣❛✐r❡s (X,A) ❡t (Y,B) ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs 2 → Top ❡t

❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ H ❞♦♥♥é❡ ❞❡ f à g ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

✶✳ ❏❡ ♠❡ s✉✐s ❛♣❡rç✉ q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭✸✮ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✷✶ ♠❛rs✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
q✉❡ s✐ f, g : (X,A) → (Y,B) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✱ ❛❧♦rs H∗(f) = H∗(g)✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ❧✬❛①✐♦♠❡
q✉✐ ❞✐t q✉❡ (i0)∗ ❡t (i1)∗ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✳ ❈❡tt❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts✱ ♠❛✐s ♥❡ ❧✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❙♣❛♥✐❡r✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s t❤é♦r✐❡s✳



❞❡s ♣❛✐r❡s✮✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ h ❞❡ f∗ à g∗✱ ❝❡ q✉✐ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 2 s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ ❥✉st❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

C∗(A) �

�

//

h

��

C∗(X)

h

��

C∗(B) �

�

// C∗(Y )

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ h ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f∗ à g∗ : C∗(X,A) →
C∗(Y,B)✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳ ❏

❇✐❡♥ sûr✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A = B = ∅ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

☞ ✸ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙✐ f, g : X → Y s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✱ f∗, g∗ : C∗(X) → C∗(Y ) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s ❡t

f∗ = g∗ : H∗(X) → H∗(Y )✳ ❏

▲❡s é♥♦♥❝és ❝✐✲❞❡ss✉s ❞✐s❡♥t q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r HoTop ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r

Top✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉✬✐❧ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ Top → HoTop✱ ❡t

❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Top ♣❛r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s Top✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r

♣rés❡r✈❡ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

☞ ✹ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙✐ f : (X,A) → (Y,B) ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ f∗ : H∗(X,A) →
H∗(Y,B) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❏

✷ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❤❛î♥❡s ✭❛①✐♦♠❡ ✷✮✳

❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t s♦✐t U = (Ui)i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ X ❞♦♥t ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs

r❡❝♦✉✈r❡♥t X✳ ❯♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r x : ∆n → X ❡st ❞✐t ✓ ❛ss✉❥❡t✐ à U ✔ s✬✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ I t❡❧

q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ x s♦✐t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s Ui✳ ❯♥❡ n✲❝❤❛î♥❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡
∑

j

λjxj ❞❡X ❡st ❞✐t❡ ✓ ❛ss✉❥❡t✐❡

à U ✔ s✐ t♦✉s ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs xj s♦♥t ❛ss✉❥❡t✐s à U ✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❛ss✉❥❡t✐❡s à

U s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ✓ ❛ss❡③ ♣❡t✐ts ✔✳

▲❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ X ❛ss✉❥❡t✐❡s à U à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Λ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲Λ✲♠♦❞✉❧❡

❞❡ C∗(X; Λ) q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ CU
∗ (X) ♦✉ CU

∗ (X; Λ)✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❤❛î♥❡s ✭t❤é♦rè♠❡ ✾

❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ❝❡s ✓ ♣❡t✐t❡s ❝❤❛î♥❡s ✔ s✉✣s❡♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ X✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ ✔ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ n + 1 ♣♦✐♥ts s0, . . . , sn ❛✣♥❡♠❡♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s❡s ✓ s♦♠♠❡ts ✔✮ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳✭ ✷✮ ❙✐ D ❡st ✉♥ n✲

s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts s0, . . . , sn✱ ❧❛ ❢❛❝❡ ♦♣♣♦sé❡ à si ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts

s0, . . . , si−1, si+1, . . . , sn✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❢❛❝❡s ❞✬✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ s♦♥t ❞❡s (n − 1)✲s✐♠♣❧❡①❡s

❛✣♥❡s✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ t♦✉t n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ D s❡r❛ ♥♦té G(D)✳ ■❧ ❡st ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡

✷✳ ❖♥ ♥✬✐♠♣♦s❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠étr✐q✉❡ s✉r D✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ s❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s✳

✷



❞❡s n+1 s♦♠♠❡ts t♦✉s ❛✛❡❝tés ❞✉ ♣♦✐❞s
1

n+ 1
✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡✉r ♥♦♠ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐sé✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts

❞✬✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ s♦♥t ♥♦tés 0, . . . , n✳

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞❡

s❡s s♦♠♠❡ts✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s s0, . . . , sn ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ D✳ ❙✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡✉①

♣♦✐♥ts ❞❡ D✱ ♦♥ ❛ y =
n∑

i=0

tisi ✭❛✈❡❝

n∑

i=0

ti = 1✮✱ ❞♦♥❝ ✿

‖x− y‖ = ‖x−
n∑

i=0

tisi‖

= ‖
n∑

i=0

ti(x− si)‖

≤
n∑

i=0

ti‖x− si‖

≤
n∑

i=0

ti sup
i

‖x− si‖

= sup
i

‖x− si‖

❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ x à y ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ x à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ D ✭❝❡❧✉✐

q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞❡ x✮✳ P♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥ ‖x− si‖ ≤ ‖sj − si‖ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ j✳ ❏

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t D ✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ d✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ G(D) à t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡

D ❡st ❛✉ ♣❧✉s
nd

n+ 1
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ▲❡ ❝❛s n = 0 ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s n > 0✳ ❙♦✐t D′ ❧❛ ❢❛❝❡

♦♣♣♦sé❡ à 0 ❞❛♥s D✱ ❡t ♣♦s♦♥s G = G(D) ❡t G′ = G(D′)✳ ❖♥ ❛ ✿

G =
1

n+ 1
0 +

n

n+ 1
G′

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✳ ❯♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ P ❞❡ D s✬é❝r✐t P = (1− t)0+ tQ ♦ù Q

❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ D′✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ G à P ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r G−P ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

f(t) = (
1

n+ 1
− 1 + t)0 +

n

n+ 1
G′ − tx

❖r t 7→ ‖f(t)‖2 = 〈f(t), f(t)〉 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré ❞❡ R ✈❡rs R q✉✐

t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]

❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ 0 ♦✉ ❡♥ 1✳ ❖♥ ❛ f(0) =
n

n+ 1
(G′ − 0) ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ f(0) ❡st ♠❛❥♦rés ♣❛r

nd

n+ 1
✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡

f(1) =
1

n+ 1
0 +

n

n+ 1
G′ − x =

1

n+ 1
(0− x) +

n

n+ 1
(G′ − x)

✸



❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r
1

n+ 1
d +

n

n+ 1

n− 1

n
d ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ‖f(1)‖ ≤

1

n+ 1
d+

n− 1

n+ 1
d =

nd

n+ 1
✳ ❏

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ✓ s✐♠♣❧❡①❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ✔ ❞✬✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ D ✭❝❡ s♦♥t ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s

s✐♥❣✉❧✐❡rs ❛✣♥❡s ❞❡ D✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s t❡❧ q✉❡ ✿

• ✭✶✮ t♦✉t 0✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ D ♥✬❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆0 → D✱

• ✭✷✮ t♦✉t s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ D ❡st ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②✲

❝❡♥tr✐q✉❡ ❞❡ D✱

• ✭✸✮ ♣♦✉r t♦✉t p✲s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ x ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ D✱ ❧✬✉♥✐q✉❡

s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❛✣♥❡ h(x) : ∆p+1 → D t❡❧ q✉❡ h(x)(0) = G(D) ❡t ∂0(h(x)) = x ❡st ✉♥

s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❞❡ D✱

• ✭✹✮ G(D) ❡st ✉♥ 0✲s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❞❡ D✳

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✱ q✉✬✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ p✲s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡

♣♦✉r p > n✳

☞ ✼ ▲❡♠♠❡✳ P♦✉r t♦✉t n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ D✱ ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ Bary∗(D) ❞❡ C∗(D) ❛②❛♥t ♣♦✉r
❜❛s❡ ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ D ❡st ✉♥ s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ x ❡st ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❞❡ D✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s s❡s ❢❛❝❡s✳

❈✬❡st ❝❧❛✐r q✉❛♥❞ x ❛ été ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✭✶✮✱ ✭✷✮ ♦✉ ✭✹✮ ✭♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞❡ ✭✷✮✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù x ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✸✮✱ ❝✬❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛

❢❛❝❡ ♦♣♣♦sé❡ à 0✳ ◗✉❛♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ❢❛❝❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✸✮✱ ❡t ♦♥

❛ ∂i(h(x)) = h(∂i−1(x)) ♣♦✉r i > 0✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ε : Bary∗(D) → Λ ✭♦ù Λ ❡st ❧❡ DG✲♠♦❞✉❧❡ Λ ❝♦♥❝❡♥tré ❡♥ ❞❡❣ré 0✮✱ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t

t♦✉t 0✲s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ s✉r 1✱ ❡t η : Λ → Bary∗(D) ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t 1 s✉r ❧❡ 0✲s✐♠♣❧❡①❡

G(D)✳ ❖♥ ❛ εη = 1✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ x−ηε(x) = ∂h(x)+h(∂x) ♣♦✉r t♦✉t s✐♠♣❧❡①❡

❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ x✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0✲s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ x ❞❡ D✱ ♦♥ ❛ ∂(h(x)) =
x−G(D) = x− ηε(x)✳ ❙✐ x ❡st ✉♥ p✲s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❞❡ D ♣♦✉r p > 0✱ ✐❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ s♦✐t

♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✷✮✱ s♦✐t ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✸✮✳ ❙✬✐❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✷✮✱ ♦♥ ❛ ∂h(x)+h(∂(x)) = x ♣❛r

❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❙✬✐❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✸✮✱ ♦♥ ❛ ∂(h(x)) = x+

n∑

i=1

(−1)i∂i(h(x))✳

▼❛✐s ∂i(h(x)) = h(∂i−1(x))✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥❝♦r❡ x = ∂(h(x)) + h(∂(x))✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t

s✐♠♣❧❡①❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ x ❞❡ D✱ ∂(h(x)) + h(∂(x)) = x− ηε(x)✳ ❏

☞ ✽ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t D ✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ d✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡①❡

❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❞❡ D ❡st ❛✉ ♣❧✉s
dn

n+ 1
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ❈✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t s✐ n = 0 ✭rè❣❧❡ ✭✶✮✮ ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ♣♦✉r

t♦✉s ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✹✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s n > 0✳ ❙✐ x ❡st ♦❜t❡♥✉

✹



♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✷✮✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ diam(x) ≤
d(n− 1)

n
<

dn

n+ 1
✳ ❊♥✜♥✱ s✐ x ❡st

♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✭✸✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✺ ❡t ✻ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❏

☞ ✾ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❤❛î♥❡s✮ ❙♦✐t U = (Ui)i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ X

❞♦♥t ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs r❡❝♦✉✈r❡♥t X✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ Λ✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ CU
∗ (X; Λ) →

C∗(X; Λ) ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r X 7→ C∗(X) ❡st ❧✐❜r❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s (∆n, en)n∈N ❡t q✉❡ ❧❡

s♦✉s✲DG✲♠♦❞✉❧❡ Bary∗(∆n) ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ∆n ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛♣rès

❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ♣♦✐♥t ✭✶✮✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ σ : C∗ → C∗ t❡❧❧❡

q✉❡ σ(en) ∈ Baryn(∆n)✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡ Baryn+1(∆n) = 0✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡

❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✸✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ✓ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ✔✳ ❉✬❛♣rès ❧❡

♣♦✐♥t ✭✷✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ❡t ♣❛r❝❡ q✉❡ C∗(∆n) ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ σ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦t♦♣❡ à ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ 1 : C∗ → C∗✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱ σk = σ ◦ · · · ◦ σ ❡st

♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦t♦♣❡ à 1✳

■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t
C∗(X)

CU
∗ (X)

❡st ♥✉❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡ n✲❝❤❛î♥❡

s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❡ X ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ❞❛♥s CU
∗ (X) ❡st ✉♥ ❜♦r❞ ♠♦❞✉❧♦ CU

∗ (X)✳ ❙♦✐t x =
∑

j

λjxj ✉♥❡

t❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ U ♣❛r xj ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ ∆n ❞♦♥t ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs

r❡❝♦✉✈r❡♥t ∆n✳ ❈♦♠♠❡ (
n

n+ 1
)k t❡♥❞ ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ k t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ kj t❡❧ q✉❡ ❧❡s

s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ σkj (en) s♦✐❡♥t ❛ss✉❥❡t✐s à ❝❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡

σk(xj) ❡st ❛ss✉❥❡t✐❡ à U ♣♦✉r t♦✉t k ≥ kj ✳

❙♦✐t k ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡s kj ✭q✉✐ s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✮✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ σk(x) =
∑

j

λjσ
k(xj) ❡st ❛❧♦rs

❛ss✉❥❡t✐❡ à U ✳ ❙♦✐t h ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ σk à 1✳ ❖♥ ❛ x−σk(x) = ∂h(x)+h(∂x)✳ ❈♦♠♠❡

∂(x) ∈ CU
∗ (X) ❡t ❝♦♠♠❡ h ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ h(∂x) ∈ CU

∗ (X)✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ x = ∂h(x)
♠♦❞✉❧♦ CU

∗ (X)✳ ❏

✺



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✹ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✷✳

✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ π1(X, ∗) ❛✈❡❝ H1(X;Z)✳

❙♦✐t (X, ∗) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦✐♥té ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ ❙♦✐t ∗n : ∆n → X ❧❡ n✲s✐♠♣❧❡①❡ t❡❧ q✉❡ ∗n(t) = ∗
♣♦✉r t♦✉t t ∈ ∆n✳ ◆♦t❡r q✉❡ ∂(∗1) = ∗0 − ∗0 = 0 ❡t q✉❡ ∂(∗2) = ∗1 − ∗1 + ∗1 = ∗1✳ ❙♦✐t σ
✉♥ ❧❛❝❡t ✭st❛♥❞❛r❞✮ ❞❡ (X, ∗)✳ ❈♦♠♠❡ [0, 1] ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ∆1✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r σ ❝♦♠♠❡ ✉♥

1✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ X✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ h(σ) ✭♦✉ ♠ê♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t σ✮✳ ▲❡ ❜♦r❞ ❞❡ h(σ)
❡st ∂0(h(σ))− ∂1(h(σ))✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ∗0 − ∗0 = 0✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ h(σ) ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡✳

❙✐ τ ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❤♦♠♦t♦♣❡ à σ✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ k : [0, 1] × [0, 1] → X t❡❧❧❡ q✉❡

k(t, 0) = k(t, 1) = ∗✱ k(0, s) = σ(s) ❡t k(1, s) = τ(s)✳

σ τ

∗

∗

X

k

❈♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ [0, 1]×{1} ❞❡ ❝❡ ❝❛rré ✭❧❡ ❝♦té s✉♣ér✐❡✉r✮ ❡st ❡♥✈♦②é s✉r ∗✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ k✮

D =
[0, 1]× [0, 1]

[0, 1]× {1}
→ X

σ τ

∗

2

X

k

✵ ✶

❖r✱ D ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ∆2 ❡t k ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ X✱ ❧❡s

s♦♠♠❡t ❞❡ ∆2 ét❛♥t ♥✉♠ér♦tés ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡



❧❛ 2✲❝❤❛î♥❡ k − ∗2✳ ❖♥ ❛

∂(k − ∗2) = ∂0(k)− ∂1(k) + ∂2(k)− ∗1
= h(τ)− h(σ) + ∗1 − ∗1
= h(τ)− h(σ)

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ h(τ) − h(σ) ❡st ✉♥ ❜♦r❞✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝②❝❧❡s h(τ) ❡t h(σ)
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ X✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❡♥

❞é✜♥✐❡

π1(X, ∗)
h

// H1(X;Z)

q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ✔✳✭ ✶✮

P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧✬❛♣♣❡❧❛t✐♦♥ ✓ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✔ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ rés✉❧t❡r ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ré✉t✐❧✐s❡r♦♥s

❛✉ss✐ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t σ ❡t τ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥❝❛té♥❛❜❧❡s ❞❡X ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧s q✉❡ σ(1) = τ(0)✮✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ 2 s✐♠♣❧❡①❡ y ❞❡ X t❡❧ q✉❡ ∂0(y) = τ ✱ ∂1(y) = σ⋆τ ❡t ∂2(y) = σ✳

❇✐❡♥ sûr✱ ♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ à ✈♦✐r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ 1✲s✐♠♣❧❡①❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡t é♥♦♥❝é ❛ ✉♥

s❡♥s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♦♥ ❛ ✜❣✉ré ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ r ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❞❡ ∆2 s✉r s♦♥

s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ∂0(∆2) ❡t ∂2(∆2)✳

2

✵ ✶

r

■❧ s✬❛❣✐t ❥✉st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ✐ss✉❡

❞❡ 1✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♣❛r r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ∂1(∆2) ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ∂2(∆2)⋆∂0(∆2)✳

▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥❝❛té♥❛❜❧❡s σ ❡t τ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ∂2(∆2) ∪ ∂0(∆2)
✈❡rs X✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ét❛♥t σ s✉r ∂2(∆2) ❡t τ s✉r ∂0(∆2)✳ ❊♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❛✈❡❝ r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ y : ∆2 → X✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ∂0(y) = τ ✱ ∂1(y) = σ⋆τ ❡t ∂2(y) = σ✳ ❏

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❧❛❝❡ts σ ❡t τ ❞❡ X✱ ∂(y) = h(τ)− h(σ⋆τ) + h(σ)✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡

q✉❡ h(σ⋆τ) = h(σ) + h(τ) ❞❛♥s H1(X;Z)✱ ❡t h : π1(X, ∗) → H1(X : Z) ❡st ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳

☞ ✷ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t σ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ X ❡t σ−1 ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣♣♦sé ✭σ−1(s) = σ(1 − s)✮✳ ❆❧♦rs ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ 2✲❝❤❛î♥❡ z t❡❧❧❡ q✉❡ ∂(z) = σ + σ−1✳

✶✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ h : πn(X, ∗) → Hn(X : Z)✳

✷



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ϕ : ∆2 → ∆1 ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ(0) = ϕ(2) = 0 ❡t

ϕ(1) = 1✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦sé y = σ ◦ ϕ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ X t❡❧ q✉❡ ∂0(y) = σ−1✱ ∂1(y) = ∗1
❡t ∂2(y) = σ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂(y + ∗2) = σ + σ−1✳ ❏

☞ ✸ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭P♦✐♥❝❛ré✮ ▲✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ h : π1(X, ∗) → H1(X;Z) ✭♦ù

X ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✮ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs ❞❡

π1(X, ∗)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x =
∑

i

λixi ✉♥ 1✲❝②❝❧❡ ❞❡ X✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❢♦r♠é ❞❡s ∂0(xi) ❡t ❞❡s ∂1(xi)

❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ 0✲s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ X✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ y ∈ A✱ s♦✐t σy ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ∗ à y✱ q✉✬♦♥
♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ 1✲s✐♠♣❧❡①❡ t❡❧ q✉❡ ∂0(σy) = y ❡t ∂1(σy) = ∗✳ ❈♦♠♠❡ ∂(x) = 0✱ ♦♥

❛
∑

i

λi(∂0(xi) − ∂1(xi)) = 0✱ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐
∑

i

λi(σ∂0(xi) − σ∂1(xi)) = 0 ✭❝❡❧❛ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛

r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ∂0 ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ C1(X) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s σy ✭y ∈ A✮ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t

❞♦♥❝ é❝r✐r❡

x =
∑

i

λi(xi − σ∂0(xi) + σ∂1(xi))

❈❤❛q✉❡ xi − σ∂0(xi) + σ∂1(xi) ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ 1✲❝②❝❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦♥ ❜♦r❞ ❞♦♥♥❡

∂0(xi)− ∂1(xi)− ∂0(xi) + ∗0 + ∂1(xi)− ∗0

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ h ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ xi − σ∂0(xi) + σ∂1(xi) ❡st

❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ h✳

∗ ∂1(xi)

∂0(xi)

xi

σ∂1(xi)

σ∂0(xi)

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶ ✭♣❛❣❡ ✷✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ y t❡❧ q✉❡ ∂0(y) = xi✱ ∂1(y) = σ∂1(xi)⋆xi ❡t
∂2(y) = σ∂1(xi)✳ ❊♥ ré❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ ♠ê♠❡ ❧❡♠♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ z t❡❧ q✉❡ ∂0(z) =

σ−1
∂0(xi)

✱ ∂1(z) = σ∂1(xi)⋆xi⋆σ
−1
∂0(xi)

❡t ∂2(z) = σ∂1(xi)⋆xi✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷ ✭♣❛❣❡ ✷✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ 2✲❝❤❛î♥❡

t t❡❧❧❡ q✉❡ ∂(t) = σ∂0(xi) + σ−1
∂0(xi)

✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

∂(z + y − t) = σ−1
∂0(xi)

− σ∂1(xi)⋆xi⋆σ
−1
∂0(xi)

+ σ∂1(xi)⋆xi

+xi − σ∂1(xi)⋆xi + σ∂1(xi)

−σ∂0(xi) − σ−1
∂0(xi)

= xi − σ∂0(xi) + σ∂1(xi) − σ∂1(xi)⋆xi⋆σ
−1
∂0(xi)

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❧❡ ❝②❝❧❡ xi − σ∂0(xi) + σ∂1(xi) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❧❡ ❝②❝❧❡

σ∂1(xi)⋆xi⋆σ
−1
∂0(xi)

✱ ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ h ♣✉✐sq✉❡ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s❡✉❧ 1✲s✐♠♣❧❡①❡

q✉✐ ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t✳

✸



❈♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H1(X;Z) ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ h ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs

❞❡ π1(X, ∗)✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❥✉st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ h ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s♦✉s✲

❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ x ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (X, ∗) ✭q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ 1✲❝②❝❧❡ ❞❡

X✮ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ 2✲❝❤❛î♥❡ u =
∑

i

λiui t❡❧❧❡ q✉❡ ∂(u) = x✳

▲❡ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ ui ❛ tr♦✐s s♦♠♠❡ts q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ 0i✱ 1i ❡t 2i✳ ❙♦✐t A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✜♥✐✮ ❞❡s s♦♠♠❡ts

❞❡ t♦✉s ❧❡s ui✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r y ∈ A✱ s♦✐t σy ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ∗ à y✱ ❞♦♥❝ t❡❧ q✉❡

∂0(σy) = y ❡t ∂1(σy) = ∗0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù y = ∗ ✭❝❡ q✉✐ ❛rr✐✈❡ ♣✉✐sq✉❡ x ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t✮✱ ♦♥ ♣♦s❡

σy = ∗1✳

∂0(ui)

∂1(ui)

∂2(ui)∗ 0i

2i

1iui

σ0
i

σ2
i

σ1
i

◆♦t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t B ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s 1✲s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs q✉✐ s♦♥t ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ui✱ ❡t ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ z ∈ B✱ ♣♦s♦♥s γz = σ∂1(z)⋆z⋆(σ∂0(z))
−1✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ γz ❡st ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ (X, ∗)✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ∂1(ui) ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ∂2(ui)⋆∂0(ui)✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❧❛❝❡t

γ∂2(ui)⋆γ∂0(ui)⋆(γ∂1(ui))
−1 ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ ❛✉ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

∏

i

(

γ∂2(ui)⋆γ∂0(ui)⋆(γ∂1(ui))
−1

)λi = 1

♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs ❞❛♥s π1(X, ∗)✳ ❖♥ ♣❡✉t ré♦r❞♦♥♥❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∏

z∈B

γkzz

♦ù ❧❡s kz s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ∂(u) =
∑

i

λi(∂0(ui)− ∂1(ui) + ∂2(ui))✱ kz ❡st ❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ z ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ∂(u)✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs 0 s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s z = γx = ∗1⋆x⋆∗1
♦ù ❝✬❡st 1✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ x ∼ 1 ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs✳ ❏

✹



✷ ▲✐♠✐t❡s ❡t ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s Ab ❡t ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s✐♠✐✲

❧❛✐r❡s✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ab ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s

❞❛♥s Ens✳ ❈✬❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ U : Ab → Ens ❛ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ✭❝❡❧✉✐

q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❡t ♣rés❡r✈❡ ❞♦♥❝ ❧❡s

❧✐♠✐t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t G ×H ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t

à G × H ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❞❛♥s Ens✮ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts à G ❡t à H✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t

U(G×H) = U(G)× U(H)✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ G×H s❡ rés✉♠❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡

❞❡ ❣r♦✉♣❡ s✉r U(G)× U(H)✳

▲❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ U : Ab → Ens ♥❡ ♣rés❡r✈❡

♣❛s ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s G ❡t H ❡st

❧❡ ❣r♦✉♣❡ G×H✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s G→ G×H ❡t H → G×H ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

x 7→ (x, 0) ❡t y 7→ (0, y) ✭❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts

U(G) ❡t U(H) ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ✭❞❛♥s Ens✮

à U(G ×H)✳ ▼❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s Ab✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é❝r✐r❡

❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ♣❡t✐t❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❡ Ens✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♥♦♥ ♣❛s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Ens ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✭✜♥✐❡✮ ❞❡ t❡❧s é❧é♠❡♥ts✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞✉

❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❣♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s

❣r♦✉♣❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ❖r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✓ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ✔✮✱ t♦✉t

é❧é♠❡♥t ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣r✐s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✈❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳✭ ✷✮

☞ ✹ ▲❡♠♠❡✳ ✭❛✮ ❙♦✐t (Gi)i∈I ✉♥❡ ✭♣❡t✐t❡✮ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✭♥♦tés ❛❞❞✐t✐✈❡♠❡♥t✮✳

▲❛ s♦♠♠❡ G ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❛♥s Ab ✭♥♦té❡
⊕

i∈I

Gi ❡t ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✓ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s Gi ✔✮

❛ ♣♦✉r é❧é♠❡♥ts ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s (xi)i∈I t❡❧❧❡s q✉❡ xi ∈ Gi ❡t ❞❡ s✉♣♣♦rt ✜♥✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡

xi = 0 s❛✉❢ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ i✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ (xi)i∈I ❡t (yi)i∈I ❡st (xi+yi)i∈I ✳
▲✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❡st (0)i∈I ✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ Gi ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬é❧é♠❡♥t [i, x] = (xj)j∈I
❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ t❡❧ q✉❡ xi = x ❡t xj = 0 ♣♦✉r j 6= i✳

✭❜✮ ❙♦✐t d : I → Ab ✉♥ ✭♣❡t✐t✮ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s Ab✳ ▲❡ s♦♠♠❡t L ❞✬✉♥ ❝♦❝ô♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡

❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡
⊕

i∈Ob(I)

d(i) ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ K ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t♦✉s ❧❡s

[i, x]− [j, d(ϕ)(x)] ♦ù ϕ : i→ j ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ I ❡t x ∈ d(i)✳ ▲❡s ❛rêt❡s d(i) → L
❞✉ ❝♦❝ô♥❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r x 7→ [i, x]✱ ♦ù ❧❡ s✉r❧✐❣♥❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠♦❞✉❧♦ K✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ F ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ I✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡

K s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [i, x]− [j, d(ϕ)(x)]✱ ♦ù ❧❡s ϕ s♦♥t ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ F ✳

✷✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ ♣✉✐ss❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ✭❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝♦é❣❛❧✐s❡✉r✮ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ✉♥ ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❡①✐st❡♥t✳
❱♦✐r ♠♦♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✵✱ ♣❛❣❡ ✶✷✸✳

✺



P♦✉r t♦✉t i✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ [i, x] ❞❡ Gi ✈❡rs G =
⊕

i∈I

Gi ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ✓ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✔✳

❊❧❧❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✭❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (xi)i∈I ❞❡ G ♦♥ ❛

(xi)i∈I =
∑

xi 6=0

[i, xi]✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ G ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✭✜♥✐❡✮ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ✐♠❛❣❡s

❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✱ ❡t ❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✳ P♦✉r x = (xi)i∈I ❞❛♥s G✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ xi q✉❡ [i, xi]
♣♦✉rr❛ êtr❡ ❛♣♣❡❧é ✓ i✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ x ✔✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❙♦✐t (fi : Gi → H)i∈I ✉♥ ❝♦❝ô♥❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭s❛♥s ✢è❝❤❡✮ ❢♦r♠é ♣❛r

❧❡s ❣r♦✉♣❡s Gi✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ θ((xi)i∈I) =
∑

xi 6=0

fi(xi)✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ θ : G→ H ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱

q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t q✉✐ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Gi✱

θ([i, x]) = fi(x)✳

✭❜✮ ❙♦✐t (fi : Gi → H)i∈I ✉♥ ❝♦❝ô♥❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ d✱ ❞♦♥❝ t❡❧ q✉❡ fj(d(ϕ)(x)) = fi(x) ♣♦✉r
t♦✉t ϕ : i → j ❡t t♦✉t x ∈ Gi✳ ❉✬❛♣rès ✭❛✮✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s θ : G → H ✭♦ù

G =
⊕

i∈I

Gi✮✱ t❡❧❧❡ q✉❡ θ([i, x]) = fi(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Gi✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

θ([i, x]− [j, d(ϕ)(x)]) = θ([i, x])− θ([j, d(ϕ)(x)])
= fi(x)− fj(d(ϕ)(x))
= fi(x)− fi(x) = 0

θ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r θ : G/K → H✱ t❡❧❧❡ q✉❡ θ([i, x]) = fi(x)✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❡st

❝❧❛✐r❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ [i, x]−[j, d(ϕ)(x)] ❡st [i,−x]−[j, d(ϕ)(−x)] ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t

❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs [i, x]− [j, d(ϕ)(x)]+ [i, y]− [j, d(ϕ)(y)] = [i, x+ y]− [j, d(ϕ)(x+ y)]✱
❡t ♣♦✉r ϕ : i→ j ❡t ψ : j → k✱ [i, x]− [k, d(ψ◦ϕ)(x)] ❡st é❣❛❧ à [i, x]− [j, d(ϕ)(x)]+[j, d(ϕ)(x)]−
[k, d(ψ)(d(ϕ)(x))]✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡♥ rés✉❧t❡✳ ❏

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ N✱ ♠✉♥✐ ❞❡ s♦♥ ♦r❞r❡ ✉s✉❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❙♦✐t d : N →
Ab ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❡t s♦✐t x ∈ d(0)✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ [0, x] = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ N t❡❧

q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ x ❞❛♥s d(k) s♦✐t ♥✉❧❧❡✳

❊♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st

❡♥r✐❝❤✐❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❢❛ç♦♥s✳ ◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s ✐❝✐ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é♠♦♥tré❡s ❝✐✲❞❡ss✉s

à ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❡♥r✐❝❤✐s✳ ▲❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t

❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✈♦♥t ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C✱ ♣✉✐ss❡ êtr❡ q✉❛❧✐✜é❡ ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝✲

t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ ♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐

U : C → Ab✳ ❙✐ ❝❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❛ ❞✬❛ss❡③ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ Ab ♣❡✉✈❡♥t

s❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ à C✳ ❈❡ q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❡t ❞❡ ❝♦❧✐✲

♠✐t❡s ❞❛♥s C s♦✐t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ Ab✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

U ✓ ♣rés❡r✈❡ ✔ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ r❡✢èt❡ ❝❡r✲

t❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦✉

✉♥ é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✓ ❞✐ss♦✉❞r❡ ✔ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s

❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥✬✐r♦♥s ♣❛s ❥✉sq✉❡ ❧à✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r❛ à ❧❛ ♠❛✐♥ ❡t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té q✉❡ ❧❡s

✻



❧✐♠✐t❡s ❡t ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és ❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s Ab✳

✸ ❈♦❧✐♠✐t❡s ✜❧tr❛♥t❡s✱ ❧✐♠✐t❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ❧✐♠✐t❡s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✳

❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ I ❡st ❞✐t❡ ✓ ✜❧tr❛♥t❡ ✔ s✐ s✉r t♦✉t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✜♥✐♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré ❞❡ I ✐❧ ② ❛ ✉♥

❝♦❝ô♥❡ ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡

s✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝♦❝ô♥❡ ❡t q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡s f, g : X → Y
♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✭✐❧ ❡①✐st❡ h : Y → Z✱ t❡❧❧❡ q✉❡ h ◦ f = h ◦ g✮✳

❙✐ I ❡st ✜❧tr❛♥t❡✱ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ d : I → C ❡st ❞✐t ✓ ✜❧tr❛♥t ✔✳ ▲❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

✭s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ✓ ❝♦❧✐♠✐t❡ ✜❧tr❛♥t❡ ✔✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é✱

✉♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ ✜❧tr❛♥t❡ ❞✬✉♥ I✲❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ✓ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✔✳ ❉✉❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡

❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ✓ ❝♦✜❧tr❛♥t❡ ✔ s✐ s❛ ❞✉❛❧❡ ❡st ✜❧tr❛♥t❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❧✐♠✐t❡ ❝♦✜❧tr❛♥t❡ ✔✱

❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✓ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✔✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ✜❧tr❛♥t❡s ② ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

✜♥✐❡s ✭❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✜♥✐♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞rés✮✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ Ens✱ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ab ❞❡s

❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és ❡t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❣r❛❞✉és✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♦♣♣♦sé❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❞❛♥s ♥♦s ❝❛té❣♦r✐❡s

✉s✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦✜❧tr❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡

❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é ❝♦♥s✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ é❣❛✲

❧✐s❡✉r ✭♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s✮ ♣✉✐s ✉♥ ❝♦é❣❛❧✐s❡✉r ✭♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✮✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡

❡❧❧❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ✓ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✔✳✭ ✸✮

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✳

❖♥ ♣❡✉t s✬❡♥ ❛ss✉r❡r ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t M ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é é❣❛❧ à Z ❡♥

❞❡❣rés 0 ❡t 1 ❡t ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞❡❣rés✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r 2 ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r❞✳

❙♦✐t f :M →M ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✐ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ♣❛r 3✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡

✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✭♣r♦❥❡❝t✐✈❡✮ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

M M
f

oo M
f

oo M
f

oo . . .f
oo

❡st 0✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st 0✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st Z/2 ❡♥ ❞❡❣ré 0✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦s ❝❛té❣♦q✐❡s✱

Ens✱ Ab✱ ✳ ✳ ✳✮✱ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❛r ❞❡s ❝❛rrés ❝❛rtés✐❡♥s ✭q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s

❧✐♠✐t❡s✮✳ ❉✉❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭❧❡s s✉r❥❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡

♥♦s ❝❛té❣♦r✐❡s✮✳ ▲❡s r❡♠❛rq✉❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ✜❧tr❛♥t❡s ♣rés❡r✈❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡s

♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ♥♦s ❝❛té❣♦r✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s✮✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s

✸✳ ❯♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ r❡q✉✐❡rt q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❛❞♠❡ttr♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡t
❡①♣♦sé✳

✼



♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s Ens✱ Ab✱ ✳ ✳ ✳ ✭♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦✜❧tr❛♥t❡s✮ ♥❡ ♣rés❡r✈❡♥t ♣❛s ❡♥

❣é♥ér❛❧ ❧❡s é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r C∗ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❝♦♠♠✉t❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥

♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ ✈ér✐✜❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❝♦♠♣❛❝t X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ✜❧tr❛♥t ✭❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❥✉st❡ à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①

❝♦♠♣❛❝ts ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✮

❞✬✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡s ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s✮

❞❡ s❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❡st ✓ ✉♥❡

t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s à s✉♣♣♦rts ❝♦♠♣❛❝ts ✔✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ✓ t❤é♦r✐❡

❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ à s✉♣♣♦rts ❝♦♠♣❛❝ts ✔✳

✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❇r♦✉✇❡r✳

☞ ✺ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❙✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st à s✉♣♣♦rts ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❡t s✐ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ A
❞❡ S

n ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à [0, 1]p ✭0 ≤ p ≤ n✮✱ ❛❧♦rs H̃i(S
n −A) = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r p✳ ❙✐ p = 0✱ A ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t S
n − A ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à

R
n✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t p ≥ 1✳ ❈♦♠♠❡ [0, 1] = [0, 1/2] ∪ [1/2, 1]✱ A ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①

❝♦♠♣❛❝ts A′ ❡t A′′ t♦✉s ❞❡✉① ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s à [0, 1]p ❡t t❡❧s q✉❡ A′ ∩ A′′ s♦✐t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡

à [0, 1]p−1✳ ❈♦♠♠❡ H̃i(S
n − (A′ ∩ A′′)) = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❛ s✉✐t❡

❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐♠❡

H̃i(S
n −A)





i∗
j∗





// H̃i(S
n −A′)⊕ H̃i(S

n −A′′)

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H̃i(S
n−A) ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t x ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❆❧♦rs ❧✬✉♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts

i∗(x) ♦✉ j∗(x) ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✳ ❉✐s♦♥s q✉❡ ❝✬❡st i∗(x) ❡t r❡❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✈❡❝

A′ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ A✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝ts A = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ✱

t♦✉s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s à [0, 1]p✱ t❡❧s q✉❡ B =
⋂

k∈N

Ak s♦✐t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à [0, 1]p−1 ❡t t❡❧s q✉❡ ❧❡s

✐♠❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ x ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s H̃i(S
n−Ak) s♦✐❡♥t t♦✉t❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✭❡①❡r❝✐❝❡

✶ ✭♣❛❣❡ ✻✮✮ q✉❡ ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s

H̃i(S
n −A0) // . . . // H̃i(S

n −Ak) // H̃i(S
n −Ak+1) // . . .

♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st à s✉♣♣♦rts ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❡t ❝♦♠♠❡ S
n −B ❡st ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡

❞❡s Sn −Ak✱ ♦♥ ❛ 0 = H̃i(S
n −B) = colimk H̃i(S

n −Ak)✭
✹✮ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ❏

✹✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✈❛✉t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡✳

✽



☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st à s✉♣♣♦rts ❝♦♠♣❛❝ts ✭❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❞❛♥s Λ✮✱ ❡t s✐ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ S
n ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S

k✱ ❛✈❡❝ 0 ≤ k ≤ n − 1✱ ❛❧♦rs
H̃n−k−1(S

n −A) ≃ Λ ❡t H̃i(S
n −A) = 0 ♣♦✉r i 6= n− k − 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k✳ ▲❡ ❝❛s k = 0 ét❛♥t tr✐✈✐❛❧ ✭❝❛r Sn − A✱ q✉✐ ❡st Sn ♣r✐✈é

❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ S
n−1✮✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ k ≥ 1✳ Sk ét❛♥t ❧❛ ré✉♥✐♦♥

❞❡ s❡s ❞❡✉① ❤é♠✐s♣❤èr❡s ❢❡r♠és✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ A = A′ ∪ A′′✱ ♦ù A′ ❡t A′′ s♦♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s à

❞❡s ❞✐sq✉❡s ✭❞♦♥❝ ❛✉ss✐ à ❞❡s ❝✉❜❡s [0, 1]k✮ ❡t ♦ù A′ ∩ A′′ ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S
k−1✳ ❈♦♠♠❡

H̃i(S
n −A′)⊕ H̃i(S

n −A′′) = 0✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

H̃i(S
n − (A′ ∩A′′))

∂∗
// H̃i−1(S

n −A)

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❏

❯♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ A ❞❡ S3 ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S
1 ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✓ ♥÷✉❞ ✔✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡

q✉❡ H1(S
3−A;Z) ≃ Z✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ π1(S

3−A, ∗) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ❣r♦✉♣❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ✔✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡

❞❡ P♦✐♥❝❛ré ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛❜é❧✐s❛♥✐sé ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡st t♦✉❥♦✉rs Z✳

☞ ✼ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❇r♦✉✇❡r✮ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Sn ❤♦♠é♦✲

♠♦r♣❤❡ à S
n−1 ✭n ≥ 1✮✳ ❆❧♦rs Sn − A ❛ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❛②❛♥t A ❝♦♠♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡

❝♦♠♠✉♥❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s f : Sn−1 → S
n ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S

n−1 s✉r A✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡

♣ré❝é❞❡♥t✱ H̃0(S
n − A) ≃ Λ✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ S

n − A ❛ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r

❛r❝s✳ ❈♦♠♠❡ S
n − A ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ✭❝✬❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ S

n✮✱ Sn − A ❛ ❞❡✉①

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s C1 ❡t C2✳ ▲❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ C1 ❡t C2 s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s A✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t x ∈ S

n−1✱ ❡t s♦✐t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ x ❞❛♥s t❡❧ q✉❡ S
n−1 − U s♦✐t

❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à D
n−1 ✭❞♦♥❝ à [0, 1]n−1✮✳ ❆❧♦rs H̃∗(S

n − f(Sn−1 −U)) = 0 ❡t Sn − f(Sn−1 −U)
❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ σ : [0, 1] → S

n✱ é✈✐t❛♥t f(Sn−1−U)✱ ❡t r❡❧✐❛♥t ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ C1 à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ C2✳ σ

−1(A) ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ [0, 1] ✭♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♥✐

0 ♥✐ 1✮✱ ❞♦♥t ♦♥ ♥♦t❡r❛ a ❡t b ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ σ(a) ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ♣♦✐♥t

❞❡ A − f(Sn−1 − U)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ f(U)✱ ❡t ✐❧ ❡st ❛❞❤ér❡♥t à C1✳ ❉❡ ♠ê♠❡ σ(b) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t

❞❡ f(U) ❛❞❤ér❡♥t à C2✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ f(x) ❞❛♥s S
n✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧

❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(U)✱ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ C1 ❡t ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ C2✱ ❞♦♥❝

q✉❡ A ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ C1 ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ C2✳ ❆✐♥s✐✱ A ❡st ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡

❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ C1 ❡t C2✳ ❏

☞ ✽ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✮ ❚♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ S
n q✉✐ ❡st ❤♦♠é♦✲

♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ S
n ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ S

n✳

◆♦t❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ é♥♦♥❝❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ② r❡♠♣❧❛ç❛♥t Sn ♣❛r Rn✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Sn✱ ❡t f : A→ U ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A ✈❡rs ✉♥ ♦✉✈❡rt

U ❞❡ S
n✳ ❙♦✐t x ∈ A✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ B ❞❡ ❝❡♥tr❡ f(x) ✭❞❡ r❛②♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧✮ ❝♦♥t❡♥✉❡

❞❛♥s U ✳ ◆♦t♦♥s ∂(B) ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ B ✭q✉✐ ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S
n−1✮✳ f−1(∂(B)) ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡

❞❡ Sn ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S
n−1✳ Sn− f−1(∂(B)) ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡✉①

✾



♦✉✈❡rts ❞❡ S
n✳ ❈♦♠♠❡

S
n − f−1(∂(B)) = f−1(B − ∂(B)) ∪ (Sn − f−1(B))

❡t ❝♦♠♠❡ f−1(B−∂(B)) ❡t Sn−f−1(B) s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s

❞❡ Sn−f−1(∂(B))✳ ❈❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ét❛♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ Sn✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ x ∈ f−1(B−
∂(B)) ⊂ A✳ ❈♦♠♠❡ x ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ A ❡st ♦✉✈❡rt ❞❛♥s Sn✳ ❏

✶✵



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ P❛r✐s✲❉✐❞❡r♦t ✷✵✶✶✲✷✵✶✷
❆✳ Pr♦✉té✱ ❍✳ ▼♦✉rt❛❞❛✳ ▼❛st❡r ✶ ✭✸✶❯❉▼❚✹✷✮

❊①❛♠❡♥ ♣❛rt✐❡❧ ❞✉ ✶✶ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✷✳

■✳

❙♦✐t Λ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❙♦✐t M =
⊕

i∈Z

Mi ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é✳ ❖♥

❞✐t q✉✬✐❧ ❡st ✓ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ✔ s✐ ❝❤❛q✉❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ Mi ❡st ❧✐❜r❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡st ✓ ❜♦r♥é

✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ✔ s✬✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ Z t❡❧ q✉❡ Mi = 0 ♣♦✉r i < k✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ M ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❡t ❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❡ M ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ ❛✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥✉❧✳✭ ✶✮ ✭Pr♦❝é❞❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré✳✮

❙♦✐t f :M → N ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és ❞❡ ❞❡❣ré k ✭|f | = k✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t

❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é C(f) ❡♥ ♣♦s❛♥t C(f)i =Mi−k−1 ⊕Ni ❡t ♦♥ ♣♦s❡

∂

(

x
y

)

=

(

−(−1)k∂(x)
f(x) + ∂(y)

)

✭❜✮ ❱ér✐✜❡r q✉❡ C(f) ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é✳

✭❝✮ ▼♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és

0 // N
u

// C(f)
v

// M // 0

y � //

(

0
y

)

(

x
y

)

� // x

❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✭❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t✮ ❡st f∗ :
H∗(M) → H∗(N)✳

✭❞✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ M ❡t N s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❡t ❜♦r♥és ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ❡t s✐ f ✐♥❞✉✐t ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❛❧♦rs f ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

■■✳

❯♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ S
3 ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à [0, 1]p s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ✓ p✲❝✉❜❡ ✔✳ ❯♥ ✓ ❝✉❜❡ ✔ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡

A ❞❡ S
3 t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ p ∈ N t❡❧ q✉❡ A s♦✐t ✉♥ p✲❝✉❜❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❡st ♦r❞♦♥♥é ♣❛r

✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ C✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❛✉ss✐ à ❝♦♥s✐❞ér❡r

✶✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ sûr ✐❝✐ ❞✬✓ ❤♦♠♦t♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✔✳



❝❡rt❛✐♥❡s s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡s D ❞❡ Ck ✭k ∈ N✮✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✳ ❖♥ ♥♦t❡ Z

❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❝♦♥st❛♥t D → Z✲Mod ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉t k✲✉♣❧❡ ❞❡ ❝✉❜❡s s✉r Z ❡t t♦✉t❡

✢è❝❤❡ ✭k✲✉♣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮ s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ Z✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡s p✲❝✉❜❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Z → H2(S
3−A∪B)

♥❛t✉r❡❧ ❡♥ A ❡t B✳✭ ✷✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ H̃1(S
3 −A ∪B) = H̃0(S

3 −A ∪B) = 0✳

▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ 1 ∈ Z ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s❡r❛ ♥♦té❡ eAB✳ (eAB) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉

Z✲♠♦❞✉❧❡ H2(S
3 −A ∪B)✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❡r❛ s❛ ✓ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✔✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❝✉❜❡s A ❡t B ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ❛ eAB = −eBA✳

✭❝✮ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ❝✉❜❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ α ❡t β ❞❡✉① ❝✉❜❡s ❞✐s❥♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ α∪β ⊂ a∪b✳ ▼♦♥tr❡r

q✉❡ ❧✬❤♦♠♦r♣❤✐s♠❡

H2(S
3 − a ∪ b) // H2(S

3 − α ∪ β)

✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡♥✈♦✐❡ eab s✉r

{

eαβ s✐ α ⊂ a ❡t β ⊂ b
0 s✐ α ⊂ a ❡t β ⊂ a

✭❞✮ ❙♦✐❡♥t A✱ B✱ C ❡t D q✉❛tr❡ ❝✉❜❡s ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦✲

♥✐q✉❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

H2(S
3 −A ∪B ∪ C ∪D)

≃
// H2(S

3 −A ∪B)⊕H2(S
3 −A ∪ C)⊕H2(S

3 −A ∪D)

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❡♥❝♦r❡ eAB✱ eAC ❡t eAD ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H2(S
3−A∪B ∪C ∪D) ❞♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛r

❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t





eAB
0
0









0
eAC
0









0
0
eAD





H2(S
3 − A ∪ B ∪ C ∪D) ❡st ❛✐♥s✐ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✓ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✔ (eAB, eAC , eAD)✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s

♠❛tr✐❝❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❝✐✲❛♣rès s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❜❛s❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✳

✭❡✮ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① 1✲❝✉❜❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❙♦✐❡♥t α ❡t β ❧❡s 0✲❝✉❜❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés

❞❡ a✱ γ ❡t δ ❧❡s 0✲❝✉❜❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ b✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡

H2(S
3 − a ∪ b)

ϕ
// H2(S

3 − α ∪ β ∪ γ ∪ δ)

✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡st




0
1
1





✷✳ ∪ ❡t ∩ ♦♥t ♣ré❝é❞❡♥❝❡ s✉r −✳ S
3
−A ∪B s❡ ❧✐t ❞♦♥❝ S

3
− (A ∪B)✳

✷



❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① 2✲❝✉❜❡s A ❡t B ✭❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t ❞❡s ✓ ❝❛rrés ✔✮ q✉✐ ♦♥t ❞❡✉① ❝♦tés ♦♣♣♦sés

a ❡t b ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❡t ❧❡✉rs q✉❛tr❡ ❝♦✐♥s α✱ β✱ γ ❡t δ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡

❝✐✲❞❡ss♦✉s

A Ba b b a

e d

c fα

αβ

βγ γ

δ δ

❡t q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ a ❡t b✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❝♦tés r❡st❛♥t ♦♥t

été ♥♦♠♠és c✱ d✱ e ❡t f ✳

✭❢✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡

H2(S
3 − c ∪ e)⊕H2(S

3 − d ∪ f)
ψ

// H2(S
3 − α ∪ β ∪ γ ∪ δ)

✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❡st




1 1
0 1
1 0





❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ H̃0(S
3 −A ∪B) = 0✳

✭❣✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r




1
0
0





❝♦♠♣❧èt❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❢✮ ❡♥ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ H2(S
3 −

α ∪ β ∪ γ ∪ δ)✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs




0
1
1



 ❡t





−2
0
0





s♦♥t é❣❛✉① ♠♦❞✉❧♦ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ψ✳

✭❤✮ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡

H1(S
3 −A ∪B)

Θ
// H1(S

3 − c ∪ d ∪ e ∪ f)

✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/2Z✳

✭✐✮ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡ ✭❤✮ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ S
3 ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à RP

2✳ ✭■♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥

tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛rré C ❝♦❧❧é à A ∪B ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❝♦tés c✱ d✱ e ❡t f ✳✮

◦ ◦©◦ ◦

✸



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ P❛r✐s✲❉✐❞❡r♦t ✷✵✶✶✲✷✵✶✷
❆✳ Pr♦✉té✱ ❍✳ ▼♦✉rt❛❞❛✳ ▼❛st❡r ✶ ✭✸✶❯❉▼❚✹✷✮

❈♦rr✐❣é ❞❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ♣❛rt✐❡❧ ❞✉ ✶✶ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✷✳

■✳

✭❛✮ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ h :M →M ❞❡ ❞❡❣ré +1 t❡❧❧❡ q✉❡

∂ ◦ h+ h ◦ ∂ = 1M ✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t h ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré✳ P♦✉r i ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ Mi = 0 ❡t ✐❧

s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r h = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s h ❝♦♥str✉✐t ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣ré i− 1✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭❡♥ tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✮

. . . ∂
// Mi+1

∂
// Mi

1
��

h

||

∂
// Mi−1

1
��

h

||yyyyyyyy

∂
// Mi−2

h

{{vv
vv

vv
vv

v

∂
// . . .

. . . ∂
// Mi+1

∂
// Mi

∂
// Mi−1

∂
// . . .

❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ h s✉r Mi ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ∂ ◦h = 1−h ◦ ∂✳ ❈♦♠♠❡ Mi ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡

❧✐❜r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r e ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Mi ✉♥ ✈❡❝t❡✉r x ❞❛♥s Mi+1 t❡❧

q✉❡ ∂(x) = x − h(∂(x))✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ x − h(∂(x)) s♦✐t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ∂✳ ❈♦♠♠❡

M ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ x − h(∂(x)) s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ∂ : Mi → Mi−1✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛

∂(x− h(∂(x))) = ∂(x)− ∂(h(∂(x))) = ∂(x)− ∂(x) + h(∂(∂(x))) = 0✳

✭❜✮ ■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ∂ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré −1 ❡t ❞❡ ❝❛rré ♥✉❧✳ ❙✐

(

x
y

)

∈ C(f)i✱ ♦♥ ❛ x ∈Mi−k−1 ❡t

❞♦♥❝ f(x) ∈ Ni−1✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ∂(x) ∈Mi−k−2 ❡t ∂(y) ∈ Ni−1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂

(

x
y

)

∈ C(f)i−1✳

▲✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ∂ : C(f) → C(f) ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)

❡t ♦♥ ❛
(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)

=

(

∂2 0

−(−1)kf∂ + ∂f ∂2

)

= 0

❝❛r f ét❛♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré k✱ ♦♥ ❛ (−1)k∂f = f∂✳

✭❝✮ ■❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✈ér✐✜❡r q✉❡ u ❡t v s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✳ u ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡

❞❡❣ré 0✱ ❡t s✐

(

x
y

)

∈ C(f)i✱ ❛❧♦rs x ∈Mi−k−1✱ ❞♦♥❝ v ❡st ❞❡ ❞❡❣ré −(k + 1)✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs

∂u(y) =

(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)(

0
y

)

=

(

0
∂y

)

= u(∂y)

(−1)k+1∂v(x, y) = (−1)k+1∂x

=
(

1 0
)

(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)(

x
y

)

= v(∂(x, y))

✹



❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡✳

▲❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ∂∗ = f∗ : H(M) → H(N)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛rt❛♥t

❛✈❡❝ ✉♥ ❝②❝❧❡ x ❞❡ N ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ♣r❡♥❞r❡ (x, 0) ❝♦♠♠❡ ❛♥té❝é❞❡♥t ♣❛r v ❡t ❝❡t ❛♥té❝❡❞❡♥t ❛

(0, f(x)) ❝♦♠♠❡ ❜♦r❞✱ ❧❡q✉❡❧ ❛ f(x) ❝♦♠♠❡ ❛♥té❝é❞❡♥t ♣❛r u✳

✭❞✮ ❈♦♠♠❡ f ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠♦♥tr❡

q✉❡ C(f) ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❛✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ 1C(f) ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t q✉✬✐❧

❡①✐st❡ h : C(f) → C(f) ❞❡ ❞❡❣ré +1 t❡❧ q✉❡ ∂h+h∂ = 1C(f)✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ h ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✿

h =

(

α β
γ δ

)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ α ❡t δ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞❡❣ré +1✱ ❡t q✉❡ s✐ k ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ f ✱ γ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❞❡

❞❡❣ré k + 2 ❡t β ❞❡ ❞❡❣ré −k✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs
(

α β
γ δ

)(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)

+

(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)(

α β
γ δ

)

=

(

1 0
0 1

)

❞✬♦ù ♦♥ t✐r❡
β∂ = (−1)−k∂β

(−1)k+1(α∂ + ∂α) = 1− βf
δ∂ + ∂δ = 1− fβ

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t β : N →M ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✱ (−1)k+1α ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡

1 à βf ❡t δ ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ 1 à fβ✳ f ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡ β✳

■■✳

✭❛✮ ❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s

H3(S
3 −A)⊕H3(S

3 −B) // H3(S
3 −A ∩B) // H2(S

3 −A ∪B) // H2(S
3 −A)⊕H2(S

3 −B)

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✹ ❛✈r✐❧✱ Hi(S
3 − A) ❡t Hi(S

3 − B) s♦♥t ♥✉❧s ♣♦✉r i 6= 0✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ H3(S

3 − A ∩ B) → H2(S
3 − A ∪ B) q✉✐ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ A ❡t B

♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A ∩ B = ∅✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

H3(S
3) → H2(S

3 −A∪B)✱ t♦✉❥♦✉rs ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ A ❡t B✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ A ⊂ A′ ❡t B ⊂ B′✱

♦♥ ❛ ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

H3(S
3) //

1
��

H2(S
3 −A′ ∪B′)

��

H3(S
3) // H2(S

3 −A ∪B)

♦ù ❧❛ ✢è❝❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r (A,B) 7→ H3(S3) ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t

❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❢♦♥❝t❡✉r Z✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✺



♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉✐ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ (A,B) ❞❡ ❝✉❜❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✮ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉①

❢♦♥❝t❡✉rs✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳✭ ✸✮ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞✉ ♠ê♠❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ✈✐❛

❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s

0 = H̃2(S
3) // H̃1(S

3 −A ∪B) // H̃1(S
3 −A)⊕ H̃1(S

3 −B) = 0

0 = H̃1(S
3) // H̃0(S

3 −A ∪B) // H̃0(S
3 −A)⊕ H̃0(S

3 −B) = 0

✭❜✮ ❖♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s

. . . // H3(S
3 −A ∩B)

∂∗
// H2(S

3 −A ∪B) // H2(S
3 −A)⊕H2(S

3 −B) // . . .

. . . // H3(S
3 −B ∩A)

∂∗
// H2(S

3 −B ∪A) // H2(S
3 −B)⊕H2(S

3 −A) // . . .

❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ∂∗ : H3(S
3−A∩B) → H2(S

3−A∪B) s♦♥t ♦♣♣♦sés ✭❝♦✉rs
❞✉ ✷✶ ♠❛rs✱ ❧❡♠♠❡ ✼✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✭❝✮ ❙✐ α ⊂ a ❡t β ⊂ b✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s✮

H3(S
3) //

1
��

H2(S
3 − a ∪ b)

��

H3(S
3) // H2(S

3 − α ∪ β)

q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❡♥✈♦✐❡ eab s✉r eαβ ✳ ❙✐ α ⊂ a ❡t β ⊂ a✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ✢è❝❤❡s

H2(S
3 − a ∪ b) // H2(S

3 − a) // H2(S
3 − (α ∪ β)

✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ H2(S
3 − a) = 0✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❡st ♥✉❧ ❡t

❡♥✈♦✐❡ ❞♦♥❝ eab s✉r 0✳

✭❞✮ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ❞♦♥♥❡ ✭❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t

q✉❡ (A ∪B) ∩ (A ∪ C) = A✮

H3(S
3 −A) // H2(S

3 −A ∪B ∪ C)
θ1

// H2(S
3 −A ∪B)⊕H2(S

3 −A ∪ C) // H2(S
3 −A)

❈♦♠♠❡ Hi(S
3 − A) = 0 ♣♦✉r i = 2, 3✱ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡

♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

H2(S
3 −A ∪B ∪ C ∪D)

θ2
// H2(S

3 −A ∪B ∪ C)⊕H2(S
3 −A ∪D)

✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦sé (θ1 ⊕ 1) ◦ θ2 ❡st ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡s

✢è❝❤❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❧❡✉rs ♦♣♣♦sé❡s ❝♦♠♣t❡

t❡♥✉ ❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛❞♦♣té❡s ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼ ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷✶ ♠❛rs✳

✸✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡ Z ♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t s♦♥ ♦♣♣♦sé❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❤♦✐①

❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥tr❡ ♥♦s ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥st❛♥ts✳ ❯♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ S
3
✳

✻



✭❡✮ ▲❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ϕ ❛✈❡❝ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭♦ù A✱ B✱ C ❡t D s♦♥t

r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r α✱ β✱ γ ❡t δ✮ ❛ tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

H2(S
3 − a ∪ b) // H2(S

3 − α ∪ β)

H2(S
3 − a ∪ b) // H2(S

3 − α ∪ γ)

H2(S
3 − a ∪ b) // H2(S

3 − α ∪ δ)

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❝✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ eab ♣❛r ❝❡s tr♦✐s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0✱
eαγ ❡t eαδ✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡✳

✭❢✮ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❝✮✳ ❈♦♠♠❡ α ⊂ c ❡t β ⊂ e✱
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st 1✳ ▲❡s ❝✐♥q ❛✉tr❡s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛

♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❛✮ ✈✐❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡

▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s

0 = H̃1(S
3 − a ∪ b) // H̃0(S

3 −A ∪B) // H̃0(S
3 −A)⊕ H̃0(S

3 −B) = 0

✭❣✮ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡




1 1 1
0 1 0
1 0 0





❛ ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭❞❛♥s Z✮✱ à s❛✈♦✐r −1✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r

✐♥✈❡rs❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡

❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ Z✲♠♦❞✉❧❡ H2(S
3 − α ∪ β ∪ γ ∪ δ)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ♦♥ s♦✉str❛✐t ❛✉ ✈❡❝t❡✉r





0
1
1





❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭❧❡q✉❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ψ✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r





−2
0
0





✭❤✮ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉

✼



❢❛✐t q✉❡ A ∩B = a ∪ b✮ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s

H2(S
3 − c ∪ d ∪ e ∪ f) = 0

��

0

��

H2(S
3 − c ∪ e)⊕H2(S

3 − d ∪ f)

ψ

��

Z ≃ H2(S
3 − a ∪ b)

≃

��

ϕ
//

��

H2(S
3 − α ∪ β ∪ γ ∪ δ)

∂∗
��

H1(S
3 −A ∪B)

��

Θ
// H1(S

3 − c ∪ d ∪ e ∪ f) ≃ Z

��

0 H1(S
3 − c ∪ e)⊕H1(S

3 − d ∪ f) = 0

▲❡s ③ér♦s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ rés✉❧t❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✹ ❛✈r✐❧✳ ▲❡ ③ér♦ ❡♥

❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻ ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉rs✱ ❝❛r c ∪ d ∪ e ∪ f ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S
1

✭♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ s❡❣♠❡♥ts✮✳ ❉❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❧❡♠♠❡ rés✉❧t❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

H1(S
3 − c ∪ d ∪ e ∪ f) ≃ Z✳

▲❡ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ Θ ❡st é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ∂∗ ◦ ϕ✳ ❖r✱ eab✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ H2(S
3 − a ∪ b)✱ ❛

♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ♣❛r ϕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r




−2
0
0





♠♦❞✉❧♦ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ψ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ∂∗✳ ❈♦♠♠❡ ∂∗ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

H2(S
3 − α ∪ β ∪ γ ∪ δ)/Ker(∂∗)

∂∗

≃

// H1(S
3 − c ∪ d ∪ e ∪ f)

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❣✮✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t H2(S
3 − α ∪ β ∪ γ ∪ δ)/Ker(∂∗)

❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r




1
0
0





▲❡ ✈❡❝t❡✉r




−2
0
0





ét❛♥t ✭❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✮ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ ∂∗ ◦ ϕ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

Z/2Z✳

✭✐✮ ▲❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ RP2 ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S
2 ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❛♥t✐♣♦❞❛❧❡✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r S
2 ♣❛r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ [0, 1]3 ✭q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡✮✱ ❧❡q✉❡❧ ❡st ✉♥

✽



❝♦❧❧❛❣❡ ❞❡ s✐① ❝❛rré ✭✉♥ ❝✉❜❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❛ s✐① ❢❛❝❡s ✦✮ ❈❡s ❢❛❝❡s ét❛♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡s ❢❛❝❡s ♦♣♣♦sé❡s

✭❛♥t✐♣♦❞❛❧❡s✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ RP
2 ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❝♦❧❧❛❣❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❛rrés✳ ▲❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉①

❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s❡✉❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ▼÷❜✐✉s M ✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝❛rrés A ❡t B ❞❡

❧✬é♥♦♥❝é✳ ❈❡ q✉✬♦♥ ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❤✮ ❡st q✉❡ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ ∂M ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞❡ ▼÷❜✐✉s M ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ c ∪ d ∪ e ∪ f✮ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s S3✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

H1(S
3 −M) // H1(S

3 − ∂M)

✐♥❞✉✐t ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r 2 ❞❡ Z ✈❡rs Z✱ ❢❛✐t q✉✐ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs

✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t é✈✐❞❡♥t✳

◆♦t♦♥s C ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛rré ❝♦♥st✐t✉❛♥t RP
2✳ ❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ✭♦♥ ❛

s✐♠♣❧✐✜é ❧❡s s♦♠♠❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♥✉❧s✮

H̃1(S
3 −A ∪B)

Θ
// H̃1(S

3 − (A ∪B) ∩ C) // H̃0(S
3 −A ∪B ∪ C) // H̃0(S

3 −A ∪B) = 0

♦ù ❧❡ ③ér♦ ❞❡ ❞r♦✐t❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❢✮✳

❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ H̃0(S
3−A∪B∪C) ≃ Z/2Z✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ H̃0(X;Z)

❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦tr❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❛rrés ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ré❛❧✐sé ❞❛♥s

S
3✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ S

3 ♥✬❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à RP
2✳

◦ ◦©◦ ◦

✾



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼
✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✸✵ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✷✳

✶ ▲❡ ❝ô♥❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✳

☞ ✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t f : M → N ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré k✳ ❖♥ ♥♦t❡ C(f)
❡t ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ❝ô♥❡ ❞❡ f ✔✱ ❧❡ DG✲♠♦❞✉❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

C(f)i = Mi−k−1 ⊕Ni

∂

(

x
y

)

=

(

−(−1)k∂x
f(x) + ∂y

)

■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ∂ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré −1 ❡t ❞❡ ❝❛rré ♥✉❧✳ ❙✐

(

x
y

)

∈ C(f)i✱ ♦♥ ❛ x ∈ Mi−k−1 ❡t

❞♦♥❝ f(x) ∈ Ni−1✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ∂(x) ∈ Mi−k−2 ❡t ∂(y) ∈ Ni−1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂

(

x
y

)

∈

C(f)i−1✳ ❈♦♠♠❡ C(f) ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉t
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ C(f) ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 2×2✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ∂ : C(f) → C(f)
❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)

❖♥ ❛
(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)

=

(

∂2 0

−(−1)kf∂ + ∂f ∂2

)

= 0

❝❛r f ét❛♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré k✱ ♦♥ ❛ (−1)k∂f = f∂✳

☞ ✷ ▲❡♠♠❡✳ P♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s f : M → N ❞❡ ❞❡❣ré k✱ ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡

❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s

0 // N
u // C(f)

v // M // 0

y � //

(

0
y

)

(

x
y

)

� // x



♦ù u ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 0 ❡t v ❞❡ ❞❡❣ré −(k + 1)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✈ér✐✜❡r q✉❡ u ❡t v s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✳ u ❡st

❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré 0✱ ❡t s✐

(

x
y

)

∈ C(f)i✱ ❛❧♦rs x ∈Mi−k−1✱ ❞♦♥❝ v ❡st ❞❡ ❞❡❣ré −(k + 1)✳ ❖♥

❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs

∂u(y) =

(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)(

0
y

)

=

(

0
∂y

)

= u(∂y)

(−1)k+1∂v(x, y) = (−1)k+1∂x

=
(

1 0
)

(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)(

x
y

)

= v(∂(x, y))

❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡✳ ❏

☞ ✸ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s f : M → N ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥

❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ C(f) ❡st ♥✉❧❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡

. . . // H(M)
∂∗ // H(N)

u∗ // H(C(f))
v∗ // H(M)

∂∗ // . . .

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ✭❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∂∗ = f∗ : H(M) → H(N)✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♣❛rt❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝②❝❧❡ x ❞❡ N ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ♣r❡♥❞r❡ (x, 0) ❝♦♠♠❡ ❛♥té❝é❞❡♥t ♣❛r v ❡t ❝❡t
❛♥té❝❡❞❡♥t ❛ (0, f(x)) ❝♦♠♠❡ ❜♦r❞✱ ❧❡q✉❡❧ ❛ f(x) ❝♦♠♠❡ ❛♥té❝é❞❡♥t ♣❛r u✳ ▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❡♥
rés✉❧t❡✳ ❏

☞ ✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é M ❡st ❞✐t ✓ ✐♥❡ss❡♥t✐❡❧ ✔✱ s✐ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ M ❡st

❤♦♠♦t♦♣❡ à 0✳

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱M ❡st ✐♥❡ss❡♥t✐❡❧ s✬✐❧ ❡①✐st❡ h :M →M ✭❞❡ ❞❡❣ré +1✮ t❡❧ q✉❡ ∂ ◦h+h◦∂ = 1M ✳

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ❚♦✉t ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✱ ❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡t

❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥✉❧❧❡ ❡st ✐♥❡ss❡♥t✐❡❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✱ ❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t
❡t ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t h : M → M ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t à
✉♥ ❞❡❣ré ❛ss❡③ ❜❛s ♣♦✉r q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ♣♦s❡r h = 0 à ❝❡ ❞❡❣ré✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t h ❞é✜♥✐
s✉r Mi ♣♦✉r t♦✉t i < n✱ ❡t t❡❧ q✉❡ ∂(h(x)) + h(∂x) = x ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r à n✳ ❙♦✐t (ej)j ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Mn✳ ❈♦♠♠❡ |∂ej | < n✱ ♦♥ ❛ ∂(ej − h(∂ej)) = ∂ej − ∂ej +
∂(h(∂ej)) − ∂(h(∂ej)) = 0✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ M ❡st ♥✉❧❧❡✱ ej − h(∂ej) ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ ∂ : Mn+1 → Mn✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t h(ej) ∈ Mn+1 t❡❧ q✉❡ ej = ∂(h(ej)) + h(∂ej)✳ ❈❡❝✐
❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ h :Mn →Mn+1 t❡❧❧❡ q✉❡ ∂ ◦ h+ h ◦ ∂ = 1M ✳ ❏

☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s f : M → N ❞♦♥t ❧❡ ❝ô♥❡ C(f) ❡st ✐♥❡ss❡♥t✐❡❧

❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

✷



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✐r❡ q✉❡ C(f) ❡st ✐♥❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ h : C(f) → C(f) ❞❡ ❞❡❣ré +1
t❡❧ q✉❡ ∂h+ h∂ = 1✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ h ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✿

h =

(

α β
γ δ

)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ α ❡t δ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞❡❣ré +1✱ ❡t q✉❡ s✐ k ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ f ✱ γ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❞❡
❞❡❣ré k + 2 ❡t β ❞❡ ❞❡❣ré −k✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs
(

α β
γ δ

)(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)

+

(

−(−1)k∂ 0
f ∂

)(

α β
γ δ

)

=

(

1 0
0 1

)

❞✬♦ù ♦♥ t✐r❡
β∂ = (−1)−k∂β

(−1)k+1(α∂ + ∂α) = 1− βf
δ∂ + ∂δ = 1− fβ

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t β : N →M ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s✱ (−1)k+1α ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡
1 à βf ❡t δ ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ 1 à fβ✳ ❏

☞ ✼ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❡t ❜♦r♥és

✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ❏

☞ ✽ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é t❡❧ q✉❡ M = A⊕B✱ ♦ù A ❡t B s♦♥t ❞❡✉①

♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✱ ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡M ✭r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

M = A⊕B✮ s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(

a 0
b c

)

❆❧♦rs s✐ b : A→ B ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢✱ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ M ❡st ♥✉❧❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t a2 = 0✱ c2 = 0
❡t ba + cb = 0✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ A ❡t B s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és ❛✈❡❝ a ❡t c ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ❡t b : A → B ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és ❞❡
❞❡❣ré −1✳ M ❡st ❛❧♦rs ✐s♦♠♦r♣❤❡ à C(b) ❝♦♠♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é✳ ❈♦♠♠❡ b ❡st ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✐❧ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ C(b) ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❏

☞ ✾ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐ Λ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❡t s✐ M ❡st ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❡t ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❛❧♦rs M ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❝♦♥❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ Z(M)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ n✱ ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡

0 // Zn(M) // Mn
∂ // Bn(M) // 0

q✉✐ ❡st s❝✐♥❞é❡ ❝❛r Bn(M) ❡st ❧✐❜r❡ ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ Mn✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ Zn(M) ❡st
❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ Mn✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t n✱ ❡t s✐ ♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ M = N ⊕ Z(M) ❞❡ M ❝♦♠♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

✸



❞❡ M r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(

0 0
a 0

)

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ M ✱ ❞♦♥❝ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❞❡ N ✱ ♦♥ ❛ ∂x ∈ B(M) = Z(M)✱ ❡t ∂ ❡st ♥✉❧❧❡
s✉r Z(M)✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ C(a) ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ M ✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ a :
N → Z(M) ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ q✉❛♥❞ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t ♠✉♥✐s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 0✳ a ❡st ❞♦♥❝ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❡t M ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à C(1Z(M))✳ ❏

☞ ✶✵ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ Λ✳ ❙✐
M ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❡t ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ M ⊗N ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ M = A⊕B ❡t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ M ❡st

(

0 0
a 0

)

♦ù a : A → B ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❞❡ ❞❡❣ré −1✮ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs M ⊗ N ≃
(A⊗N)⊕ (B ⊗N)✱ ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛ ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

(

1⊗ ∂ 0
a⊗ 1 1⊗ ∂

)

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r x ∈ A ❡t y ∈ N ✱ ♦♥ ❛ ∂(x ⊗ y) = a(x) ⊗ y + (−1)|x|x ⊗ ∂y✱ ❡t ♣♦✉r x ∈ B ❡t
y ∈ N ✱ ♦♥ ❛ ∂(x⊗ y) = (−1)|x|x⊗∂y✳ ❖r✱ a ét❛♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ a⊗ 1✱
❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ M ⊗ N ❡st ❧❡ ❝ô♥❡ ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és✱ ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❏

✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥s✱ Tor ❡t Ext✳

❯♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ M ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✓ rés♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ✔✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s DG✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❡t q✉✐ s♦♥t
❡♥ ❢❛✐t ❞❡s s♦rt❡s ❞❡ ✓ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✔ ❞❡ M ✱ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r
❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ t♦✉t à ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❞❡✉① rés♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❜r❡s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ M s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭❧❡♠♠❡ ✶✸ ✭♣❛❣❡ ✻✮✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r
t♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r F ❡♥tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ♣❛r
✉♥ t❡❧ ❢♦♥❝t❡✉r F ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ M ✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ✓ Tor ✔ ❡t ❧❡s ✓ Ext ✔✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t❡✉rs q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ❢♦♥❝t❡✉rs ❞ér✐✈és ✔✳

☞ ✶✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t Λ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✭✉♥✐t❛✐r❡✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮✱ ❡t s♦✐t M ✉♥

Λ✲♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡✱ q✉✬♦♥ ✈❡rr❛ ❝♦♠♠❡ ✉♥ DG✲♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥❝❡♥tré ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✳ ❙♦✐t P∗ ✉♥

DG✲Λ✲♠♦❞✉❧❡✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s P∗ →M ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ✓ rés♦❧✉t✐♦♥ ✔ ❞❡ M s✬✐❧

✹



✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ✓ ❧✐❜r❡ ✔✱ s✐ ❝❤❛q✉❡ Pi ❡st

✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡✳

◆♦t❡r q✉✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ P∗ →M ❞❡ M ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿

. . . // Pn
∂ // . . . ∂ // P2

∂ // P1
∂ // P0

ε // M // 0

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❞❡ss✐♥é ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ✿

. . . ∂ // Pn

��

∂ // . . . ∂ // P2

��

∂ // P1

��

∂ // P0

��
ε

��

// 0

. . .
∂

// 0
∂

// . . .
∂

// 0
∂

// 0
∂

// M // 0

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ρ : P∗ →M ✱ ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ P∗ ❡st ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t q✉❡ ε : P0 →M ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ H0(P∗) → H0(M) =
M ✳ ❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ρ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ H∗(P∗) → H∗(M)✳

☞ ✶✷ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t ρ : P∗ → M ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s ♦ù ❧❡s Pi s♦♥t ❧✐❜r❡s ✭❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ q✉❡ P∗ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✮✱ ❡t s♦✐t θ : Q∗ → M ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ M ✳ ❆❧♦rs ρ s❡ r❡❧è✈❡

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ θ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ρ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ θ ❡st ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
DG✲♠♦❞✉❧❡s f : P∗ → Q∗ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

Q∗

θ

��
P∗ ρ

//

f
>>}}}}}}}}
M

s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ M ❡st ❝♦♥❝❡♥tré ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✱ ❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

. . . ∂ // Pn

fn
��

∂ // Pn−1

fn−1

��

∂ // . . . ∂ // P1

f1
��

∂ // P0

f0
��

ρ0 // M

1

��

// 0

. . .
∂

// Qn
∂

// Qn−1
∂

// . . .
∂

// Q1
∂

// Q0
θ0

// M // 0

❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ fn ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ❈♦♠♠❡ θ : Q∗ → M ❡st ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛ s✉✐t❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ❡①❛❝t❡ ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡
s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✢è❝❤❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✭② ❝♦♠♣r✐s ρ0 ◦ ∂✮
❡st ♥✉❧❧❡✮✱ ❡t θ0 ❡st ❞♦♥❝ s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ P0 ❡st ❧✐❜r❡✱ ρ0 s❡ r❡❧è✈❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ θ0 ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r
f0 r❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s fi ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r i < n
✭❛✈❡❝ n > 0✮✳ ❈♦♠♠❡ ∂fn−1∂ = fn−2∂∂ = 0 ✭θ0f0∂ = ρ0∂ = 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s n = 1✮✱ ❡t ❝♦♠♠❡

✺



❧❛ s✉✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ❡①❛❝t❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ fn−1∂ ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ∂ : Qn → Qn−1✳
❈♦♠♠❡ Pn ❡st ❧✐❜r❡✱ fn−1∂ s❡ r❡❧è✈❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ∂ ❡♥ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ fn t❡❧❧❡ q✉❡ ∂fn = fn−1∂✳ ❏

☞ ✶✸ ▲❡♠♠❡✳ ❉❡✉① rés♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡ M s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛✲

❧❡♥t❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❡s ❞❡✉① rés♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és✱ q✉✐
s♦♥t ❛❧♦rs ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❡t ❜♦r♥és ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ f ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✈❡rs ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ❡t ❝♦♠♠❡ f ✐♥❞✉✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❡♥tr❡ ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ✭q✉✐ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ M✮✱ ❝✬❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
✭❧❡♠♠❡ ✼ ✭♣❛❣❡ ✸✮✮✳ ❏

☞ ✶✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦✈❛r✐❛♥t ✭r❡s♣✳ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✮ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Λ✲
♠♦❞✉❧❡s ✈❡rs ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡t P∗ → M ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ M ✳ ▲❛ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ M 7→ Hn(F (P∗)) ✭r❡s♣✳ M 7→ Hn(F (P∗))✮ ❡st ❛♣♣❡❧é n✐è♠❡ ❢♦♥❝t❡✉r

❞ér✐✈é ❞❡ F ✳

▲❡ n✐è♠❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞ér✐✈é ❞❡M 7→M⊗N ❡st ♥♦téM 7→ Torn(M,N) ✭♦✉M 7→ TorΛn(M,N)✮✱ ❡t ❧❡
n✐è♠❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞ér✐✈é ❞❡M 7→ Hom(M,N) ❡st ♥♦téM 7→ Extn(M,N) ✭♦✉M 7→ ExtnΛ(M,N)✮✳

❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r F ❡st ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ M 7→ Hom(M,N)✮✱
F (P∗) ❡st ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉é✱ ❡t ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ H∗(F (P∗))✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ q✉❡ n s♦✐t
❡♥ ❡①♣♦s❛♥t ✭❡t ♥♦♥ ❡♥ ✐♥❞✐❝❡✮ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Extn✳ Extn(M,N) ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞❡❣ré −n✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs M 7→ M ⊗ N ✱ M 7→ Hom(M,N) ❡t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡s ❞✐r❡❝t❡s ✜♥✐❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs M 7→ Torn(M,N) ❡t M 7→
Extn(M,N)✳

☞ ✶✺ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s ✈❡rs ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❡t

♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s ✭r❡s♣✳ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s ❡♥ ❧✐♠✐t❡s

✜♥✐❡s✮ ❆❧♦rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞ér✐✈é M 7→ H0(F (P∗)) ✭r❡s♣✳ M 7→ H0(F (P∗))✮ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à F ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t P∗ → M ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ M ✳ ❈♦♠♠❡ F ♣rés❡r✈❡ ❧❡s
❝♦é❣❛❧✐s❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

F (P1) // F (P0) // F (M) // 0

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✳ ❏

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ M 7→ M ⊗ N ❡t ✭❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r
♣❧✉s ❧♦✐♥✮ ❛✉ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✮ M 7→ Hom(M,N)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Tor0(M,N) ≃ M ⊗N ❡t
Ext0(M,N) ≃ Hom(M,N)✳

☞ ✶✻ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Λ = Z✱ t♦✉t ♠♦❞✉❧❡M ❛ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ L∗ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
Ln = 0 ♣♦✉r n ≥ 2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥

. . . // 0 // ❑❡r(f) // Z[M ]
f

// M // 0

♦ù f ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ M s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❈✬❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❑❡r(f) ❡st ❧✐❜r❡ ❝♦♠♠❡

✻



s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❡s Z✲♠♦❞✉❧❡s✱
s❡✉❧s Tor0(M,N)✱ Ext0(M,N)✱ Tor1(M,N) ❡t Ext1(M,N) s♦♥t s✐❣♥✐✜❛♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛
❧❛ Z✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ Z/n

0 // Z
×n // Z // Z/n // 0

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r Z/m✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ DG✲♠♦❞✉❧❡

. . . // 0 // Z/m
×n // Z/m

❞♦♥t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✉ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r n ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✮ ❡t ❞❡ s♦♥
♥♦②❛✉ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✮✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ TorZ1 (Z/n,Z/m) ≃ {x ∈ Z/m | nx = 0}✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
TorZ0 (Z/n,Z/m) ≃ (Z/m)/n ≃ Z/PGCD(n,m) ≃ Z/n⊗Z Z/m✳

☞ ✶✼ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t s✐ T ❡st ✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱

♦♥ ❛ TorZ1 (T, k) ≃ T ⊗Z k✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ T ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ Z✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Z/ni✳ ■❧
s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù T = Z/n ✭n ≥ 2✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥

0 // Z
×n // Z // Z/n // 0

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r k ❧❡ DG✲♠♦❞✉❧❡

0 // k
×n // k

❙✐ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ k ❡st 0✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r n ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❙✬✐❧ ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
p✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r n ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ s✐ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s n ❡t ❡st ♥✉❧❧❡ s✐♥♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱
TorZ1 (T, k) ❡t T ⊗Z k s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① 0 ♦✉ t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① k✳ ❏

✸ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

☞ ✶✽ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t G ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡✱ q✉✬♦♥ ✈❡rr❛ ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛✲

❞✉é ❝♦♥❝❡♥tré ❡♥ ❞❡❣ré 0✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ C∗(X;G) = Hom(C∗(X), G)✱
❡t H∗(X;G) = H(C∗(X;G))✳ ▲❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é C∗(X;G) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡s ❝♦✲

❝❤❛î♥❡s ❞❡ X à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s G ✔✱ ❡tH∗(X;G) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✓ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ X à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❞❛♥s G ✔✳

❖♥ é❝r✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t C∗(X) ❡t H∗(X) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ C∗(X;G) ❡t H∗(X;G)✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣♦sé C∗(X;G) = Hom(C∗(X), G)✱ ❝♦♠♠❡ C∗(X) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉é ❡t G
❝♦♥❝❡♥tré ❡♥ ❞❡❣ré 0✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ C∗(X;G) ❡st ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉é✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ H∗(X;G)✳
◆♦t❡r q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① DG✲♠♦❞✉❧❡s s♦✐❡♥t ❣r❛❞✉és ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ é❝r✐r❛ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡
Ci(X;G) ❡t H i(X;G) ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré −i ✭❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✷ ❞✉ ❝♦✉rs
❞✉ ✶✾ ♠❛rs✮✳

✼



▲❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ∂ ❞❡ C∗(X) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✶✾ ♠❛rs✱
q✉✐ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ Hom(M,N) ❡st ∂∗ − ∂∗✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ N ❡st ré❞✉✐t
à G ✭❝♦♥❝❡♥tré ❡♥ ❞❡❣ré 0✮✱ ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ C∗(X) ❡st ❞♦♥❝ ❥✉st❡ −∂∗✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✐
x ∈ C∗(X)✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂x = −(−1)|x|(x ◦ ∂)✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ C∗(X) ét❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré
−1✱ ❡❧❧❡ ❡♥✈♦✐❡ Cn(X) ✭❝♦❝❤❛✐♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré −n✮ ❞❛♥s Cn+1(X) ✭❝♦❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré −n− 1✮✳

❖♥ ❛ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❧✐♥é❛✐r❡✮ ❞✬✓ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✔✭ ✶✮ ✿

C∗(X;G)⊗ C∗(X)
ev // G

ξ ⊗ x � // ξ(x)

q✉✐ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡♥s❡✉rs ξ ⊗ x t❡❧s q✉❡
|ξ| = −|x|✳ ξ(x) s❡r❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✉❣❣❡st✐✈❡♠❡♥t ♥♦té 〈ξ, x〉✳

▲✬é✈❛❧✉❛t❡✉r ❛ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ϕ : C∗(X) → C∗(Y )✱
♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

C∗(Y ;G)⊗ C∗(X)
ϕ∗⊗1

//

1⊗ϕ

��

C∗(X;G)⊗ C∗(X)

ev

��
C∗(Y ;G)⊗ C∗(Y )

ev

// G

♣✉✐sq✉❡ ξ(ϕ(x)) ♣❡✉t êtr❡ ❧✉ ϕ∗(ξ)(x)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 〈ϕ∗(ξ), x〉 = 〈ξ, ϕ(x)〉✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ϕ ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → Y ✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ❞é✜♥✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ (X,A)✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é
C∗(X,A) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ C∗(A) → C∗(X) ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❛ ♣r✐♦r✐
❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r C∗(X,A)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ C∗(X,A) ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ C∗(X) → C∗(A) ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡

0 // C∗(A) // C∗(X) // C∗(X,A) // 0

❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s❝✐♥❞é❡✱ ❝❛r Cn(A) ❡st ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ Cn(X)✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ❞✉❛❧✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡
✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // C∗(X,A) // C∗(X) // C∗(A) // 0

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ C∗(X,A) ❡st ❜✐❡♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡
C∗(X) → C∗(A)✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦♥❝t❡✉r (X,A) 7→ C∗(X,A)✱ ❡t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡
❞✉ s❡r♣❡♥t✱ ✉♥❡ ✓ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (X,A) ✔ ✿

. . . // Hn(X,A) // Hn(X) // Hn(A)
∂∗

// Hn+1(X,A) // . . .

✶✳ ❆✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✔✳

✽



◆♦t❡③ q✉❡ s✐ G ❡st ✉♥❡ Λ✲❛❧❣è❜r❡✱ ❧❡s DG✲Λ✲♠♦❞✉❧❡s C∗(X;G) ❡t H∗(X;G) s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s DG✲
G✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s f∗ : C∗(Y ;G) → C∗(X;G) ❡t f∗ : H∗(Y ;G) → H∗(X;G)
✐♥❞✉✐ts ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭Λ✲❧✐♥é❛✐r❡✮ f : C∗(X) → C∗(Y ) s♦♥t G✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

◆♦t♦♥s C ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✭❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✮ ❞❡ ✓ ❞✉❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s G ✔ M 7→ Hom(M ;G) =M∗

G ✭❞❡ C ✈❡rs C✮ ❡st ✓ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ✔✱
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

C(M,N∗
G)

≃ // C(N,M∗
G)

♥❛t✉r❡❧ ❡♥M ❡t N ✳ ❈❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧
C(M,N∗

G) ≃ C(M ⊗ N,G) ❡t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ✭♥❛t✉r❡❧❧❡✮ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t
réé❝r✐r❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐

C
op

(N∗
G,M)

≃ // C(N,M∗
G)

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ ré❛❧✐té✱ ∗
G : C

op

→ C ❛❞♠❡t s♦♥ ♦♣♣♦sé ∗
op

G : C → C
op

❝♦♠♠❡ ❛❞❥♦✐♥t à
❣❛✉❝❤❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ét❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦✈❛r✐❛♥ts✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ∗

G : C
op

→ C ♣rés❡r✈❡
❧❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ∗

G : C → C tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❡♥
❧✐♠✐t❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝♦é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ é❣❛❧✐s❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

☞ ✶✾ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐

M
f

// N
g

//// P // 0

❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡

0 // Hom(P,G)
g∗

// Hom(N,G)
f∗

// Hom(M,G)

❏

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ∗
G : C

op

→ C ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t
❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ∗

G : C → C ♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡♥ ❝♦❧✐♠✐t❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥ é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Z✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r 2 ❞❡ Z ✈❡rs ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ q✉✐ ❡st
✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❛ ♣♦✉r tr❛♥s♣♦sé❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r 2 ❞❡ Z

∗ ≃ Z ✈❡rs ❧✉✐✲♠ê♠❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❖♥ ❞❡✈✐♥❡ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ❞✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡ à
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ❞❡ ❢❛✐t ✿

☞ ✷✵ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t Λ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ M ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t

❧✐❜r❡ ❡t G ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡✳ ❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ M ✿

0 // Ext1Λ(Hn−1(M), G) // H−n(Hom(M,G)) // Hom(Hn(M), G) // 0

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❡st s❝✐♥❞é❡✱ ♠❛✐s ❧❡ s❝✐♥❞❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ♥❛t✉r❡❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ DG✲♠♦❞✉❧❡s

0 // Z(M) // M
∂ // B(M) // 0

✾



❡t ❝♦♠♠❡ M ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❡t Λ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ Bn(M) ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❝❡tt❡
s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ✭♠❛✐s ❧❡ s❝✐♥❞❡♠❡♥t ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡

0 // Hom(B(M,G))
∂∗

// Hom(M,G) // Hom(Z(M), G) // 0

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ Hom(B(M,G)) ❡t Hom(Z(M), G) s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡

✳ ✳ ✳ // H−n(Hom(M,G)) // Hom(Zn(M), G)

yy
Hom(Bn(M), G) // H−n−1(Hom(M,G)) // ✳ ✳ ✳

❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ Hom(Zn(M), G) → Hom(Bn(M), G) ♥✬❡st
❛✉tr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ i : Bn(M) →֒ Zn(M)✱ ❡t q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ❞♦♥❝ i∗✳ ❖♥
❛ ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // Coker(i∗)−n+1
// H−n(Hom(M,G)) // Ker(i∗)−n

// 0

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡s

0 // Bn(M) // Zn(M) // Hn(M) // 0

q✉✐ ❡st ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Hn(M) ♣❛r ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡s ✭❛✈❡❝ Zn(M) ❡♥ ❞❡❣ré 0 ❡t Bn(M)
❡♥ ❞❡❣ré 1✮✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ DG✲♠♦❞✉❧❡

0 // Hom(Zn(M), G)
i∗ // Hom(Bn(M), G) // 0

❡st ❞♦♥❝ ❑❡r(i∗)−n = Hom(Hn(M), G) ❡♥ ❞❡❣ré 0 ❡t Coker(i∗)−n = Ext1Λ(Hn(M), G) ❡♥ ❞❡❣ré
−1✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st s❝✐♥❞é❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∂ : Mn →
Bn−1(M) ❛ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ s✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ s∗ : Hom(Mn, G) → Hom(Bn−1(M), G) ♣♦✉r
∂∗✳ ❊❧❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ❜✐❡♥ sûr ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ Hom(Mn, G) ❞❛♥s Hom(Bn−1(M), G)✳ ❙✐ ϕ : Mn → G
❡st ✉♥ ❜♦r❞ ❞❡ Hom(Mn, G)✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ψ : Mn−1 → G t❡❧ q✉❡ ϕ = ∂∗(ψ) = ψ ◦ ∂✳
▼❛✐s ❛❧♦rs ψ ◦ ∂ ◦ s ❡st ❥✉st❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ψ à Bn−1(M) ❡t ❝✬❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ✢è❝❤❡
i∗ : Hom(Zn−1(M), G) → Hom(Bn−1(M), G) ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ψ à Zn−1(M)✳ ■❧ ❡♥ ré✲
s✉❧t❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ϕ ♣❛r s∗ ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ i∗✱ ❞♦♥❝ q✉❡ s∗ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ H−n(Hom(M,G)) ✈❡rs Coker(i∗)−n+1 q✉✐ ❡st ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✢è❝❤❡
Coker(i∗)−n+1 → H−n(Hom(M,G)) ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ∂∗✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s ❡st ❝♦♥str✉✐t❡
♣❛r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✱ ❧❛ rétr❛❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ M ✳ ❏

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t M ♣❛r C∗(X,A)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

✶✵



☞ ✷✶ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✮ ❙✐ C∗ ❡st ❧❛

t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ s✐ Λ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t G ✉♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡

♣❛✐r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ (X,A)✱ ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // Ext1Λ(Hn−1(X,A), G) // Hn(X,A;G) // Hom(Hn(X,A), G) // 0

q✉✐ ❡st ❞❡ ♣❧✉s s❝✐♥❞é❡✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❏

☞ ✷✷ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ RP2 à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z ❡st Z ❡♥ ❞❡❣ré 0✱ Z/2Z
❡♥ ❞❡❣ré 1✱ ❡t 0 ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞❡❣rés✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❞♦♥♥❡ ❧❛
s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // Ext1
Z
(Z,Z) // H1(RP2;Z) // Hom(Z/2Z,Z) // 0

q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ H1(RP2;Z) ≃ 0 ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // Ext1
Z
(Z/2Z,Z) // H2(RP2;Z) // Hom(0,Z) // 0

q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ H2(RP2;Z) ≃ Z/2Z✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ Hn(RP2;Z) = 0 ♣♦✉r n ≥ 3✳
❇✐❡♥ sûr✱ ♦♥ ❛ H0(RP2;Z) ≃ Z ✭q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡✮✳

✹ ▲❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❲❤✐t♥❡②✱ ❧❡ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ❡t ❧❡ ❝❛♣✲

♣r♦❞✉✐t✳

▲❛ ✓ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❲❤✐t♥❡② ✔ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❞❡ ❞❡❣ré 0✮ ∆ : C∗(X) →
C∗(X)⊗C∗(X) ❡♥tr❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és ❛✉❣♠❡♥tés✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X✳ P♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐r✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐r❡ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ✈❛✉t s✉r ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ en ✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n✮✱ ♣✉✐s ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡
r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❛✣♥❡s ❞❡ ∆n ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
en ❡st [0, . . . , n]✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs s✐❣♥✐✜❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① ❧à s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❙✐ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡st ❛❜s❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✐❧ ❡st é❝r✐t ❛✈❡❝
✉♥ ❝❤❛♣❡❛✉✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ [0, . . . , î, . . . , p] ❡st ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ [0, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , p]✳ ▲❡s ✈✐r❣✉❧❡s
s❡r♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦♠✐s❡s✳

☞ ✷✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲❛ ✓ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❲❤✐t♥❡② ✔ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

∆([0, . . . , n]) =
n
∑

p=0

[0, . . . , p]⊗ [p, . . . , n]

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿

∆([0]) = [0]⊗ [0]
∆([01]) = [0]⊗ [01] + [01]⊗ [1]
∆([012]) = [0]⊗ [012] + [01]⊗ [12] + [012]⊗ [2]

❡t❝✳ ✳ ✳

✶✶



❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ∆ s♦✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és C∗(X) ❡t C∗(X) ⊗ C∗(X)✳ ◗✉❡ ∆ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✉①
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ε([0]) = 1 = (ε⊗ ε)([0]⊗ [0]) ✭❡t ❜✐❡♥ sûr✱
♣♦✉r ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡st ♣❧✉s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ (∂ ⊗ 1 + 1⊗ ∂)([0, . . . , p]⊗ [p, . . . , n])
❛♣♣❛r❛îss❡♥t ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ t❡♥s❡✉rs✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [. . . , p] ⊗ [p, . . . ]
q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❡r❛ ✓ ❝♦♥t✐❣✉s ✔✱ ❡t ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [. . . , p] ⊗ [q, . . . ]✱ ❛✈❡❝ p < q✱ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❡r❛ ✓ ♥♦♥ ❝♦♥t✐❣✉s ✔✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ à ❝♦♥st❛t❡r ❡st q✉❡ t♦✉s ❧❡s t❡♥s❡✉rs ♥♦♥ ❝♦♥t✐❣✉s
s❡ t✉❡♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ (∂⊗ 1+1⊗∂)(∆([0, . . . , n]))✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ t❡❧ t❡♥s❡✉r ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [0, . . . , p]⊗ [p+1, . . . , n] ❡t ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r q✉❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s✱
à s❛✈♦✐r ((−1)p+1∂p+1⊗1)([0, . . . , p+1]⊗ [p+1, . . . , n]) ❡t (1⊗∂0)([0, . . . , p]⊗ [p, . . . , n])✳ ❉❛♥s
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✐❧ ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✉ s✐❣♥❡ (−1)p+1✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❞✉ s✐❣♥❡ (−1)p✱ ❝❛r
[0, . . . , p] ❡st ❞❡ ❞❡❣ré p✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❝♦♥t✐❣✉s ❡t ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ∆(∂([0, . . . , n])) ✭❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s s✐❣♥❡s✮✳

▲❡s t❡♥s❡✉rs ❝♦♥t✐❣✉s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ (∂⊗1+1⊗∂)(∆([0, . . . , n])) s♦♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt (−1)i[0, . . . , î, . . . , p]⊗
[p, . . . , n] ✭❛✈❡❝ 0 ≤ i < p✮ ❡t ✭❝♦♠♠❡ p + (i − p) = i✮ (−1)i[0, . . . , p] ⊗ [p, . . . , î, . . . , n] ✭❛✈❡❝
p < i ≤ n✮✱ p ✈❛r✐❛♥t ❜✐❡♥ sûr ❞❡ 0 à n✳ ❖r s✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ∆ à ❧❛ i✐è♠❡ ❢❛❝❡ ❞❡ [0, . . . , n]✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à [0, . . . , î, . . . , n]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ i
q✉✐ ❛ été ✜①é❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é ♣♦✉r ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡rs q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❝♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳

❙✐ x : ∆n → X ❡st ✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ X✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ [p]x ❧❡ p✲s✐♠♣❧❡①❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦sé

∆p
i //∆n

x //X ✱ ♦ù i ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s p + 1 s♦♠♠❡ts ❞❡ ∆p s✉r ❧❡s p + 1 ♣r❡♠✐❡rs s♦♠♠❡ts ❞❡

∆n ✭❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧✬♦r❞r❡✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ x[n−p] ❧❡ ❝♦♠♣♦sé ∆n−p
j

//∆n
x //X ♦ù j

❡♥✈♦✐❡ ❧❡s n− p+ 1 s♦♠♠❡ts ❞❡ ∆n−p s✉r ❧❡s n− p+ 1 ❞❡r♥✐❡rs s♦♠♠❡ts ❞❡ ∆n ✭❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t
❧✬♦r❞r❡✮✳ P❛r ♥❛t✉r❛❧✐té✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t n✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r x ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
X ✿✭ ✷✮

∆(x) =

n
∑

p=0

[p]x⊗ x[n−p]

◆♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ∆ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (f∗⊗f∗)∆ = ∆f∗ ✭♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → Y ✮✳

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉✬♦♥ ❛ (ε ⊗ 1)∆ = (1 ⊗ ε)∆ = 1✱ ♦ù ε : C∗(X) → Λ ❡st ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ε ❡st ✉♥❡ ❝♦✲✉♥✐té ❜✐❧❛tér❛❧❡ ♣♦✉r ∆✳

❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ∆ : C∗(X) → C∗(X)⊗
C∗(X)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r X 7→ C∗(X) ❡st ❧✐❜r❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s (∆n, en)✱ ❡t ❝♦♠♠❡ C∗(∆n)⊗
C∗(∆n) ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✭✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✵ ✭♣❛❣❡ ✹✮✮✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✷✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❛❝②❝❧✐q✉❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∆ ❡st ✉♥✐q✉❡ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✸✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❡st ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ T ◦ ∆ ✭♦ù T ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r T (x ⊗ y) =

✷✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❧❛♥❣✉❡ ❛♥❣❧❛✐s❡ ❡♠♣❧♦✐❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✏❢r♦♥t✲p✲❢❛❝❡ ♦❢ x✑ ❡t ✏❜❛❝❦✲q✲❢❛❝❡ ♦❢ x✑ q✉❛♥❞ ✐❧s
♣❛r❧❡♥t ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s [p]x ❡t x[q]✳

✶✷



(−1)|x||y|y ⊗ x✮ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉✐ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s é❣❛❧❡ à ∆✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ∆ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❊❧❧❡ ❧✬❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ▲❡ ♠ê♠❡
❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∆ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ∆ ❡st
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈ér✐✜❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳✭ ✸✮

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❲❤✐t♥❡② ∆✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡✉① ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s
❛♣♣❡❧é❡s ✓ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ✔ ❡t ✓ ❝❛♣✲♣r♦❞✉✐t ✔✱ ❡t ♥♦té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ⌣ ❡t ⌢✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡✉① ❝♦❝❤❛î♥❡s ❡t ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦❝❤❛î♥❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ à ✉♥❡ ❝♦❝❤❛î♥❡ ❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❡t ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✳

Cp(X)⊗ Cq(X)
⌣ // Cp+q(X)

Cp(X)⊗ Cn(X)
⌢ // Cn−p(X)

▲❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡❣rés ❞♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❜✐❡♥ sûr éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ⌣ ❡t
⌢ s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré 0✳✭ ✹✮

☞ ✷✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t x ∈ Cp(X)✱ y ∈ Cq(X) ❡t z ∈ Cn(X)✳
❖♥ ♣♦s❡ ✭♣♦✉r t♦✉t (p+ q)✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r σ ❞❡ X✮ ✿

(x ⌣ y)(σ) = (−1)pqx([p]σ)y(σ[q])

x ⌢ z = (−1)p(n−p)x(z[p])[n−p]z

❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿
(x ⌣ y)(σ) = (x⊗ y)∆(σ)

x ⌢ z = (1⊗ x)∆(z)

☞ ✷✺ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡s s✐❣♥❡s ❞❛♥s ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❑♦s③✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ y ✭❞❡ ❞❡❣ré q✮ ❛ été ✐♥t❡r✈❡rt✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ [p]σ ✭❞❡ ❞❡❣ré p✮ ❞❡ σ✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s [p]z ❡t z[n−p] ❞❡ z ✭❞❡ ❞❡❣rés r❡s♣❡❝t✐❢s p ❡t n− p✮ ♦♥t été
✐♥t❡r✈❡rt✐❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ❝❡s s✐❣♥❡s s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦✉r q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡
é❝r✐r❡ (x ⌣ y)(σ) = (x⊗ y)(∆(σ)) ❡t x ⌢ z = (x⊗ 1)T (∆(z)) ✭❝❛r x ❡t y s♦♥t ♥✉❧s s✉r t♦✉s ❧❡s
s✐♠♣❧❡①❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré q✉✬❡✉①✮✳ ❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ x ⌢ z = (1 ⊗ x)∆(z)✱ ❝❛r
(x⊗ 1)T = 1⊗ x✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r à q✉♦✐ s❡rt ❧✬✐♥t❡r✈❡rs✐♦♥ T ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛♣✲♣r♦❞✉✐t✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ q✉✐ s✉✐t✳ ❙❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥t❡r✈❡rs✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ é❣❛❧✐té✳

▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ε : C∗(X) → Λ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ 1 ∈ Λ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ S0(X) ❡t ❡st
♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ 0✱ ❡st ✉♥❡ 0✲❝♦❝❤❛î♥❡✱ ❡t ♠ê♠❡ ✉♥ 0✲❝♦❝②❝❧❡✳ ❈❡ ❝♦❝②❝❧❡ s❡r❛
♥♦té 1✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ s❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡t
é❧é♠❡♥t ❡st ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t✳

✸✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t é✈✐❞❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝♦✉♣❡r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s ♠♦r❝❡❛✉① ✐❧ r❡✈✐❡♥t
❛✉ ♠ê♠❡✱ ❛♣rès ❧✬❛✈♦✐r ❝♦✉♣é ❡♥ ❞❡✉①✱ ❞❡ r❡❝♦✉♣❡r ❧❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ ❧❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ▼❛✐s ♦♥ ✈❡rr❛
♣❧✉s ❧♦✐♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✸✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳

✹✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ❞é❝✐❞é q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C
p(X) ét❛✐❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré p ❡t ♥♦♥ ♣❛s

−p✱ ❧❡ ❝❛♣✲♣r♦❞✉✐t ♥✬❛✉r❛✐t ♠ê♠❡ ♣❛s été ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛❞♦♣té❡s ♣❧✉s ❤❛✉t s♦♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳

✶✸



☞ ✷✻ ▲❡♠♠❡✳ P♦✉r x ∈ C∗(X)✱ y ∈ C∗(X) ❡t z ∈ C∗(X)✱ ♦♥ ❛ ✿

(x ⌣ y)⌣ z = x ⌣ (y ⌣ z)
1⌣ x = x = x ⌣ 1

(x ⌣ y)⌢ z = x ⌢ (y ⌢ z)
1⌢ z = z

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
((x ⌣ y)⌣ z)(σ) = ((x ⌣ y)⊗ z)∆(σ)

= (x⊗ y ⊗ z)(∆⊗ 1)∆(σ)
= (x⊗ y ⊗ z)(1⊗∆)∆(σ)
= (x ⌣ (y ⌣ z))(σ)

(1⌣ x)(σ) = (ε⊗ x)∆(σ)
= x(ε⊗ 1)∆(σ)
= x(σ)

(x ⌣ y)⌢ z = (1⊗ (x ⌣ y))∆(z)
= (1⊗ x⊗ y)(1⊗∆)∆(z)
= (1⊗ x⊗ y)(∆⊗ 1)∆(z)
= (1⊗ x)∆(1⊗ y)∆(z)
= x ⌢ (y ⌢ z)

1⌢ z = (1⊗ ε)∆(z)
= z

❏

▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ C∗(X) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✭♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ♣❧✉s
❧♦✐♥ ✭❧❡♠♠❡ ✷✽✮ q✉❡ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❣r❛❞✉é❡✮✱ ❡t q✉❡ C∗(X) ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
✭❣r❛❞✉é✮ à ❣❛✉❝❤❡ s✉r ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡✳

☞ ✷✼ ▲❡♠♠❡✳ ✭◆❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ❡t ❞✉ ❝❛♣✲♣r♦❞✉✐t✮ ❙♦✐t f : X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ❛
f∗(x ⌣ y) = f∗(x)⌣ f∗(y)

f∗(f
∗(x)⌢ z) = x ⌢ f∗(z)

♣♦✉r t♦✉s x ∈ C∗(X)✱ y ∈ C∗(X) ❡t z ∈ C∗(X)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
(f∗(x ⌣ y))(σ) = (x ⌣ y)(f∗(σ))

= (x⊗ y)∆(f∗(σ))
= (x⊗ y)(f∗ ⊗ f∗)∆(σ)
= (f∗(x)⊗ f∗(y))∆(σ)
= (f∗(x)⌣ f∗(y))(σ)

x ⌢ f∗(z) = (1⊗ x)∆(f∗(z))
= (1⊗ x)(f∗ ⊗ f∗)∆(z)
= f∗(1⊗ f∗(x))∆(z)
= f∗(f

∗(x)⌢ z)

✶✹



❏

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✐ f : X → Y ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡✱ f∗ : C∗(Y ) → C∗(X) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭♦✉ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❀
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s✮✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

☞ ✷✽ ▲❡♠♠❡✳ P♦✉r x ∈ C∗(X)✱ y ∈ C∗(X) ❡t z ∈ C∗(X)✱ ♦♥ ❛ ✿

∂(x ⌣ y) = ∂x ⌣ y + (−1)|x|x ⌣ ∂y

∂(x ⌢ z) = ∂x ⌢ z + (−1)|x|x ⌢ ∂z

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

∂(x ⌣ y)(σ) = −(−1)|x|+|y|(x ⌣ y)(∂σ)

= −(−1)|x|+|y|(x⊗ y)∆(∂σ)

= −(−1)|x|+|y|(x⊗ y)(∂ ⊗ 1 + 1⊗ ∂)∆(σ)

= (∂x⊗ 1)∆(σ) + (−1)|x|(x⊗ ∂y)∆(σ)

= (∂x ⌣ y + (−1)|x|x ⌣ ∂y)(σ)

(−1)|x|(x ⌢ ∂z) = (−1)|x|(1⊗ x)∆(∂z)

= (−1)|x|(1⊗ x)(∂ ⊗ 1 + 1⊗ ∂)∆(z)
= (∂ ⊗ 1)(1⊗ x)∆(z)− (1⊗ ∂x)∆(z)
= ∂(x ⌢ z)− ∂x ⌢ z

❏

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡⌣ ❡t⌢ ♣❛ss❡♥t à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✴❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❞♦♥❝ ✉♥ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ❡t ✉♥ ❝❛♣✲♣r♦❞✉✐t ✿

H∗(X)⊗H∗(X)
⌣ // H∗(X)

H∗(X)⊗H∗(X)
⌢ // H∗(X)

q✉✐ ♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✷✻ ❡t ✷✼✱ ♣❧✉s ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x ⌣ y = (−1)|x||y|y ⌣ x

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❲❤✐t♥❡② ∆ ❡st ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✭❛✉tr❡♠❡♥t✲
❞✐t ∆ ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à T∆✮✳ ❆✐♥s✐✱ H∗(X) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱
❡t H∗(X) ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉é à ❣❛✉❝❤❡ s✉r H∗(X)✳

☞ ✷✾ ❊①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔ ❧✬❛❧❣è❜r❡ H∗(RP2;Z/2)✳ ❖♥ s❛✐t ❞é❥à
q✉❡ H i(RP2;Z/2) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/2 ♣♦✉r i = 0, 1, 2 ❡t ♥✉❧ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ i✳ ▲❛
q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ H∗(RP2;Z/2)✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❧❡s ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ●②s✐♥ ✭q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(RPn;Z/2)✱ ❡t q✉✐ ❢❡r❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✉rs s✐ ♦♥ ❛ ❧❡ t❡♠♣s✮✱ ♠❛✐s ❞❛♥s

✶✺



❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s st✐♠✉❧❡r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❡t ❝♦❝②❝❧❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

▲❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ RP
2 ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S

2 ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♥t✐♣♦❞❡s✳ ➚
❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r S

2 ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❝✉❜❡ [−1, 1]3✳ ❈❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❛ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✭❛♥t✐♣♦❞❛❧❡✮✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉
tétr❛è❞r❡✱ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S

2✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r RP2 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✭❝♦❧❧❛❣❡✮
❞❡ tr♦✐s ❝❛rrés✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ RP

2✱

ab

c

a b

c

d

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❝❛rrés ❛ été ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝✉❜❡ ❛ ❤✉✐t
s♦♠♠❡ts✱ ✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ q✉❡ q✉❛tr❡ ❞❛♥s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ✭a✱ b✱ c ❡t d✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦♠♠❡r
❧❡s s❡❣♠❡♥ts ✭1✲s✐♠♣❧❡①❡s✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ♣❛r ❧❡✉rs ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❡t ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ✭2✲s✐♠♣❧❡①❡s✮
♣❛r ❧❡✉r tr♦✐s s♦♠♠❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ 1✲s✐♠♣❧❡①❡ [ab] ❡t ❧❡ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ [abc]✳ ❖♥ ❛ ♦r✐❡♥té
✭❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♥t✐♣♦❞❡s✮ ❧❡s
s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡s 1✲s✐♠♣❧❡①❡s s♦♥t ♦r✐❡♥tés ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t
♥✉♠ér♦t❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✐① tr✐❛♥❣❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡r à ❞❡s 2✲s✐♠♣❧❡①❡s✳ Pré❝✐✲
sé♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛ ✉♥ s♦♠♠❡t 0✱ ✉♥ s♦♠♠❡t 1 ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t 2✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡s tr♦✐s ❝♦tés ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts s♦✐t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ RP2✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥
1✲❝♦❝②❝❧❡ α s✉r RP2✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Z/2✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t α(x) = 0 ♣♦✉r x = [ac], [cb], [ba] ✭❛✉tr❡♠❡♥t✲
❞✐t ❧❡s tr♦✐s ✓ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ✔✮✱ ❡t α(x) = 1 ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s 1✲s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ❙✐ ♦♥ s✬❡♥ t✐❡♥t
❛✉① s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✱ α ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t 2✲s✐♠♣❧❡①❡ σ ✭❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮✱ ♦♥
✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ∂(α)(σ) = α(∂σ) = α(∂0σ)− α(∂1σ) + α(∂2σ)) = 0 ✭❝❡ q✉✐ s❡ rés✉♠❡ ❛✉
❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ [012]✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α s✉r [02] ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r [01]
❡t [12]✮✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ α s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ 1✲❝♦❝②❝❧❡ ❞é✜♥✐ s✉r C1(RP

2) t♦✉t ❡♥t✐❡r ❡st
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ C ′

∗(RP
2) →֒ C∗(RP

2) ✭♦ù C ′
∗(RP

2) ❡st ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é
❞❡ C∗(RP

2) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳✭ ✺✮

✺✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ q✉✐ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ t❡♠♣s ♥✬♦♥t ♣❛s été ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s
❝❡ ❝♦✉rs✳

✶✻



❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ 2✲❝❤❛î♥❡ q✉✐ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s✐① 2✲s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❧❡s s✐❣♥❡s ♥✬♦♥t
♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❛♥s Z/2✮ ❡t q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ω✳ ❈❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ 2✲❝②❝❧❡✱ ❡t s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à H2(RP

2;Z/2)✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛
✓ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✔✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ 〈α ⌣ α,ω〉✳ ◆♦t♦♥s [012] ✉♥ 2✲s✐♠♣❧❡①❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ❖♥ ❛ (α ⌣ α)([012]) = α([01])α([12])✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✈❛✉t 1 ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s
tr✐❛♥❣❧❡s ✓ ❡①tér✐❡✉rs ✔ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s α ❛ss♦❝✐❡ 1 ❛✉① ❢❛❝❡s ♦♣♣♦sé❡s à 0 ❡t 2✮✱
❡t ✈❛✉t 0 s✉r ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s tr✐❛♥❣❧❡s ✭❝❡✉① q✉✐ ♦♥t d ♣♦✉r s♦♠♠❡t✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s✐① ✈❛❧❡✉rs q✉❡ 〈α ⌣ α,ω〉 = 1✳

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ✭❝♦✮❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ω✱ α ⌣ α✱ ❡t α s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝
❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ H2(RP

2;Z/2)✱ H2(RP2;Z/2) ❡t H1(RP2;Z/2) ✭t♦✉s ✐s♦♠♦r♣❤❡s à
Z/2✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ϕ : (Z/2)[t] → H∗(RP2;Z/2)
q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t s✉r α ❡st s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t q✉❡ s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t3✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

H∗(RP2;Z/2) ≃
(Z/2)[t]

(t3)

☞ ✸✵ ❊①❡♠♣❧❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❛②❛♥t ❞❡s t②♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❛✐❡♥t
❞❡s ♠♦❞✉❧❡ ❣r❛❞✉és ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❊♥ ✈♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❞❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡ ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✱ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♠♠❡ ❛❧❣è❜r❡s ✭❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✮✳
❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z/2✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡s♣❛❝❡ ❡st X = RP
2✱ ❞♦♥t ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱

❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❧❡ ❜♦✉q✉❡t Y = S
1 ∨ S

2✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡
X ❡t Y ♦♥t ♠ê♠❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥
sûr ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ i : S1 → Y ❡t ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ r : Y → S

1 ♣♦✉r i ✭❡♥✈♦②❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ S

2 s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ r∗ : H1(S1) → H1(Y ) ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡
❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ u ∈ H1(S1) ❛ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ β ∈ H1(Y )✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ u ⌣ u = 0
✭❝❛r H2(S1) = 0✮✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r β ⌣ β = 0✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ Y
♥✬❡st ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ X✳

✶✼



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✷ ♠❛✐ ✷✵✶✷✳

✶ ❈✉♣✲♣r♦❞✉✐t r❡❧❛t✐❢ ❡t ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t ✭❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✮✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❚❤♦♠✲●②s✐♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s

r❡❧❛t✐✈❡s ❞✉ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t✳ ▲❡s ✈❡rs✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s❡r♦♥t tr❛✐té❡s ❞❛♥s ✉♥

❛✉tr❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❙♦✐t (X,A) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s i ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ A ❞❛♥s X✳ ❙✐ x ❡t y
s♦♥t ❞❡✉① ❝♦❝❤❛î♥❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r X ✭❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ C∗(X)✮✱ ♦♥ ❛

i∗(x ⌣ y) = i∗(x)⌣ i∗(y)✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ i∗(x) = 0 ♦✉ s✐ i∗(y) = 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t s✐ x ♦✉ y ❡st ♥✉❧❧❡

s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s A✱ ♦♥ ❛ i∗(x ⌣ y) = 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ x ⌣ y✳
❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ C∗(X,A) ❡st ❥✉st❡ ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ C∗(X) ❞❡s ❝♦❝❤❛î♥❡s q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡♥t s✉r ❧❡s
❝❤❛î♥❡s ❞❡ A✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐ts ✭❞✐t ✓ r❡❧❛t✐❢s ✔✮

C∗(X)⊗ C∗(X,A)
⌣

// C∗(X,A)

C∗(X,A)⊗ C∗(X)
⌣

// C∗(X,A)

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ❥✉st❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞✉ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✸✵

❛✈r✐❧✳ ■❧s ♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧♦❣✉❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥t ♥❛t✉r❡❧s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❛✐r❡

(X,A)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Y ✳ ▲❛ ♣❛✐r❡ (X × Y,A× Y ) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ (X,A)× Y ✮ ❛❞♠❡t

❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p1 : (X × Y,A × Y ) → (X,A)✳✭ ✶✮ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p2 :
X × Y → Y ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✓ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t ✔ × : C∗(X,A) ⊗ C∗(Y ) → C ∗ (X × Y,A × Y ) ❡♥
❞❡♠❛♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

C∗(X,A)⊗ C∗(Y )
×

//

p∗
1
⊗p∗

2

��

C ∗ (X × Y,A× Y )

1
��

C∗(X × Y,A× Y )⊗ C∗(X × Y )
⌣

// C∗(X × Y,A× Y )

✶✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p2 : (X × Y,A× Y ) → Y ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞❡✈r❛✐t ❡♥✈♦②❡r A× Y ❞❛♥s ∅✳



❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ x× y = p∗1(x) ⌣ p∗2(y)✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❢❛✐r❡ ❝❡ q✉✬♦♥

✈✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ H∗ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ C∗ ❡t ♦♥ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

◆♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r x ∈ H∗(X,A) ❡t 1 ∈ H0(Y )✱ ♦♥ ❛ x× 1 = p∗1(x)⌣ p∗2(1) = p∗1(x)⌣ 1 = p∗1(x)✱
♦ù p1 ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ (X × Y,A× Y ) s✉r (X,A)✳

✷ ❈✉♣✲♣r♦❞✉✐t ❡t ❝♦♥♥❡❝t❛♥ts✳

☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t (X,A) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ i ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s X✳ ❙♦✐t

∂∗ : H∗(A) → H∗(X,A) ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (X,A)✳
❙♦✐❡♥t x ∈ H∗(X) ❡t y ∈ H∗(A)✳ ❖♥ ❛

∂∗(i∗(x)⌣ y) = (−1)|x|x ⌣ ∂∗(y)

▲❡ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ⌣: H∗(A) ⊗ H∗(A) → H∗(A)✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡

❞r♦✐t❡ ❡st ⌣: H∗(X)⊗H∗(X,A) → H∗(X,A)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (X,A) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✈✐❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és ✿

0 // C∗(X,A) // C∗(X)
i∗

// C∗(A) // 0

❙♦✐t a ∈ C∗(X) ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t x ❡t s♦✐t b ∈ C∗(A) ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t y✳ ❙♦✐t b′

✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ b ♣❛r i∗✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝♦❜♦r❞ ❞❡ b′ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦❝②❝❧❡ b′′ ∈ C∗(X,A)
r❡♣rés❡♥t❛♥t ∂∗(y) ✿

b′_

��

� // b

b′′
� // ∂b′

i∗(a)⌣ b ❛ a ⌣ b′ ❝♦♠♠❡ ❛♥té❝é❞❡♥t ♣❛r i∗✱ ❡t ❝♦♠♠❡ a ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✱ ∂(a ⌣ b′) = (−1)|x|a ⌣
∂b′✱ ❡t a ⌣ ∂b′ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ u ∈ C∗(X,A) t❡❧ q✉❡ (−1)|x|u r❡♣rés❡♥t❡ ∂∗(i∗(x)⌣ y)✳

a ⌣ b′_

��

� // i∗(a)⌣ b

(−1)|x|u
� // (−1)|x|a ⌣ ∂b′

▼❛✐s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ a ⌣ b′′ ∈ C∗(X,A) ❞❛♥s C∗(X) ❡st a ⌣ ∂b′✱ ❝❛r ♦♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

C∗(X)⊗ C∗(X,A)

��

⌣
// C∗(X,A)

��

C∗(X)⊗ C∗(X)
⌣

// C∗(X)

✷



♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ✭♦ù ❧❡s ✢è❝❤❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

u = a ⌣ b′′✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❏

☞ ✷ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ X✳ ❙♦✐t i ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ A∩B ❞❛♥s A∪B✱

❡t s♦✐t ∂∗ : H∗(A∩B) → H∗(A∪B) ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ♣♦✉r ❧❛

❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r x ∈ H∗(A ∪B) ❡t y ∈ H∗(A ∩B)✱ ♦♥ ❛

∂∗(i∗(x)⌣ y) = (−1)|x|x ⌣ ∂∗(y)

❡t ♣♦✉r x ∈ H∗(A ∩B) ❡t y ∈ H∗(A ∪B)✱ ♦♥ ❛

∂∗(x ⌣ i∗(y)) = ∂∗(x)⌣ y

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s

. . . // H∗(A)⊕H∗(B) // H∗(A ∩B)
∂∗

// H∗(A ∪B) // H∗(A)⊕H∗(B) // . . .

❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✈✐❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❣r❛❞✉és

0 // (C∗(A) + C∗(B))∗
ϕ

// C∗(A)⊕ C∗(B)
ψ

// C∗(A ∩B) // 0

♦ù ❧❡s ✢è❝❤❡s ϕ ❡t ψ s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡s ❞❡ s✐❣♥❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t

a ∈ C∗(A∪B) ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t x✱ ❡t s♦✐t a′ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à A ✭q✉✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✮✳

▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ a′′ ❞❡ a à A∩B ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t i∗(x)✳ ❙♦✐t b ∈ C∗(A∩B) ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡

r❡♣rés❡♥t❛♥t y✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ∂∗(y) ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥

❛♥té❝é❞❡♥t (b′A, b
′
B) ❞❡ b ♣❛r ψ✱ ♣✉✐s ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♥té❝é❞❡♥t b′′ ❞❡ (∂b′A, ∂b

′
B) ♣❛r ϕ ✿

(b′A, b
′
B)

� //

_

��

b

b′′
� // (∂b′A, ∂b

′
B)

❙✐ ♦♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ a′′ ⌣ b✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ψ(a′, 0) = a′′ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡ ❢❛✐t q✉❡ a′ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ✭❡t ❜✐❡♥ sûr ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝✉♣ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

ψ(a′ ⌣ b′A, 0⌣ b′B) = a′′ ⌣ b✮ ✿

(a′ ⌣ b′A, 0)
� //

_

��

a′′ ⌣ b

(−1)|x|a ⌣ b′′
� // ((−1)|x|a′ ⌣ ∂b′A, 0)

✭♦♥ ❛ |x| = |a| = |a′|✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂∗(i∗(x) ⌣ y) = (−1)|x|x ⌣ ∂∗(y)✳ ▲✬❛✉tr❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ s❡

tr❛✐t❡ ❞❡ ♠ê♠❡✳ ❏

✸



✸ ❯♥ ❝❛s ✭très✮ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤✳

❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡st ✓ s♣é❝✐❛❧❡ ✔✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡

❞❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡s ❝♦✉rt❡s s❝✐♥❞é❡s ✭♣r♦❧♦♥❣é❡s ♣❛r ❞❡s 0✮✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
❧♦♥❣✉❡ s♣é❝✐❛❧❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✭❧♦♥❣✉❡ s♣é❝✐❛❧❡✮✳

☞ ✸ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t

H∗(X)⊗H∗(Sn)
×

// H∗(X × S
n)

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡t é♥♦♥❝é ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤✱ q✉❡ ♥♦✉s

♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é♠♦♥tré❡ ✭♠❛✐s q✉✐ s❡r❛ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐

✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ P♦✉r n = 0✱ ♥♦t♦♥s a ❡t b ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ S0✱ ❡t ia : {∗} → S
0

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ia(∗) = a✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t

❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t✮

H∗(X)⊗H∗(S0)
×

//

1⊗i∗a
��

H∗(X × S
0)

(1×ia)∗

��

H∗(X)⊗H∗({∗})
×

// H∗(X × {∗})

P♦✉r x ∈ H∗(X) ❡t 1 ∈ H∗({∗})✱ ♦♥ ❛ x×1 = p∗1(x)✳ ❈♦♠♠❡ p1 ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ 1 ❡♥❣❡♥❞r❡H∗({∗})✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t ✐♥❢ér✐❡✉r ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ◆♦t❡r q✉✬♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t {∗} ♣❛r ✉♥ ❡s♣❛❝❡

❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s s❡r✈✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t b✱ ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t

❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛

s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭❧❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❧❛✐ssés ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✮ q✉❡ ❧❡ ❝r♦ss✲

♣r♦❞✉✐t s✉♣ér✐❡✉r ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t n ≥ 1✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❞❡✉① ♦✉✈❡rts A
❡t B ❞❡ S

n ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♣ô❧❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡

s♣é❝✐❛❧❡ ✭❝❡❝✐ r❡q✉✐❡rt ✉♥ ♣❡✉ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ∗ = 0✮ ✿

. . . // H∗(A)⊕H∗(B) // H∗(Sn−1)
∂∗

≃
// H∗(Sn) // H∗(A)⊕H∗(B) // . . .

❡t ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✭❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ♦✉✈❡rts X ×A ❡t X ×B✮

. . . // H∗(X ×A)⊕H∗(X ×B) // H∗(X × S
n−1)

∂∗
// H∗(X × S

n) // . . .

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✿

✹



. . . // H∗(X)⊗H∗(A)⊕H∗(X)⊗H∗(B) //

×⊕×

��

H∗(X)⊗H∗(Sn−1)
1⊗∂∗

//

×

��

H∗(X)⊗H∗(Sn)

×

��

// . . .

. . . // H∗(X ×A)⊕H∗(X ×B) // H∗(X × S
n−1)

∂∗
// H∗(X × S

n) // . . .

à ❧✐❣♥❡s ❡①❛❝t❡s✱ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t✱ s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐

❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛rré ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❛♥ts✳ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r x ∈ H∗(X) ❡t y ∈ H∗(Sn−1)✱ ❡t
❡♥ ♥♦t❛♥t i ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ X × S

n−1 ❞❛♥s X × S
n ✿

∂∗(x× y) = ∂∗(p∗1(x)⌣ p∗2(y))
= ∂∗(i∗(p∗1(x))⌣ p∗2(y))

✭❧❡♠♠❡ ✷ ✭♣❛❣❡ ✸✮✮

= (−1)|x|p∗1(x)⌣ ∂∗p∗2(y)

= (−1)|x|p∗1(x)⌣ p∗2(∂
∗(y))

= (−1)|x|x× ∂∗(y)
= × ◦ (1⊗ ∂∗)(x⊗ y)

❈♦♠♠❡ A ❡t B s♦♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡s✱ ♦♥ ✈♦✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ❝✐♥q q✉❡

H∗(X)⊗H∗(Sn)
×

//H∗(X × S
n) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❏

☞ ✹ ▲❡♠♠❡✳ P♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ X✱ ❧❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t

H∗(X)⊗H∗(Dn, Sn−1)
×

// H∗(X × D
n, X × S

n−1)

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭n ≥ 1✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

H∗(X)⊗H∗(Dn, Sn−1) //

×

��

H∗(X)⊗H∗(Dn) //

×

��

H∗(X)⊗H∗(Sn−1)
1⊗∂∗

//

×

��

H∗(X)⊗H∗(Dn, Sn−1)

×

��

H∗(X × D
n, X × S

n−1) // H∗(X × D
n) // H∗(X × S

n−1)
∂∗

// H∗(X × D
n, X × S

n−1)

❞♦♥t ❧❛ ❧✐❣♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❡①❛❝t❡ ❝❛r ❝✬❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ♣❛r H∗(X) ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

❧♦♥❣✉❡ s♣é❝✐❛❧❡✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t✱ s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛rré ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❛♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r x ∈ H∗(X)
❡t y ∈ H∗(Sn−1) ✭❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t i ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ X × S

n−1 ❞❛♥s X × D
n✮ ✿

∂∗(x× y) = ∂∗(p∗1(x)⌣ p∗2(y))
= ∂∗(i∗(p∗1(x))⌣ p∗2(y))

= (−1)|x|p∗1(x)⌣ ∂∗(p∗2(y))

= (−1)|x|p∗1(x)⌣ p∗2(∂
∗(y))

= (−1)|x|x× ∂∗(y)
= × ◦ (1⊗ ∂∗)(x⊗ y)

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ❝✐♥q✳ ❏

✺



✹ ▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❚❤♦♠✳

❖♥ ❛ ✈✉ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✶✸ ❢é✈r✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ✐❝✐ ❞✬✉♥❡

♥♦t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✓ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✔✳

☞ ✺ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ π : E → B ❡st ✉♥ ✓ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭ré❡❧✮ ✔ ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ∈ N s✐ ❝❤❛q✉❡ ✜❜r❡ π−1(x) ✭x ∈ B✮ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱
❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt U = (Ui)i∈I ❞❡ B ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡

ψi : π
−1(Ui) → Ui × R

n t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

π−1(Ui)

π
��

;;
;;

;;
;

ψi
// Ui × R

n

p1
����

��
��

�

Ui

s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Ui✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦sé π−1(x)
ψi

//{x} × R
n p2

//R
n s♦✐t ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ R✲❧✐♥é❛✐r❡✳

❯♥ ✓ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ B ✔ ❞❡ π : E → B ✈❡rs π′ : E′ → B ❡st ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : E → E✱ ❡♥✈♦②❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t π−1(x) ❞❛♥s π′
−1

(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ B✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ p1 : B × R
n → B ❡st ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ❚♦✉t ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧

✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❞✐t ✓ tr✐✈✐❛❧ ✔✳ ❚♦✉t ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❝✐✲❞❡ss✉s ✓ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ✔✳

◆♦t♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ Λ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❯♥❡ Λ✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ F ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡Hn(F, F−
0; Λ)✳ ❙✐ f : F → G ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❧✐♥é❛✐r❡✮ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

n✱ ✐❧ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f∗ : Hn(G,G − 0; Λ) → Hn(F, F − 0; Λ)✱ ❡t ét❛❜❧✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡♥tr❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ F ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ G✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ f ✓ ❡♥✈♦✐❡ ✔

❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θF ∈ Hn(F, F − 0; Λ) s✉r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θG ∈ Hn(G,G − 0; Λ) s✐ f∗(θG) = θF ✳ ❖♥
♥♦t❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ F ❛ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s R✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛ ❞❡✉① Z✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡

Z/2✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❜ré tr✐✈✐❛❧ π : E → B ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ B ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

θx ❞❡ π−1(x) t❡❧❧❡s q✉❡✱ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ψ ❛✈❡❝ p1 : B ×R
n → B ét❛♥t ❞♦♥♥é✱ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s

❞❡ p2 ◦ ψ à ❝❤❛q✉❡ π−1(x) ❡♥✈♦✐❡♥t t♦✉s ❧❡s θx s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ R
n✳ ❯♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ π : E → B ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ B ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

θx ❞❡ π−1(x) ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ B ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉q✉❡❧ π ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❧❡s θx
✭x ∈ U✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ π : π−1(U) → U ✳ ❚♦✉t ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡

✉♥✐q✉❡ Z/2✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♣❛✉t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ Z✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ▼÷❜✐✉s✱ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡✳

❚♦✉t ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛ ✉♥❡ ✓ s❡❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ✔ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮✱ s0 : B → E✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s0(x) = 0π−1(x) ✭❧❡

③ér♦ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ π−1(x)✮✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr π◦s0 = 1B✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ s0
❞❛♥s E s❡r❛ ♥♦té E−s0✳ ❙✐ U ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ B✱ π−1(U) s❡r❛ ❛✉ss✐ ♥♦té U ✱ ❡t π−1(U)−s0(U) =

✻



U ∩ (E − s0) s❡r❛ ❛✉ss✐ ♥♦té U0✳

☞ ✻ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t π : E → B ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ♦r✐❡♥té ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s

θx ∈ Hn(π−1(x), π−1(x)− 0) ✭x ∈ B✮✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ θ ∈ Hn(E,E − s0) ✭❞✐t ✓ ❝❧❛ss❡

❞❡ ❚❤♦♠ ✔ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ (π−1(x), π−1(x) − 0) ❡st θx✱ ❡t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❞❡ ❞❡❣ré −n✮

H∗(B)
τ

// H∗(E,E − s0)

x � // π∗(x)⌣ θ

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✓ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❚❤♦♠ ✔✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞✉ ❝❛s ♦ù B ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦✉✈❡rt ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐

❞✬♦✉✈❡rts tr✐✈✐❛❧✐s❛♥t π✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦ù B ❡st

✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❚r❛✐t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré tr✐✈✐❛❧✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r êtr❡ π = p1 : B × R
n → B✳ P❛r

❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θRn ∈ Hn(Rn,Rn − 0) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ B✱ ♦♥ ❛✐t

p∗2(θRn) = θx ✭❛✈❡❝ p2 : {x}×R
n → R

n✮✳ P♦s♦♥s θ = p∗2(θRn) ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ p2 : B×R
n → R

n✳

◆♦t❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ θ à ❝❤❛q✉❡ (π−1(x), π−1(x) − 0)
s♦✐t θx✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹ ✭♣❛❣❡ ✺✮✱ ❧❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t

H∗(B)⊗H∗(Rn,Rn − 0)
×

// H∗(B × R
n, B × (Rn − 0))

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❈♦♠♠❡ H∗(Rn,Rn − 0) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Λ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r θRn ✱ ♦♥ ❛ ✉♥

✐s♦♠♦♣❤✐s♠❡ H∗(B) → H∗(B × R
n, B × (Rn − 0)) = H∗(B × R

n, B × R
n − s0) ❞♦♥♥é ♣❛r

x 7→ x× θRn = p∗1(x)⌣ p∗2(θRn) = π∗(x)⌣ θ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛✐t ❞❡✉① ♦✉✈❡rts U ❡t V ❞❡ B t❡❧s q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s♦✐t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s

r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ π ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ U ✱ ❞❡ V ❡t ❞❡ U ∩V ✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✈r❛✐ ❛✉ss✐

♣♦✉r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ π ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ U ∪ V ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦✉✈❡rt U ♦♥ ♥♦t❡r❛ θU ∈ Hn(U,U0)
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❚❤♦♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✿

H∗(U)⊕H∗(V ) //

τ⊕τ

��

H∗(U ∩ V )
∂∗

//

τ

��

H∗(U ∪ V ) //

τ

��

H∗(U)⊕H∗(V )

τ⊕τ

��

H∗(U,U0)⊕H∗(V , V 0)
ψ

// H∗(U ∩ V , U ∩ V 0)
∂∗

// H∗(U ∪ V , U ∪ V 0) // H∗(U,U0)⊕H∗(V , V 0)

▲✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (θU , θV ) ♣❛r ❧❛ ✢è❝❤❡ ψ ét❛♥t 0 ✭❝❛r θU ❡t θV ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉

❞❡ss✉s ❞❡ U ∩ V ✭ ✷✮✮✱ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭♣r♦❧♦♥❣é❡ s✉r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✮ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧

❡①✐st❡ θU∪V ∈ Hn(U ∪ V , U ∪ V 0) ❞♦♥t ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ U ❡t V s♦♥t θU ❡t θV ✳
▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ θU∪V rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ Hn−1(U ∩ V , U ∩ V 0) ≃ H−1(U ∩ V ) = 0✳

▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ τ s❛✉❢ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛rré

✷✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ s✐❣♥❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✷✶ ♠❛rs

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s✳

✼



❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❛♥ts✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té rés✉❧t❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✿

∂∗(τ(x)) = ∂∗(π∗(x)⌣ θU∩V )
= ∂∗(π∗(x)⌣ i∗(θU∪V ))
= ∂∗(π∗(x))⌣ θU∪V

= π∗(∂∗(x))⌣ θU∪V

= τ(∂∗(x))

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ❝✐♥q ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ τ : H∗(U ∪ V ) → H∗(U ∪ V , U ∪ V 0) ❡st ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

B ét❛♥t r❡❝♦✉✈❡rt ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬♦✉✈❡rts tr✐✈✐❛❧✐s❛♥ts✱ ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦✉✈❡rts✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ π ❡st tr✐✈✐❛❧

❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ Uk✱ ✐❧ ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ (U1 ∪ · · · ∪ Uk−1) ∩ Uk✳ ❏

☞ ✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t π : E → B ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♦r✐❡♥té ♣❛r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❚❤♦♠ θ ∈
Hn(E,E− s0)✳ ❙♦✐t j : E → (E,E− s0) ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ e = s∗0(j

∗(θ)) ∈ Hn(B)✳
e ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✓ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r ✔ ❞✉ ✜❜ré ♦r✐❡♥té π✳

☞ ✽ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t π : E → B ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♦r✐❡♥té ❡t e ∈ Hn(B) s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r✳ ❖♥

❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

. . . // H i(B)
⌣e

// H i+n(B)
π∗

// H i+n(E − s0) // H i+1(B) // . . .

❞✐t❡ ✓ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ●②s✐♥ ✔✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ♥♦té❡ ⌣ e ❡st x 7→ x ⌣ e✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

H i(B)
⌣e

//

τ

��

H i+n(B)
π∗

//

π∗

��

H i+n(E − s0)
ψ

//

1
��

H i+1(B)

τ

��

H i+n(E,E − s0) j∗
// H i+n(E) // H i+n(E − s0) ∂∗

// H i+n+1(E,E − s0)

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s✉✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (E,E− s0)✳ ▲❛ ✢è❝❤❡ ψ ❡st ♦❜t❡♥✉❡

❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ∂∗ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ τ ✳ π∗ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛r π : E → B ❡st

✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❥✉st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ ❛

π∗(x ⌣ e) = π∗(x ⌣ s∗0j
∗(θ))

= π∗(x)⌣ j∗(θ)
✭❝❛r s0 ❡st ✐♥✈❡rs❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞❡ π : E → B✮

= j∗(π∗(x)⌣ θ)
✭♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t✮

= j∗(τ(x))

▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❝❛rré ❝❡♥tr❛❧ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r ❝♦♥str✉✲

t✐♦♥✳ ❏

✽



✺ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳

❙✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ RPn✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ RPn ❡st

❥✉st❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❞❡ R
n+1✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (D,x) ♦ù D ❡st ✉♥❡

❞r♦✐t❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ Rn+1 ❡t x ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ D ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ E✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(D,x) 7→ D ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ E → RP

n ❡t ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

1✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ γ ❡t q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ ✜❜ré ❡♥ ❞r♦✐t❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r RPn ✔✳ ❈❡ ✜❜ré ♥✬❡st ♣❛s

♦r✐❡♥t❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❛ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❚❤♦♠ q✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♣r✐s ❞❛♥s Z/2✳
■❧ ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r eγ ∈ H1(RPn;Z/2)✳

☞ ✾ ▲❡♠♠❡✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(RPn;Z/2) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
(Z/2)[t]

(tn+1)
✱ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r

t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r eγ ∈ H1(RPn;Z/2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ RP
1 ≃ S

1 ét❛♥t tr✐✈✐❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r n ≥ 2✳
❙♦✐t E ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ❞✉ ✜❜ré ❝❛♥♦♥✐q✉❡ γ✳ ▲❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ E − s0 ❞❡ E s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à R

n+1 − 0✳
❙❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ Sn✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ●②s✐♥ ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z/2
❡t ❛✈❡❝ e = eγ✮

H i(Sn) // H i(RPn)
⌣e

// H i+1(RPn) // H i+1(Sn)

❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ✐s♦♠♦♣❤✐s♠❡s ⌣ e : H i(RPn) → H i+1(RPn) ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n − 2 ❡t ♣♦✉r

i ≥ n+ 1✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿

0 // H0(RPn)
π∗

// H0(Sn) // H0(RPn)
⌣e

// H1(RPn)
π∗

// H1(Sn) = 0

S
n ❡t RPn ét❛♥t ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✢è❝❤❡ π∗ à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ■❧ ❡♥

rés✉❧t❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ⌣ e : H0(RPn) → H1(RPn)✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ H i(RPn;Z/2) ≃ Z/2
♣♦✉r i ≤ n−1✳ ❖r Hn+1(RPn) = 0✳ ❈❡❝✐ s❡ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n ❛✈❡❝ ❧❛ s✉✐t❡

❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ❝❛r RPn ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✱

❧✬❛✉tr❡ ❛ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ RP
n−1 ❡t ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ S

n−1✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿

0 // Hn−1(RPn)
⌣e

// Hn(RPn)
π∗

// Hn(Sn)
ψ

// Hn(RPn)
⌣e

// 0

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ Hn(RPn) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♥✉❧✳ ❈♦♠♠❡ ψ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉ ❞♦♥❝ q✉✬êtr❡

✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/2✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ✢è❝❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ⌣ e ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

▲✬✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s f : (Z/2)[t] → H∗(RPn) q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t s✉r e✱ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t

s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t ❡♥✈♦✐❡ ti s✉r ei ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❈❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ en ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧ ❡t q✉❡ en+1

❡st ♥✉❧✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ f ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r tn+1✳ ❏

❇♦rs✉❦✲❯❧❛♠ ✦

❖♥ ♣❡✉t r❡❢❛✐r❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭♥♦✉s

❧❛✐ss♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥♥✐❡♥s ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✮✳ ❖♥ ❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❞r♦✐t❡s

✾



❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r CP
n✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝✬❡st ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✭ré❡❧❧❡✮ 2✱ q✉✐ s❡r❛ ❡♥❝♦r❡ ♥♦té γ✳ ❉❡ ♣❧✉s ✉♥ t❡❧ ✜❜ré ❡st t♦✉❥♦✉rs ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t

q✉❡ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ C✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳✭ ✸✮ ▲❡ ✜❜ré γ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r

e = eγ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à H2(CPn;Z)✳

☞ ✶✵ ▲❡♠♠❡✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(CPn;Z) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
Z[t]

(tn+1)
✱ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r t

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r eγ ∈ H2(CPn;Z)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ CP
1 ≃ S

2✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r n ≥ 2✳ ❙♦✐t E ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ❞✉ ✜❜ré γ✳
E − s0 s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ CP

n+1 ❡t ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡

❞❡ S
2n+1 ✭2n+ 1 ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ●②s✐♥ ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✮ ❞♦♥♥❡

. . . // H i(CPn)
⌣e

// H i+2(CPn)
π∗

// H i+2(S2n+1) // H i+1(CPn) // . . .

♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s H i(CPn) → H i+2(CPn) ♣♦✉r i = −1, 0, . . . , 2n−2✳ ▲❡ ❝❛s i = −1
♠♦♥tr❡ q✉❡ H1(CPn;Z) = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ H i(CPn;Z) = 0 ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s i ✐♠♣❛✐rs ✐♥❢ér✐❡✉rs à 2n✱
❡t H i(CPn;Z) ≃ H0(CPn;Z) ≃ Z ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s i ♣❛✐rs ✐♥❢ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à 2n✳ ❖♥ ❛❞♠❡ttr❛

q✉❡ H i(CPn) = 0 ♣♦✉r i > 2n✳✭ ✹✮ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❏

✸✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ✈ér✐✜❡r q✉❡ s✐ f : E → E ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t s✐ fR ❡st ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡

ré❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✱ ♦♥ ❛ det(fR) = | det(f)|2✳
✹✳ ■❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬♦♥ ❛✉r❛ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝♦✉rs✳

✶✵



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✼ ♠❛✐ ✷✵✶✷✳

✶ ❘étr❛❝ts ❛❜s♦❧✉s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X✱ ✉♥❡ ✓ rétr❛❝t✐♦♥ ✔ ❞❡ X s✉r A ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ r : X → A t❡❧❧❡ q✉❡ r(x) = x ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A✳ ■❧ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ i : A → X à ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✭r ◦ i = 1A✮✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❞❡

X s✉r A✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ✉♥ ✓ rétr❛❝t ✔ ❞❡ X✳ ◆♦t❡r q✉❡ s✐ A ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❞❡ X✱ ❛❧♦rs A ❡st

❢❡r♠é ❞❛♥s X✱ ♣✉✐sq✉❡ A = {x ∈ X | r(x) = x}✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♥♦r♠❛✉① s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡

❆ ✭♣❛❣❡ ✾✮✳

☞ ✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ R ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✓ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ✔ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡

♥♦r♠❛❧ X✱ t♦✉t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é A ❞❡ X ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à R ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❞❡ X✳

☞ ✷ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❡st ✉♥ rétr❛❝t

❛❜s♦❧✉✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ Sn ✭n ∈ N✮ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ Dn+1✱ q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧✱

♥❡ s❡ rétr❛❝t❡ ♣❛s s✉r s♦♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é S
n✮✳

☞ ✸ ▲❡♠♠❡✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ [0, 1]n ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ X ❡t f : A → [0, 1]n ✉♥ ❤♦✲

♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ f ❛ n ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s f1, . . . , fn à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

❚✐❡t③❡✲❯r②s♦❤♥ ✶✻ ✭♣❛❣❡ ✶✵✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s g1, . . . , gn ❞❡ X ✈❡rs [0, 1]
♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t ❧❡s fi✳ ❊♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ g : X → [0, 1]n ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s gi
❛✈❡❝ f−1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ X s✉r A✳ ❏

☞ ✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ R ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✓ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✔✭ ✶✮ s✐

♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ X✱ t♦✉t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é A ❞❡ X ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à R ❡st ✉♥ rétr❛❝t

❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❛♥s X✳

☞ ✺ ▲❡♠♠❡✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ R ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r

t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ X ❡t t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ A ❞❡ X✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : A→ R ❛ ✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ A ❞❛♥s X✳

✶✳ ❊♥ ❆♥❣❧❛✐s ✿ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡tr❛❝t✱ ♦✉ ✏❆◆❘✑✳



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s S ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ X ❡t ❞❡ R✱ ♣✉✐s ❡♥

q✉♦t✐❡♥t❛♥t ❝❡tt❡ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡

t♦✉t x ∈ A ❛✈❡❝ s♦♥ ✐♠❛❣❡ f(x) ∈ R✳✭ ✷✮ ❖♥ ❛ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡

❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

A
f //

� _

i

��

R
� _

j

��
X g

// S

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ j ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts

❞❡ R✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f ✱ ✐❧ ♥✬❡st ✐❞❡♥t✐✜é q✉✬❛✈❡❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛r ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ x ❡t y ♣❛r j s♦♥t ❛❧♦rs ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛ x = f(a)
❡t y = f(b)✱ ♦ù a ❡t b s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥✬✐❞❡♥t✐✜❡ ♣❛s a ❡t b✱ ❝❛r ❡❧❧❡

♥✬✐❞❡♥t✐✜❡ q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛r f ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ a ❡t b ♣❛r g s♦♥t

❞✐st✐♥❝t❡s✱ ♠❛✐s ❝❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ x ❡t y ♣❛r j✳

❈♦♠♠❡ j ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r R à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ S✱ ❡t ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡st ❢❡r♠é✱

❝❛r s❡s ✐♠❛❣❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s ♣❛r j ❡t g✱ q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t R ❡t A✱ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❢❡r♠é ❞❛♥s

❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ X ❡t R✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ S ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❚✐❡t③❡✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡

❞❡ S ❡t ϕ : F → [0, 1] ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦s♦♥s FR = j−1(F )✳ ❈♦♠♠❡ FR ❡st ❢❡r♠é

❞❛♥s R ❡t R ♥♦r♠❛❧✱ ϕ◦j s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ à R ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ψ : R→ [0, 1]✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ψ ◦ f : A → [0, 1]✱ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ϕ ◦ g : FX = g−1(F ) → [0, 1]
q✉✐ s✬❛❝❝♦r❞❡♥t s✉r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢❡r♠és A ❡t FX ✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

❞✉ ❢❡r♠é A∪FX ✈❡rs [0, 1]✱ q✉✐ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ à X ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ θ : X → [0, 1]✳ ❖♥ ❛

❛❧♦rs ψ ◦f = θ ◦ i✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ X ❡t R ✈❡rs [0, 1] q✉✐
❡st θ s✉r X ❡t ψ s✉r R ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ Θ : S → [0, 1]
♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t ϕ✳✭ ✸✮

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ S✱ {x} ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s S✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡

❢❡r♠é❡ ❞❡ U ✱ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡ ❞❡ {x}✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ♦✉✈❡rt✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ❞❡ S s♦♥t ❢❡r♠és✱ ❡t ❝♦♠♠❡ S ❛ ❧❛

♣r♦♣r✐été ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❚✐❡t③❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ S ❡st sé♣❛ré✱ ❞♦♥❝ ♥♦r♠❛❧✳

❈♦♠♠❡ R ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ R ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s S q✉✐ ❡st

♥♦r♠❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ W ❞❡ R ❞❛♥s S q✉✐ s❡ rétr❛❝t❡ s✉r R ✈✐❛ r :W → R✳ g−1(W ) ❡st
❛❧♦rs ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ A ❞❛♥s X✱ ❡t r ◦ g : g−1(W ) → R ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ f à ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ A ❞❛♥s X✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : R → A ⊂ X ♦ù A ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡

♥♦r♠❛❧ X✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f−1 : A→ R s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ à ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ W ❞❡ A ❞❛♥s X✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡

q✉❡ R ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❏

✷✳ S ❡st ❧❛ ✓ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ✔ ❞❡ X ❡t R ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ A✳
✸✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛té❣♦r✐q✉❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

❞❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s✳

✷



☞ ✻ ▲❡♠♠❡✳ ❙✐ R ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❡t s✐ S ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R ❞♦♥t ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✭❞❛♥s R✮ s❡ rétr❛❝t❡ s✉r S✱ ❛❧♦rs S ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ t♦✉t ♦✉✈❡rt ❞✬✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡✳✭ ✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✱ A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ X ❡t h : A→ S ⊂ R ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡✳ ❈♦♠♠❡ R ❡st ✉♥ r❡tr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ A ❞❛♥s X ❡t

✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ h : U → R ❞❡ h✳ ❙♦✐t V ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ S ❞❛♥s R q✉✐ s❡ rétr❛❝t❡ s✉r

S✳ ❆❧♦rs W = h
−1

(V ) ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ A ❞❛♥s U ✳ ❊♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ h ❛✈❡❝ ✉♥❡

rétr❛❝t✐♦♥ ❞❡ V s✉r S✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ W → S q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡ h✳ ❏

✷ P♦❧②è❞r❡s✳

☞ ✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❯♥ ✓ ♣♦❧②è❞r❡ ❢♦r♠❡❧ P à s♦♠♠❡ts ❞❛♥s S ✔ ❡st ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ✜♥✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ S✱ t❡❧ q✉❡ s✐ x ∈ P ❡t ∅ 6= y ⊂ x ❛❧♦rs y ∈ P ✱ ❡t q✉✐

❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ❞❡ S✳

◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✐❝✐ q✉✬❛✉① ♣♦❧②è❞r❡s ❢♦r♠❡❧s ✜♥✐s ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✜♥✐✮✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ P q✉✐ ❛ n+1 é❧é♠❡♥ts ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✓ n✲s✐♠♣❧❡①❡

✭❢♦r♠❡❧✮ ❞❡ P ✔✳

❙♦✐t P ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✜♥✐✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (as)s∈S ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✣♥❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥ts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ré❡❧✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ P ✱ ♥♦t♦♥s x ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts

as t❡❧s q✉❡ s ∈ x✳ x ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✓ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ x ✔✳ ▲❛ ré✉♥✐♦♥

P =
⋃

x∈P

x

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✓ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ P ✔✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠é♦✲

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ P ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦✐♥ts as ✭s ∈ S✮ ♣♦✉r✈✉ ❜✐❡♥ sûr q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t

❛✣♥❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ✓ ♣♦✲

❧②è❞r❡ ✔✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ s✐ P ❡st ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✜♥✐✱ P ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t✳

☞ ✽ ❊①❡♠♣❧❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù S = {0, 1, . . . , n} ❡t ♦ù P ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ S✳ ❈❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ❡st ♥♦té∆n ❡t ❛♣♣❡❧é ❧❡ ✓ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❢♦r♠❡❧

st❛♥❞❛r❞ ✔✳ ❙❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ n✲s✐♠♣❧❡①❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞

∆n q✉✬♦♥ ❛ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳

❚♦✉t ♣♦❧②è❞r❡ ✜♥✐ P à n+1 s♦♠♠❡ts ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲♣♦❧②è❞r❡ ❞❡ ∆n ✭❛❥♦✉t❡r à P t♦✉t❡s

❧❡s ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✮✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à ∆n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡

x ❞❡ ∆n ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s P ✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❝❡ s✐♠♣❧❡①❡ x à P ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❢♦r♠❡❧ P +x q✉✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ s♦✉s✲♣♦❧②è❞r❡ ❞❡ ∆n✳ ❈♦♠♠❡ ∆n ♥✬❛ q✉✬✉♥

✹✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠és✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❡ R ♥❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ s❛ ❧✐♠✐t❡ ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

✸



♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ∆n ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ t♦✉t ♣♦❧②è❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✜♥✐

à n + 1 s♦♠♠❡ts ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❛❥♦✉t

❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡✱ ♦♥ ❛✐t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✳

☞ ✾ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐t P ⊂ ∆n ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✜♥✐✱ ❡t s♦✐t x ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞❡ ∆n − P ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t g ∈ P + x t❡❧ q✉❡ P + x− {g} s❡ rétr❛❝t❡ ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t s✉r

P ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té g ❞❡ x ❡st ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts as ✭s ∈ x✮ t♦✉s ❛✛❡❝tés

❞✉ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s
1

p+ 1
✱ ♦ù p ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ x✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ : x→ [0, 1] q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡

t =
∑

s∈x

λsas ∈ x ❧❛ ✈❛❧❡✉r µ(t) = inf
s∈x

λs ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ r ❞❡ x − {g}

✈❡rs ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ x ❡♥ ♣♦s❛♥t

r(t) =
t− (p+ 1)µ(t)g

1− (p+ 1)µ(t)

◆♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r t 6= g✱ ♦♥ ❛ µ(t) <
1

p+ 1
❡t ❞♦♥❝ q✉❡ r ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ s ❡st

t❡❧ q✉❡ λs = µ(t) ✭❝❡ q✉✐ ❛rr✐✈❡ ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ µ✮✱ ❧❡ ♣♦✐❞s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥❞✐❝❡ s ♣♦✉r r(t) ❡st λs − (p + 1)µ(t)
1

p+ 1
= 0✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ r(t) ❡st

s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ x✳ ❙✐ t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ x✱ ♦♥ ❛ µ(t) = 0✱ ❡t ❞♦♥❝ r(t) = t✳✭ ✺✮ ❆✐♥s✐✱
❡♥ ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t r ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r P ✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❞❡ P + x− {g} s✉r P ✳ ❏

☞ ✶✵ ▲❡♠♠❡✳ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ✜♥✐ ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P + x ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡

✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❛❧♦rs P ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾ ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ P ❞❛♥s P + x q✉✐ s❡ rétr❛❝t❡ s✉r P ✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻ ✭♣❛❣❡

✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ∆n ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ P
à n+ 1 s♦♠♠❡t ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❛❥♦✉t ♦♥

❛✐t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ t♦✉t ♣♦❧②è❞r❡ ✜♥✐ ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❏

✸ P❧♦♥❣❡♠❡♥ts ♣r♦♣r❡s ✭❛✉ s❡♥s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✮✳

❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ X✱ ❡t s♦✐t VA ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ A ❞❛♥s X
✭♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ♦✉✈❡rts✮✳ VA ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❝♦✜❧tr❛♥t✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s H∗(V ) ♣♦✉r V ∈ VA ♠✉♥✐ ❞❡s ✢è❝❤❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

✜❧tr❛♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

colimV ∈VA
H∗(V ) // H∗(A)

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

✺✳ ❇✐❡♥ sûr✱ r ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ g ❞❡ x− {g} s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ x✳

✹



▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✭♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ♦✉✐ ❞❛♥s ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✳ ◗✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❡st ♦✉✐✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ✓ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❧♦♥❣é ✭❛✉ s❡♥s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✮

❞❛♥s X ✔✳✭ ✻✮ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❡❧❧❡ ❡st ♦✉✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♣❧✉s ❜❛s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

♦ù X = R
n ❡t ♦ù A ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ✜♥✐✳ ▲❡s s♣❤èr❡s✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐❢s✱

❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬✉s❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t s♦♥t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s ✜♥✐s✳ ▲❛

ré♣♦♥s❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ss✐ ♦✉✐ s✐ A ❡st ♦✉✈❡rt✱ ♦✉ s✐ A ❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦✉✈❡rts t❡❧s

q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s s♦✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ♦♥ ♣♦s❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ A ❞❡ X ✿

Ȟ∗(A) = colimV ∈VA
H∗(V )

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉❣❣èr❡ q✉❡ Ȟ∗(A) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ A✳ ❈✬❡st ✈r❛✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A ❡st

♣❛r❛❝♦♠♣❛❝t✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✉r♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳

☞ ✶✶ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ R
2 ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❧✬✐s♦✲

♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣r♦♣♦sé ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ sin(1/x) r❡str❡✐♥t à
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0, 1]✱ ❡t s♦✐t G s♦♥ ❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s R

2✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❛❥♦✉t❡r à G ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡

❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ (0,−1) à (0,+1)✳

❈♦♠♠❡ G ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ✭❡t ♠ê♠❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✮✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ G✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ G ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s

♦✉✈❡rts ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ G ❛✉ss✐ ♣❡t✐ts q✉✬♦♥ ✈❡✉t ✭❞❡s ré✉♥✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡s

❞♦♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s s♦♥t ❞❛♥s G✮✳ P♦✉r ✉♥ t❡❧ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ✭❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡✮✱

♦♥ ❛ H0(U) ≃ Z ✭❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❡st

❝♦✲✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ G✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ Ȟ0(G) ≃ Z✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡

G ❛ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s✱ ♦♥ ❛ H0(G) ≃ Z⊕ Z✳

☞ ✶✷ ❚❤é♦rè♠❡✳ ❚♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ ❞✬✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❜✐♥♦r♠❛❧✱✭ ✼✮ q✉✐ ❡st

❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❧♦♥❣é❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈♦✐t ✭❧❡♠♠❡ ✶✵ ✭♣❛❣❡ ✹✮✮ q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ K ✭❝♦♠♣❛❝t❡✮ ❞❡ R
n ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥

♣♦❧②è❞r❡ ✜♥✐ ❡st ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❧♦♥❣é❡✳

✻✳ ❊♥ ❆♥❣❧❛✐s ✿ ✏t❛✉t❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✑✳
✼✳ X ❡st ✓ ❜✐♥♦r♠❛❧ ✔ s✐ X × [0, 1] ❡st ♥♦r♠❛❧✳ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❜✐♥♦r♠❛❧ ❡st ♥♦r♠❛❧ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ ❞✬✉♥

❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✮✳

✺



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❜✐♥♦r♠❛❧ X✱ ♦ù A ❡t X s♦♥t ❞❡s rétr❛❝ts

❛❜s♦❧✉s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❙♦✐t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ A ❞❛♥s X✱ ❡t r : U → A ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ ❞❡ U s✉r

A✳ ▲❛ ✢è❝❤❡ i∗ : H∗(U) → H∗(A) ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✭♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ r∗

♣♦✉r s❡❝t✐♦♥✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ Ȟ∗(A) → H∗(A) ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ✉♥ x ∈ H∗(U)✱ ♦ù U ❡st

✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ A ❞❛♥s X✱ ❛ 0 ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s H∗(A)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t

V ❞❡ A ✭A ⊂ V ⊂ U✮ t❡❧ q✉❡ x ❛✐t 0 ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s H∗(V )✱ ❡t ♣♦✉r q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t ❛✐♥s✐✱ ✐❧

s✉✣t q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥ r : V → A✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐t

❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

A
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▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ♥♦tr❡ ❛ss❡rt✐♦♥✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ A ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦✲✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s

❞❡ A✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r U ♦✉✈❡rt ❞❛♥s X✳ ❈♦♠♠❡ A ✭❢❡r♠é ❞❛♥s X✮ ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t ❝♦♠♠❡ X ❡st ♥♦r♠❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ F ❞❡ A ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s U ❡t ✉♥❡ rétr❛❝t✐♦♥

✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ r : F → A✳ P❛r ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡ X✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r F ❢❡r♠é ❞❛♥s X✳ ■❧ r❡st❡ ❥✉st❡ à

❝♦♥str✉✐r❡ V ❡t ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

0

1

U

V×[0,1]
︷ ︸︸ ︷

FA

❖♥ ♣♦s❡ (Y = F × {0, 1}) ∪ (A× [0, 1])✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ρ : Y → U ❡♥ ♣♦s❛♥t

ρ(x, t) =







x s✐ (x, t) ∈ F × {0}
x s✐ (x, t) ∈ A× [0, 1]
r(x) s✐ (x, t) ∈ F × {1}

ρ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❈♦♠♠❡ F×[0, 1] ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ✭❝❛r ❢❡r♠é ❞❛♥sX×[0, 1]✮✱
❝♦♠♠❡ Y ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s F × [0, 1]✱ ❡t ❝♦♠♠❡ U ❡st ✉♥ rétr❛❝t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✭❝❛r ❝✬❡st ✉♥

✻



♦✉✈❡rt ❞❡ X✮✱ ♦♥ ✈♦✐t ✭❧❡♠♠❡ ✺ ✭♣❛❣❡ ✶✮✮ q✉❡ ρ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡W ✭❤❛❝❤✉ré s✉r

❧❛ ✜❣✉r❡✮ ❞❡ Y ❞❛♥s F × [0, 1]✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ F × [0, 1] → F ét❛♥t ♦✉✈❡rt❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

V ❞❡ A ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s F t❡❧ q✉❡ V × [0, 1] ⊂W ✳ ◆♦t♦♥s h : V × [0, 1] → U ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ρ à

V × [0, 1]✳ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ V ✱ h(x, 0) = x ❡t h(1, x) = r(x)✳ ❏

✹ ❈❛♣✲♣r♦❞✉✐t ❡t ❝♦♥♥❡❝t❛♥ts✳

☞ ✶✸ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t U ❡t V ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ X✱ K ❡t L ❞❡✉① ❢❡r♠és ❞❡ X t❡❧s q✉❡

K ⊂ U ❡t L ⊂ V ✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✿

(U ∩ V,U ∩ V −K ∩ L)
i // (U ∪ V,U ∪ V −K ∩ L)

(U ∪ V,U ∪ V −K ∪ L)
j // (U ∪ V,U ∪ V −K ∩ L)

❡t ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❛♥ts ❞❡ s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ✿

Hq(U ∩ V )
∂∗

// Hq+1(U ∪ V )

Hn−q(U ∪ V,U ∪ V −K ∩ L)
∂∗ // Hn−q(U ∪ V,U ∪ V −K ∪ L)

❙♦✐❡♥t x ∈ Hq(U ∩ V )✱ z ∈ Hn(U ∪ V,U ∪ V −K ∪ L) ❡t u ∈ Hn(U ∩ V,U ∩ V −K ∩ L)✱ t❡❧s
q✉❡ j∗(z) = i∗(u)✳ ❆❧♦rs

∂∗i∗(x ⌢ u) = ∂∗x ⌢ z

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s

❝❤❛î♥❡s ❞❡ U ∪ V ✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦❝❤❛î♥❡s s♦♥t ét❡♥❞✉❡s ✭❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮ à

U ∪ V t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❛②❛♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s C∗(A,B) ✭♣♦✉r B ⊂ A ⊂ U ∪ V ✮✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ✉♥❡

é❣❛❧✐té ❞❛♥s C∗(U ∪ V ) ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ C∗(B) ✭❡t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ é❝r✐r❛ ✓ ♠♦❞✉❧♦

B ✔✮✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ♦✉✈❡rts U ∩ V ✱ U − L✱ V − K ❡t U ∪ V − K ∪ L r❡❝♦✉✈r❡♥t U ∪ V ✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✿✭ ✽✮

C∗(U∩V )+C∗(U−L)+C∗(V−K)+C∗(U∪V−K∪L)
C∗(U∪V−K∪L)

� � // C∗(U∪V )
C∗(U∪V−K∪L)

✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❤❛î♥❡s✮✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r z
♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ω = a+ b+ c✱ ❛✈❡❝ a ∈ C∗(U ∩V )✱ b ∈ C∗(U −L) ❡t c ∈ C∗(V −K)✱
♣✉✐sq✉✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♠♦❞✉❧♦ C∗(U ∪ V −K ∪ L)✳ ◆♦t❡r q✉❡ a✱ b ❡t c ♣❡✉✈❡♥t t♦✉s êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés

❝♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C∗(U ∪ V )✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ sûr✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s

∂ω = 0✱ ♠❛✐s ∂ω ∈ C∗(U ∪ V − K ∪ L)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ U ✱ V ✱ K ❡t L✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ω ✭✐❝✐ ✉♥❡ 2✲❝❤❛î♥❡✮✳ ✭▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡✉① 1✲s✐♠♣❧❡①❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés

❡♥ t✐r❡té ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳✮

✽✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞❡ U − L ❡t V −K ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❞❡ U −K ❡t V − L✳

✼



U V

K L

❙✉r ❧❡s ❤✉✐t 2✲s✐♠♣❧❡①❡s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ω s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞✉ ❝❡♥tr❡ s♦♥t ❞❛♥s U ∩ V ❡t

❝♦♥st✐t✉❡♥t a✱ ❧❡s tr♦✐s ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❛♥s U −L ❡t ❝♦♥st✐t✉❡♥t b ❡t ❧❡s tr♦✐s ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s

V −K ❡t ❝♦♥st✐t✉❡♥t c✳ ❘❡♠❛rq✉❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ∂ω ❡st ❞❛♥s U ∪ V −K ∪ L✳

❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és ✿

0 // (C∗(U) + C∗(V ))∗ // C∗(U)⊕ C∗(V ) // C∗(U ∩ V ) // 0

❡t ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ β r❡♣rés❡♥t❛♥t ∂∗x ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ α ∈ C∗(U ∩ V ) r❡♣rés❡♥t❛♥t
x ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✿

(α, 0) � //
_

��

α

β � // (∂α, 0)

❈♦♠♠❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ β à C∗(U) + C∗(V ) ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ω ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ✭❛ss✉❥❡t✐

❛✉ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ U ∪ V ♣❛r U ❡t V ✮ ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V −K ∪ L✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ β ⌢ ω✱
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ∂∗x ⌢ z✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ∂∗ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡

0 // C∗(U∪V )
C∗(U∪V−K∪L)

// C∗(U∪V )
C∗(U∪V−K) ⊕

C∗(U∪V )
C∗(U∪V−L)

// C∗(U∪V )
C∗(U∪V−K)+C∗(U∪V−L)

// 0

❈♦♠♠❡ a ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ U ∩V ♠♦❞✉❧♦ U ∩V −K ∩L q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ u ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

j∗(z) = i∗(u)✮✱ x ⌢ u ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r α ⌢ a✱ ❡t i∗(x ⌢ u) ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r α ⌢ i∗(a) =
α ⌢ a✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥té ♣❛r α ⌢ (a+ b) ♣✉✐sq✉❡ b ❡st ❞❛♥s U ∪V −K ∩L✳
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t γ ❞❡ ∂∗i∗(x ⌢ u) ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✿

(α ⌢ (a+ b), 0)
_

��

� // α ⌢ (a+ b)

γ � // (∂(α ⌢ (a+ b)), 0)

a ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V −K ∩ L✱ ♠❛✐s ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ✉♥ ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V −K✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡

♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ∂a ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V −K ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❞❡✉① 1✲s✐♠♣❧❡①❡s ❡♥ t✐r❡té✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥

✽



✈♦✐t très ❜✐❡♥ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ q✉❡ ∂(a + b) = 0 ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V − K✳✭ ✾✮ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

∂(a+ b) = −∂c ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V −K ∪L✱ ❞♦♥❝ ∂(a+ b) = 0 ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V −K✱ ❝❛r ∂c ❡st ❞❛♥s
U ∪ V −K✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂(α ⌢ (a+ b)) = ∂α ⌢ (a+ b) ✭♠♦❞✉❧♦ U ∪ V −K✮✳

❖♥ ❛ β ⌢ ω = β ⌢ (a + b + c) = ∂α ⌢ (a + b) ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V −K✱ ❝❛r ∂α ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥

❞❡ β à U ❡t U ∪ (U ∪ V −K) = U ∪ V ✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛ β ⌢ ω = 0 ♠♦❞✉❧♦ U ∪ V − L ❝❛r ❧❛

r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ β à V ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ γ = β ⌢ ω✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❏

❆ ❊s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛✉①✳

☞ ✶✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st ❞✐t ✓ ♥♦r♠❛❧ ✔ s✬✐❧ ❡st sé♣❛ré ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉s

❢❡r♠és ❞✐s❥♦✐♥ts F ❡t F ′ ❞❡ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts U ❡t U ′ t❡❧s q✉❡ F ⊂ U ❡t F ′ ⊂ U ′✳

☞ ✶✺ ▲❡♠♠❡✳ ✭▲❡♠♠❡ ❞✬❯r②s♦❤♥✮ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✱ F ❡t F ′ ❞❡✉① ❢❡r♠és ❞✐s❥♦✐♥ts

❞❡ X✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ϕ : X → [0, 1] q✉✐ ✈❛✉t 0 ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ F ❡t 1 ❡♥

t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ F ′✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ [0, 1] s✬é❝r✐✈❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ p/2q ❛✈❡❝

p ❡t q ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ✭I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s ✓ ❞②❛❞✐q✉❡s ✔ ❞❡ [0, 1]✮✳ I ❡st ❜✐❡♥ sûr

❞❡♥s❡ ❞❛♥s [0, 1]✳ ❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s é❧❡♠❡♥ts ❞❡ I ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❙✐ i ∈ I✱ Fi r❡♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥

❢❡r♠é ❞❡ X ❡t Ui ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X✳

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ I t❡❧s q✉❡ a < b✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Fa s♦✐t ✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ X ❡t Ub

✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X t❡❧s q✉❡ Fa ⊂ Ub✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❢❡r♠és Fa ❡t X − Ub ét❛♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s

♦✉✈❡rts A ❡t B ❞✐s❥♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ Fa ⊂ A ❡t X−Ub ⊂ B✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t A = Ua+b

2

❡t X−B = Fa+b

2

✱

♦♥ ❛

Fa ⊂ Ua+b

2

⊂ Fa+b

2

⊂ Ub

❈♦♠♠❡ a <
a+ b

2
< b✱ ♦♥ ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ♣❛✐r❡s (Fa, Ua+b

2

) ❡t (Fa+b

2

, Ub) ❛✉q✉❡❧❧❡s ♦♥

♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ P♦s♦♥s U0 = ∅✱ F0 = F ✱ U1 = X − F ′ ❡t F1 = X✳ ❊♥
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛✐r❡ (F0, U1) ❡t ❡♥ ✐tér❛♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t

U0 ⊂ F0 ⊂ U 1

2

⊂ F 1

2

⊂ U1 ⊂ F1

U0 ⊂ F0 ⊂ U 1

4

⊂ F 1

4

⊂ U 1

2

⊂ F 1

2

⊂ U 3

4

⊂ F 3

4

⊂ U1 ⊂ F1

❡t❝✳ ✳ ✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t ✭♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✮ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r I ❞❡ ♣❛✐r❡s (Ui, Fi) ❛✈❡❝ Ui ♦✉✈❡rt✱

Fi ❢❡r♠é ❡t Ui ⊂ Fi✳ ◆♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r i < j✱ ♦♥ ❛ Ui ⊂ Fi ⊂ Uj ⊂ Fj ✳

P♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ♦♥ ♣♦s❡ ϕ(x) = inf
x∈Ui

i✳ ❈♦♠♠❡ F = F0 − U0✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F s♦♥t ❡♥✈♦②és

s✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s ❞②❛❞✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s✱ q✉✐ ❡st 0✳ ❈♦♠♠❡

F ′ = F1 − U1✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 s✉r F ′✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❥✉st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ϕ ❡st

❝♦♥t✐♥✉❡✳

✾✳ ❈✬❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ❛❥♦✉t❡r b✳

✾



❙♦✐t x0 ∈ X t❡❧ q✉❡ ϕ(x0) ∈ ]0, 1[ ✱ s♦✐t ε > 0 ❡t s♦✐t B ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ [0, 1] ❞❡
❝❡♥tr❡ ϕ(x0) ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ε✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦✉✈❡rt A ❞❡ X t❡❧ q✉❡ x0 ∈ A ❡t ϕ(A) ⊂ B✳

❙♦✐❡♥t i ❡t j ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ I t❡❧s q✉❡ ϕ(x0) − ε < i < ϕ(x0) < j < ϕ(x0) + ε✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r
q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt A = Uj − Fi ❢❛✐t ❧✬❛✛❛✐r❡✳ ▲❡s ❝❛s ϕ(x0) = 0 ❡t ϕ(x0) = 1 s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

s❡♠❜❧❛❜❧❡✳ ❏

☞ ✶✻ ❚❤é♦rè♠❡✳ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❚✐❡t③❡✲❯r②s♦❤♥✮ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ ❞✬✉♥

❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ X✱ ❡t s♦✐t f : A → [a, b] ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❝♦♠♣❛❝t ✭♥♦♥ ✈✐❞❡✮ ❞❡ R✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ f à X✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ g : X → [a, b] t❡❧❧❡ q✉❡ g(x) = f(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [a, a] ét❛♥t tr✐✈✐❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r a < b ❡t
♠ê♠❡ [a, b] = [−1,+1]✳ ❖♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ {fn}n∈N ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s

❞❡ X ✈❡rs [−1,+1]✱ t❡❧❧❡ q✉❡ |fn(x)| ≤ (2/3)n+1 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ❡t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ♣♦✉r t♦✉t

x ∈ A✱ hn(x) = f(x)−
n∑

i=0

fi(x)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ |hn(x)| ≤ (2/3)n+1 ✭♣♦✉r t♦✉t x ∈ A✮✳

❖♥ ❞é✜♥✐t f0 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ B0 = f−1([1/3, 1]) ❡t C0 = f−1([−1,−1/3])✳ B0 ❡t

C0 s♦♥t ❞❡✉① ❢❡r♠és ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ X ✭♣❛r❝❡ q✉❡ A ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s X✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❯r②s♦❤♥ ♥♦✉s

❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f0 : X → [−1/3,+1/3] q✉✐ ✈❛✉t 1/3 s✉r B0 ❡t −1/3 s✉r C0✳

❙✐ x ∈ B0✱ ♦♥ ❛ f(x) ≥ 1/3 ❡t f0(x) = 1/3✱ ❞♦♥❝ |h0(x)| = |f(x) − f0(x)| ≤ 2/3✳ ▼ê♠❡ ❝❤♦s❡

♣♦✉r x ∈ C0✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s x ∈ A✱ ♦♥ ❛ |f(x)| ≤ 1/3 ❡t |f0(x)| ≤ 1/3✱ ❞♦♥❝ |h0(x)| ≤ 2/3✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s f0, . . . , fn−1✱ t❡❧❧❡s q✉❡ |fi(x)| ≤
(2/3)i+1 ❡t |hi(x)| ≤ (2/3)i+1 ♣♦✉r x ∈ A✳ ❖♥ ♣♦s❡ Bn = h−1

n−1([2
n/3n+1, 1]) ❡t Cn =

h−1
n−1([−1,−2n/3n+1])✳ Bn ❡t Cn s♦♥t ❞❡✉① ❢❡r♠és ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ X ✭❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s A✮✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡

❞✬❯r②s♦❤♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ fn : X → [−2n/3n+1, 2n/3n+1] q✉✐ ✈❛✉t 2n/3n+1

s✉r Bn ❡t −2n/3n+1 s✉r Cn✳ ❙✐ x ∈ Bn✱ ♦♥ ❛ fn(x) = 2n/3n+1 ❡t 2n/3n+1 ≤ hn−1(x) ≤ 2n/3n✱
❞♦♥❝

0 =
2n

3n+1
−

2n

3n+1
≤ hn−1(x)− fn(x) ≤

2n

3n
−

2n

3n+1
=

2n+1

3n+1

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ |hn(x)| ≤ 2n+1/3n+1✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r x ∈ Cn✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s x ❞❡

A✱ ♦♥ ❛ |hn(x)| ≤ 2n/3n+1 + 2n/3n+1 = 2n+1/3n+1✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡
∑

n∈N

2n/3n+1 ❡st
1/3

1− (2/3)
= 1✱ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s

∑

n∈N

fn ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡t s❛ s♦♠♠❡ g ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ g : X → [−1,+1]✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ x ∈ A✱ ♦♥ ❛ |hn(x)| ≤ (2/3)n+1✱ ✈❛❧❡✉r q✉✐

t❡♥❞ ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ g(x) = f(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A✳ ❏

❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ X ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ✓ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❚✐❡t③❡ ✔✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡

♣❛rt✐❡ ❢❡r♠é❡ A ❞❡ X✱ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ A ✈❡rs [0, 1] s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r X t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ sé♣❛ré X q✉✐ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été

❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❚✐❡t③❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t F ❡t F ′ ❞❡✉① ❢❡r♠és ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ X✳ ❊♥

✶✵



❡♥✈♦②❛♥t t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ F s✉r 0 ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ F ′ s✉r 1✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❢❡r♠é F ∪ F ′ ✈❡rs [0, 1]✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❧♦♥❣❡r à X ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ϕ✳ ■❧
s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦s❡r U = ϕ−1([0, 1/2[)✱ ❡t U ′ = ϕ−1(]1/2, 1]) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① ♦✉✈❡rts U ❡t U ′

❞✐s❥♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t F ❡t F ′✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ❡st ♥♦r♠❛❧✳✭ ✶✵✮

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡st ♥♦r♠❛❧✳

✭❝✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✳

✶✵✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♥♦r♠❛✉① q✉✐ ♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♦✉✈❡rts ♥♦♥ ♥♦r♠❛✉①✳ ❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✓ ♣❧❛♥❝❤❡
❞❡ ❚②❝❤♦♥♦✛ ✔✳

✶✶



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡

❆❧❛✐♥ Pr♦✉té

▼❛st❡r ✶ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉❡♥✐s ❉✐❞❡r♦t✲P❛r✐s ✼

✷✵✶✶✲✷✵✶✷

◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞✉ ✾ ♠❛✐ ✷✵✶✷✳

✶ ❉✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✳

❙♦✐t K ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R
n ❡t s♦✐t B ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ r❛②♦♥ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❝♦♥t❡♥✐r K

❞❛♥s s♦♥ ✐♥tér✐❡✉r✳ ❖♥ ❛ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ (Rn,Rn − B) →֒ (Rn,Rn − K) ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ i∗ :
Hn(R

n,Rn − B) → Hn(R
n,Rn −K)✳ ▲❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ Hn(R

n,Rn − B) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❛♥♥❡❛✉

❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Λ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✭✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s✮ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ωB ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡✳

❙♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r i∗ s❡r❛ ♥♦té❡ ωK ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ωK ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ B✳

❈♦♠♠❡ H∗(U,U − K) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à H∗(R
n,Rn − K) ♣❛r ❡①❝✐s✐♦♥✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ωK ✉♥

✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ωU
K ∈ Hn(U,U −K) ♣❛r ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ K ❞❛♥s Rn✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❝❛♣✲♣r♦❞✉✐t

Hq(U)⊗Hn(U,U −K)
⌢ // Hn−q(U,U −K)

❖♥ ♣♦s❡ γUK(x) = x ⌢ ωU
K ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ γUK : Hq(U) → Hn−q(U,U −K)✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

❧❛ ✢è❝❤❡ θ∗ : Hn−q(U,U − K) → Hn−q(R
n,Rn − K) ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ θ :

(U,U −K) → (Rn,Rn −K)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ K ⊂ U ⊂ U ′✱ ♦ù U ❡t U ′ s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts✱ ❡t ♥♦t♦♥s λ : U → U ′

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ✢è❝❤❡s λ∗ : Hq(U ′) → Hq(U) ❡t λ∗ : H∗(U,U−K) → H∗(U
′, U ′−

K)✱ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r x ∈ Hq(U ′) ❡t y ∈ Hn(U,U −K)✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té λ∗(λ
∗(x) ⌢ y) = x ⌢ λ∗(y)✳ ❙✐

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ y ❞❛♥s Hn(R
n,Rn −K) ❡st ωK ✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ λ∗(y)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

λ∗(λ
∗(x) ⌢ ωU

K) = x ⌢ ωU ′

K

❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t γUK(λ∗(x)) = γU
′

K (x)✳

❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s θ∗γ
U
K s♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ ❝♦❝ô♥❡ ❞❡ s♦♠♠❡t Hn−q(R

n,Rn −K) s✉r
❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s Hq(U) ❛✈❡❝ ❡♥tr❡ ❡✉① ❧❡s ✢è❝❤❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♦ù U
✈❛r✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ K✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡

Ȟq(K) = colimU Hq(U)
ΓK // Hn−q(R

n,Rn −K)

t❡❧❧❡ q✉❡ ΓK([x, U ]) = θ∗γ
U
K(x)✱ ♣♦✉r t♦✉t r❡♣rés❡♥t❛♥t x ∈ Hq(U) ❞❡ [x, U ] ∈ Ȟq(K)✳



☞ ✶ ▲❡♠♠❡✳ ❙♦✐❡♥t K ❡t L ❞❡✉① ❝♦♠♣❛❝ts ❞❡ R
n t❡❧s q✉❡ ΓK ✱ ΓL ❡t ΓK∩L s♦✐❡♥t ❞❡s

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❆❧♦rs ΓK∪L ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭♦ù X = R
n✮ ✿

Ȟq(K)⊕ Ȟq(L)

��

ΓK⊕ΓL

≃

// Hn−q(X,X −K)⊕Hn−q(X,X − L)

��

Ȟq(K ∩ L)

∂∗

��

ΓK∩L

≃

// Hn−q(X,X −K ∩ L)

∂∗

��

Ȟp+1(K ∪ L)

��

ΓK∪L // Hn−q−1(X,X −K ∪ L)

��

Ȟp+1(K)⊕ Ȟp+1(L)
ΓK⊕ΓL

≃

// Hn−q−1(X,X −K)⊕Hn−q−1(X,X − L)

❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡s ❝❛rrés ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉

❝❛♣✲♣r♦❞✉✐t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❝❛rré ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❛♥ts ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❊♥

❡✛❡t✱ s♦✐t [x,W ] ∈ Ȟq(K ∩ L) ✭♦♥ ❛ ❞♦♥❝ x ∈ Hq(W )✱ ♦ù W ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ K ∩ L
❞❛♥s X✮✳ ❈♦♠♠❡ K∩L ❡st ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡t X−W ❢❡r♠é✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❞❡ K∩L à X−W ♥✬❡st ♣❛s

♥✉❧❧❡✳ ❙♦✐t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ K ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ K ✐♥❢ér✐❡✉r❡

à d/2✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ V ♣♦✉r L✳ ❆❧♦rs U ∩ V ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ K ∩ L ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s W ✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♠♣❧❛❝❡r W ♣❛r U ∩ V ✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ∂∗([x, U ∩ V ]) = [∂∗(x), U ∪ V ]✱
❡t ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ∂∗ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s θ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ x ∈ Hq(U ∩ V ) ❛ ❧❛

♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✿

Hq(U ∩ V )

∂∗

��

i∗γ
U∩V

K∩L // Hn−q(U ∪ V,U ∪ V −K ∩ L)

∂∗
��

Hp+1(U ∪ V )
γU∪V

K∪L // Hn−q−1(U ∪ V,U ∪ V −K ∪ L)

♦ù i ❡st ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ (U ∩ V,U ∩ V − K ∩ L) ❞❛♥s (U ∪ V,U ∪ V − K ∩ L)✳ ❖r ❝❡❝✐ rés✉❧t❡

✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✸ ❞❡ ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✼ ♠❛✐ ✭❛✈❡❝ z = ωU∪V
K∪L ❡t u = ωU∩V

K∩L✮✳ ❏

☞ ✷ ❚❤é♦rè♠❡✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ R
n✱ ΓK : Ȟq(K) → Hn−q(R

n,Rn − K) ❡st ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R
n ét❛♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ré✉♥✐♦♥s

✜♥✐❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛❝ts ❝♦♥✈❡①❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❛✉① tr♦✐s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✭✶✮ ❉é♠♦♥tr❡r

❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r K ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✈❡①❡✳ ✭✷✮ ❉é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡

❝♦♠♣❛❝ts ❝♦♥✈❡①❡s✳ ✭✸✮ ❉é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡

❝♦♠♣❛❝ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥t t♦✉s ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

✷



✭✶✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ K ❡st ✈✐❞❡✳ ❆❧♦rs ∅ ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ à ❧✉✐ t♦✉t

s❡✉❧ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦✲✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ K✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Ȟ∗(K) = H∗(∅) = 0✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ H∗(R

n,Rn) = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ K ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✈❡①❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

❙♦✐t x ∈ K ❡t s♦✐t B ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❝♦♥t❡♥❛♥t K✳ ❆❧♦rs ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s

R
n −K Rn −B_?

oo � � // R
n − x

s♦♥t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✭♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❡t

❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ❝✐♥q✮ q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ (Rn,Rn −K) → (Rn,Rn − {x}) ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥

❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭♦ù U ❡st ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥

x✮ ✿

Ȟ∗(K)
≃ //

ΓK

��

Ȟ∗({x})

Γ{x}

��

≃ // H∗(U)

γU

{x}

��

H∗(R
n,Rn −K)

≃
// H∗(R

n,Rn − {x}) H∗(U,U − {x})
≃

oo

❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ γU{x} ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖rH∗(U) ❡st ❧❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r

1✱ ❡tH∗(U,U−{x}) ❡st ❧❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ωU
{x}✱ ❡t ♦♥ ❛ γU{x}(1) = 1 ⌢ ωU

{x} = ωU
{x}✳

✭✷✮ ❙♦✐t K1, . . . ,Kp ✭p ≥ 2✮ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝ts ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R
n✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡

ré❝✉rr❡♥❝❡✱ K1 ∪ · · · ∪Kp−1 s❛t✐s❢❛✐t ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ Kp ❡t q✉❡ (K1 ∪ · · · ∪
Kp−1)∩Kp✱ ❝❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s p− 1 ❝♦♠♣❛❝ts ❝♦♥✈❡①❡s K1 ∩Kp, . . . ,Kp−1 ∩Kp✳

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳

✭✸✮ ❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❡♥ K ❞❡ ΓK ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ Ȟ∗ ❡t H∗ ❝♦♠♠✉t❡♥t

❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❏

❊♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ΓK ❛✈❡❝ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ∂∗ : Hn−q(R
n,Rn−K) → H̃n−q−1(R

n−K)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

☞ ✸ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ✭❉✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✮ P♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ R
n✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

Ȟq(K) → H̃n−q−1(R
n −K)✱ ❡t s✐ K ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ✭♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜♥✐✮✱ ♦♥

❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Hq(K) → H̃n−q−1(R
n −K)✳ ❏

☞ ✹ ❊①❡♠♣❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A ⊂ R
n s♦✐t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à S

n−1 ✭q✉✐ ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à

✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✮✳ ❆❧♦rs Λ ≃ Hn−1(A) ≃ H̃0(R
n −A)✱ ❝❡ q✉✐ r❡❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❇r♦✉✇❡r✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A ⊂ R
3 s♦✐t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à RP

2 ✭q✉✐ ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✮✳ ❆❧♦rs✱

Z/2Z ≃ H2(A;Z) ≃ H̃0(R
3 − A;Z)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❜♦✉t❡✐❧❧❡ ❞❡

❑❧❡✐♥✳

✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

◆♦✉s s♦♠♠❡ r❡♥❞✉s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷✻ ❧❡ç♦♥s✱ ❡t q✉✐

❛✉r❛✐t ♣✉ ❡♥ ❝♦♥t❡♥✐r ❞✬❛✉tr❡s s✐ ❧❡ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐ ❧✬❛✈❛✐t ♣❡r♠✐s✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉❥❡ts

✸



✐♠♣♦rt❛♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s été ❛❜♦r❞és✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝♦✉rs ❡st ❞é❥à ❛ss❡③ ❝♦♣✐❡✉① ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✱

❝❡♥sé❡ êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é❡ ❡♥ ✉♥ s❡♠❡str❡✳ ■❧ ❡st très ✐♥❝♦♠♣❧❡t ♠❛✐s ❞♦♥♥❡✱ ❥❡ ❧✬❡s♣èr❡✱ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛ss❡③

♣ré❝✐s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡s ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❧❡ç♦♥s ❞❡✈❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té

❞❡ P♦✐♥❝❛ré✳ ▲❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ t❡♠♣s ♥❡ ❧✬❛ ♣❛s ♣❡r♠✐s✳ ❉ès q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❥❡ ❝♦♠♣❧ét❡r❛✐ ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ç♦♥ ♣♦✉r ② ✐♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ❞✉❛❧✐té ❡t q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✹



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ P❛r✐s✲❉✐❞❡r♦t ✷✵✶✶✲✷✵✶✷
❆✳ Pr♦✉té✱ ❍✳ ▼♦✉rt❛❞❛✳ ▼❛st❡r ✶ ✭✸✶❯❉▼❚✹✷✮

❊①❛♠❡♥ ❞✉ ✷✾ ♠❛✐ ✷✵✶✷✳

■✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f, g : [0, 1] → [0, 1]2 ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

f(s) = (f1(s), f2(s)) =

{

(2s, 0) s✐ 0 ≤ s ≤ 1/2
(1, 2s− 1) s✐ 1/2 ≤ s ≤ 1

g(s) = (g1(s), g2(s)) =

{

(0, 2s) s✐ 0 ≤ s ≤ 1/2
(2s− 1, 1) s✐ 1/2 ≤ s ≤ 1

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ✭❝♦♥t✐♥✉s✮ ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡①tré♠✐té✱ ❡t

❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ f à g✳

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭♥♦té ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r

❛r❝s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ 1 ∈ G ✭q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ ∗✮ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡✳

✭❜✮ ❙♦✐❡♥t σ ❡t τ ❞❡✉① ❧❛❝❡ts ❞❡ (G, ∗)✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ [0, 1]✱ (σ⋆τ)(s) =
σ(f1(s))τ(f2(s))✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❧❛❝❡t σ⋆τ ❛✉ ❧❛❝❡t τ⋆σ✳

✭❝✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ❝♦♥♥❡①❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ G s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳

P♦✉r t♦✉s ❧❛❝❡ts σ ❡t τ ❞❡ (G, ∗)✱ ♦♥ ♥♦t❡ στ ❧❡ ❧❛❝❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r (στ)(s) = σ(s)τ(s)✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❧❛❝❡t σ ♦♥ ♥♦t❡ [σ] ❧✬é❧é♠❡♥t q✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳

✭❞✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ θ : π1(G, ∗)× π1(G, ∗) → π1(G, ∗) ❡♥✈♦②❛♥t ([σ], [τ ]) s✉r [στ ] ❡st
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ π1(G, ∗)✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ s✐ ι : G → G ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ι(x) = x−1✱ ❛❧♦rs π1(ι) : π1(G, ∗) → π1(G, ∗) ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ [σ] 7→ [σ]−1 ✭= [σ−1]✮✳

✭❡✮ ❙♦✐t π : E → G ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡ E s♦✐t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t s♦✐t ∗ ∈ E✱ t❡❧ q✉❡ π(∗) = ∗✳
▼♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ s✉r E ❢❛✐s❛♥t ❞❡ E ✉♥ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❞✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ∗ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ π s♦✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳✭ ✶✮

■■✳

▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ Λ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ n ≥ 1✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ K ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R
n✱ Hq(R

n −K) = 0 ♣♦✉r q ≥ n✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ U ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R
n✱ Hq(U) = 0 ♣♦✉r q ≥ n✳

✶✳ ❖♥ ❛✉r❛ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r E s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞❡

❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ét❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✳



■■■✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡r❝✐❝❡✱ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❡♥ ❝♦✉rs ✭✷ ♠❛✐✮ q✉❡ ❧❡

❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t H∗(X)⊗H∗(Sn)
×

//H∗(X × S
n) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ❞❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s m : Sn×S
n → S

n ✭✓ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✔✮ ❡t η : {∗} → S
n ✭✓ ✉♥✐té ✔✮ ❢❛✐s❛♥t

❞❡ S
n ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳

✭❛✮▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦sé H∗(Sn)
m∗

//H∗(Sn × S
n)

×−1

//H∗(Sn)⊗H∗(Sn) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡

❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦sé s❡r❛ ♥♦té ∆✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r α ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Hn(Sn) ≃ Z✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ∆(α) ❞❛♥s Hn(Sn)⊗H0(Sn) ❡st α ⊗ 1 ✭♦ù 1 ❡st ❧✬✉♥✐té ❞❡

❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(Sn)✮✱ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ∆(α)✳ ✭❆✐❞❡ ✿ ❯t✐❧✐s❡r ✭❡♥tr❡

❛✉tr❡s ❝❤♦s❡s✮ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t ❡t ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ η ❡st

♥❡✉tr❡ ♣♦✉r m à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳✮

✭❝✮ ❉❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ H∗(Sn)⊗H∗(Sn)✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts (α⊗ 1)(1⊗ α) ❡t (1⊗ α)(α⊗ 1)✳

✭❞✮ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ∆(α)✳

✭❡✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ n ❡st ✐♠♣❛✐r✳

◦ ◦©◦ ◦

✷



❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ P❛r✐s✲❉✐❞❡r♦t ✷✵✶✶✲✷✵✶✷
❆✳ Pr♦✉té✱ ❍✳ ▼♦✉rt❛❞❛✳ ▼❛st❡r ✶ ✭✸✶❯❉▼❚✹✷✮

❈♦rr✐❣é ❞❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞✉ ✷✾ ♠❛✐ ✷✵✶✷✳

■✳

✭❛✮ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é✜♥✐t f s✉r [0, 1/2] ❡t s✉r [1/2, 1]✱ ❞❡✉① ❢❡r♠é❡s q✉✐ r❡❝♦✉✈r❡♥t [0, 1]✱ ♣❛r ❞❡✉①
❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ s✱ q✉✐ s✬❛❝❝♦r❞❡♥t s✉r ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ {1/2}✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❖♥ ❛ f(0) = (0, 0) ❡t f(1) = (1, 1)✱ ❡t ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ g✳ ❈♦♠♠❡ [0, 1]2 ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡

❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ R
2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ h : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1]2 ❞❡ f à g ❡♥ ♣♦s❛♥t h(t, s) =

(1− t)f(s) + tg(s)✳

✭❜✮ P♦✉r s ∈ [0, 1/2]✱ ♦♥ ❛ (σ⋆τ)(s) = σ(2s) = σ(f1(s))×1 = σ(f1(s))τ(f2(s))✳ P♦✉r s ∈ [1/2, 1]✱
♦♥ ❛ (σ⋆τ)(s) = τ(2s − 1) = 1 × τ(2s − 1) = σ(f1(s))τ(f2(s))✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ❛

(τ⋆σ)(s) = σ(g1(s))τ(g2(s))✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t ψ(x, y) = σ(x)τ(y)✱ ♦♥ ❛ σ⋆τ = ψ ◦ f ❡t τ⋆σ = ψ ◦ g✳ ■❧
❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ψ ◦ h ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ σ⋆τ à τ⋆σ✳

✭❝✮ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❜✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ π1(G, ∗) ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉s s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s

s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉és✳ ❙✐ π : E → B ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✱ ❡t E ❡st ❞♦♥❝

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✷✾ ❢é✈r✐❡r ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ π ❡st ✉♥

r❡✈êt❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

✭❞✮ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ h ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❛✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ h(1/2, s) =
f(s) + g(s)

2
= (s, s)✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ (ψ ◦ h)(1/2, s) = σ(s)τ(s) = (στ)(s)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t✱ ❛✉ t❡♠♣s t = 1/2✱ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡

ψ ◦ h ❛ ❛♠❡♥é ❧❡ ❧❛❝❡t σ⋆τ s✉r ❧❡ ❧❛❝❡t στ ✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ [σ⋆τ ] = [στ ]✱ ❞♦♥❝ q✉❡ θ ❡st ❧❛

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ π1(G, ∗)✳

✭❡✮ ▲✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ∗✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

m : E × E → E✳ ❈♦♠♠❡ π ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

E × E
m

//

π×π

��

E

π

��

G×G µ
// G

✭♦ù µ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ G✮✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ m ✭q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❡st ✉♥ r❡❧è✲

✈❡♠❡♥t ❞❡ µ ◦ (π × π) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π✳ ❯♥ t❡❧ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❡st ✉♥✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ E × E ❡st ❝♦♥♥❡①❡

✭❧❡♠♠❡ ✶ ❞✉ ✶✺ ❢é✈r✐❡r✮✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♥♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❧❛❝❡t ❞❡ E×E ❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (σ, τ) ❞❡ ❧❛❝❡ts ❞❡
E✱ ❡t q✉❡ s♦♥t ✐♠❛❣❡ ♣❛r µ ◦ (π× π) ❡st (π ◦ σ)(π ◦ τ)✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❞✮✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r

❧❛❝❡t ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à (π ◦σ)⋆(π ◦ τ) ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡

π1(G, ∗) q✉✐ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ π∗ : π1(E, ∗) → π1(G, ∗)✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞♦♥❝ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽ ❞✉ ✶✺ ❢é✈r✐❡r

q✉❡ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ✭❝♦♥t✐♥✉✮ ❞❡ µ ◦ (π × π) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π ❡①✐st❡✳

■❧ r❡st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ i : E → E✱ ❡t à ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s m ◦ (1 × ∗) = m ◦ (∗ × 1) = 1✱ m ◦ (m × 1) = m ◦ (1 × m) ❡t

m ◦ (1 × i) = m ◦ (i × 1) = ∗ ✭♦ù ∗ : E → E ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ x 7→ ∗✮✳ ❈♦♠♠❡

✸



π ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭q✉✐ ❞✐t q✉❡

π(x−1) = π(x)−1✮ ✿

E
i

//

π

��

E

π

��

G ι
// G

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❞✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ι ◦ π s❡ r❡❧è✈❡ ❧❡

❧♦♥❣ ❞❡ π✱ ❡t q✉❡ ❝❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❡st ✉♥✐q✉❡ ❝❛r ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r i(∗) = ∗✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✳ ❖♥ ❛ π◦m◦(m×1) =
µ ◦ (π × π) ◦ (m × 1) = µ ◦ (µ × 1) ◦ (π × π × π)✳ ❈♦♠♠❡ µ ◦ (µ × 1) = µ ◦ (1 × µ)✱ ♦♥

❛ π ◦ m ◦ (m × 1) = π ◦ m ◦ (1 × m)✱ ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t ✭♥♦t❡r q✉❡

m ◦ (m× 1) ❡t m ◦ (1×m) ❡♥✈♦✐❡♥t (∗, ∗, ∗) s✉r ∗✮✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❛①✐♦♠❡s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡

♠❛♥✐èr❡✳

■■✳

✭❛✮ ❖♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿

Hq+1(R
n,Rn −K) // Hq(R

n −K) // Hq(R
n) = 0

❈♦♠♠❡ Hq+1(R
n,Rn − K) = 0 ✭♣❛r ❞✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Ȟn−q−1(K)✱

q✉✐ ❡st ♥✉❧ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ s♦♥t ♥✉❧s ♣❛r❝❡ q✉❡ n− q − 1 < 0✮✱ ♦♥ ✈♦✐t

q✉❡ Hq(R
n −K) = 0 ♣♦✉r q ≥ n✳

✭❜✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ U s♦✐t ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ R
n✳ ❙♦✐t V ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s R

n

❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❝♦♥t✐❡♥t U ✳ ❖♥ U ∩ V = ∅ ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✭q ≥ n✮ ✿

0 = Hq(∅) // Hq(U)⊕Hq(V ) // Hq(U ∪ V )

❈♦♠♠❡ U ∪ V ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✱ ♦♥ ❛ Hq(U ∪ V ) = 0✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐

Hq(V ) = 0 ✭❝❛r V ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ Hq(U) = 0✳

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❝♦♠♠❡ R
n ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ R

n✱ t♦✉t ♦✉✈❡rt ❞❡ R
n

❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ R
n✳

■■■✳

✭❛✮ m∗ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ m✳ ■❧

r❡st❡ ❞♦♥❝ ❥✉st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ×−1 ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❧❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t

❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✲❞✐t q✉❡ (x×y)⌣ (u×v) = (−1)|y||u|(x ⌣ u)×(y ⌣ v)✳
❖r✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t ✿

(x× y)⌣ (u× v) = p∗1(x)⌣ p∗2(y)⌣ p∗1(u)⌣ p∗2(v)

= (−1)|y||u|p∗1(x)⌣ p∗1(u)⌣ p∗2(y)⌣ p∗2(v)

= (−1)|y||u|p∗1(x ⌣ u)⌣ p∗2(y ⌣ v)

= (−1)|y||u|p∗1(x ⌣ u)⌣ p∗2(y ⌣ v)

= (−1)|y||u|(x ⌣ u)× (y ⌣ v)

✹



✭❜✮ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès

S
n × {∗}

1×η
//

p1
&&M

M
M

M
M

M
M

M
M

M
M

S
n × S

n

m

��

S
n

✭♦ù p1 ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ✐❝✐ ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✮✳ ▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞✉ ❝r♦ss✲

♣r♦❞✉✐t ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ∆ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

Hn(Sn)

m∗

��

∆

uukkkkkkkkkkkkkk

p∗
1

yy

Hn(Sn)⊗H0(Sn)
×

//

1⊗η∗

��

Hn(Sn × S
n)

(1×η)∗

��

Hn(Sn)⊗H0({∗})
×

// Hn(Sn × {∗})

❈♦♠♠❡ H0(Sn) ≃ Z✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ Hn(Sn)⊗H0(Sn) s✬é❝r✐t β⊗ 1 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❖♥

❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ β ❡♥ ♣♦s❛♥t ∆(α) = β ⊗ 1✱ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ η∗(1) = 1✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡

q✉❡ β × 1 = p∗1(α)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ β × 1 = p∗1(β) ⌣ p∗2(1) = p∗1(β) ⌣ 1 = p∗1(β)✳ ❈♦♠♠❡ p∗1 ❡st

❜✐❥❡❝t✐❢✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ β = α✳

❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ∆(α) ❞❛♥s H0(Sn)⊗Hn(Sn) ❡st 1⊗α✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s

❞✬❛✉tr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ∆(α) = α⊗ 1 + 1⊗ α✳

✭❝✮ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✱ ♦♥ ❛ (x ⊗ y)(u ⊗
v) = (−1)|y||u|xu ⊗ yv✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ 1 ❡st 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t (α ⊗ 1)(1 ⊗ α) = α ⊗ α ❡t

(1⊗ α)(α⊗ 1) = (−1)|α||α|α⊗ α = (−1)nα⊗ α✳

✭❞✮ ■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❝✮ q✉❡ ∆(α) = α ⊗ 1 + 1⊗ α✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∆(α)2 = α2 ⊗ 1 + α ⊗
α+ (−1)nα⊗ α+ 1⊗ α2✳ ❈♦♠♠❡ α2 = 0 ✭❝❛r H2n(Sn) = 0✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ∆(α)2 = 2α⊗ α s✐ n
❡st ♣❛✐r ❡t ∆(α)2 = 0 s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✳

✭❡✮ ❈♦♠♠❡ ∆ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✭q✉❡st✐♦♥ ✭❜✮✮✱ ♦♥ ❛ ∆(α)2 = ∆(α2) = ∆(0) = 0✳
❈♦♠♠❡ α⊗α ∈ Hn(Sn)⊗Hn(Sn) ≃ Z ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♥✉❧ ✭❝✬❡st ♠ê♠❡ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r✮✱ 2α⊗α
♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✱ ❡t ✐❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ∆(α)2 = 2α⊗α ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡

❡t ❞♦♥❝ q✉❡ n ❡st ✐♠♣❛✐r✳
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❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ P❛r✐s✲❉✐❞❡r♦t ✷✵✶✶✲✷✵✶✷
❆✳ Pr♦✉té✱ ❍✳ ▼♦✉rt❛❞❛✳ ▼❛st❡r ✶ ✭✸✶❯❉▼❚✹✷✮

◗✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s ❛✉① ♦r❛✉① ❞❡s ✷✺ ❡t ✷✻ ❥✉✐♥ ✷✵✶✷✳
✭s❡❝♦♥❞❡ s❡ss✐♦♥✮

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✳ ✭❛✮ ❙♦✐t n ∈ N t❡❧ q✉❡ n 6= 0✳ ❙♦✐t f : S2 → S
2 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞♦♥t

❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡st n✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X
q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

D
3

S
2ioo f //

S
2

♦ù i : S2 → D
3 ❡st ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳

✭❜✮ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t X à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z/nZ✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ in : Sn → S
n+1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

(x0, . . . , xn) 7→ (x0, . . . , xn, 0)

❖♥ ♥♦t❡ S
∞ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

S
0

i0 //
S
1

i1 //
S
2

i2 //
S
3

i3 // . . .

❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ S∞ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✭❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✮ Λ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✸✳ ✭❛✮ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉✐t

H∗(X)⊗H∗(Y )
× // H∗(X × Y )

❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✳

✭❜✮ ❉♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z/2Z ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ RP
3 × S

3✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✹✳ ❙♦✐t f : S1 → S
3 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❡t s♦✐t ∗ ∈ S

3 − ■♠(f)✳
▼♦♥tr❡r q✉❡ π1(S

3 − ■♠(f), ∗) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✺✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ Z✲❝♦❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✭❞♦♥t ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❡st ♥♦té ∆ :
C → C ⊗C✮✱ ❡t A ✉♥❡ Z✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✭❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ♥♦té µ : A⊗A → A✮✳
❙♦✐t t : C → A ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré −1✱ t❡❧❧❡ q✉❡ µ(t ⊗ t)∆ = 0 ✭♦ù ❧❛

❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ C ⊗A ✭❣r❛❞✉é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✮ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ∂t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∂t = (1⊗ µ)(1⊗ t⊗ 1)(∆⊗ 1)

❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é ✭q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ C ⊗t A✮✳

✭❜✮ C ⊗A ❡st ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❣r❛❞✉é ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡①t❡r♥❡ (C ⊗A)×A → C ⊗A ❡st

❞♦♥♥é ♣❛r (x⊗ a)b = (x⊗ ab)✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ∂t ❡st A✲❧✐♥é❛✐r❡✳



❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ A ❡st ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❛✈❡❝ 1 ∈ A0✮ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉é❡✳

✭❝✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ∂t q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ Ci ⊗Aj ❞❛♥s Ci ⊗Aj−1 ❡st ♥✉❧❧❡✳

❙♦✐t n ∈ N✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ C0 ≃ C2n+1 ≃ Z ❡t q✉❡ Ci = 0 ♣♦✉r i 6= 0, 2n+ 1✳

✭❞✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ∂t ❡st ♥✉❧ s✉r C0 ⊗A✱ ❡t q✉❡ ∂t ❡♥✈♦✐❡ C2n+1 ⊗Aj ❞❛♥s C0 ⊗A2n+j ✳

✭❡✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ C ⊗t A ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ A ❡st

✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s Z[X]✱ ♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2n✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✻✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s Sn✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❜♦✉q✉❡t

✐♥✜♥✐

X = S
1 ∨ S

2 ∨ S
3 ∨ S

4 ∨ S
5 ∨ . . .

❘❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❜♦✉q✉❡t ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ X ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s

Z✮✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✼✳ ✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ Ext1Z(Z,Z) = 0 ❡t Ext1Z(Z/pZ,Z) ≃ Z/pZ ✭p 6= 0✮✳

✭❜✮ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z ❡st ♥✉❧❧❡ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡s

❞✐♠❡♥s✐♦♥s 0✱ 1✱ 2✱ 3 ❡t 6✱ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z✱ Z/3Z✱ Z/3Z✱ Z ⊕ Z/2Z
❡t Z✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ X à

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✽✳ ❙♦✐t U ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜❧tr❛♥t❡ ❞✬♦✉✈❡rts ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡s r❡❝♦✉✈r❛♥t RP
n✳ ▼♦♥tr❡r

q✉❡ n = 0✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✾✳ ❙♦✐t n ∈ N t❡❧ q✉❡ n ≥ 1✳ ❙♦✐t (fi : S
n−1 → S

n)1≤i≤p ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡

❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s i ❡t j t❡❧s q✉❡ i 6= j✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡

fi ❡t fj s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❞❛♥s

S
n✮ ❞❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s fi✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✵✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ Z✲❛❧❣è❜r❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛❞✉é❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❙♦✐t x ∈ A ❞❡ ❞❡❣ré

str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r x s♦✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ A ❞❛♥s A
✭❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ A✱ ❡st ♥♦té❡ xA✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

π : A → A/xA ❛❞♠❡t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ s q✉✐ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ A ❡st

✐s♦♠♦r♣❤❡ ❝♦♠♠❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s (A/xA)[X]✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✶✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Σ(X) s❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✭♥♦♥ ré❞✉✐t❡✮✳

▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ Σ(X) ❞❡ ❞❡❣rés str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱

❧❡ ❝✉♣✲♣r♦❞✉✐t x ⌣ y ❡st ♥✉❧✳ ✭❯t✐❧✐s❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❧❡ç♦♥ ❞✉ ✷ ♠❛✐✳✮

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✷✳ ❙♦✐❡♥t A✱ B ❡t C tr♦✐s Z✲♠♦❞✉❧❡s✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s Z✲♠♦❞✉❧❡s

TorZ1 (Tor
Z
1 (A,B), C) ❡t TorZ1 (A,Tor

Z
1 (B,C))

s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✸✳ ✭❛✮ ❙♦✐t f : M → N ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❣r❛❞✉és✱ ❡t s♦✐t

P ✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é✳ ▼♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❣r❛❞✉és

C(f)⊗ P ≃ C(f ⊗ 1P )

✭♦ù C(f) ❡st ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ f✮✳

✷



✭❜✮ ❙♦✐❡♥t f : M → N ❡t g : P → Q ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡♥tr❡ Z✲♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❣r❛❞✉és r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ f ❡t g ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱

✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ f ⊗ g : M ⊗ P → N ⊗Q✳

✭❝✮ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❣r❛❞✉é M s✉✐✈❛♥t ✿

. . . // 0 // Z
×2 // Z // Z/2Z // 0 // . . .

♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭❜✮ ♥✬❡st ♣❛s

s✉♣❡r✢✉❡✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✹✳ ❙♦✐t P (z) ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❞❡❣ré n > 0✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ z 7→ P (z) s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉♥✐q✉❡ fP (z)

❞❡ CP
1 ✈❡rs ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s fP (z) ❡t fzn ❞❡ CP
1 ✈❡rs ❧✉✐✲♠ê♠❡ s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✳

✭❝✮ ❙♦✐t ϕ : CP1 → S
2 ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ϕ ◦ fP (z) ◦ ϕ

−1 : S2 → S
2✳

✭❞✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉✬❆❧❡♠❜❡rt✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✺✳ ❙♦✐t X = {(x, y, z) ∈ R
3 | xyz = 0}✱ ❡t s♦✐t f : X → X ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

▼♦♥tr❡r q✉❡ (0, 0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ f ✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✻✳ ❙♦✐t f : Sp ∨ S
q → S

n ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡

✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✮ ❞❡ S
n − ■♠(f)✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✼✳ ❙♦✐t f : Sn → S
n ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❇r♦✉✇❡r 2✳ ▼♦♥tr❡r

q✉❡ f ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✽✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : S2n → S
2n ❤♦♠♦t♦♣❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❡ S
2n ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✾✳ ✭❛✮ ❊♥ r❡❝♦✉✈r❛♥t Sn ♣❛r ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥

❛♥t✐♣♦❞❛❧❡✱ ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

. . . // H̃i(S
n−1)

π∗ // H̃i(RP
n−1)

i∗ // H̃i(RP
n) // H̃i−1(S

n−1) // . . .

♦ù π ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t i ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s

♣❛r (x0, . . . , xn−1) 7→ (x0, . . . , xn−1, 0)✮✳

✭❜✮ ▼♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n q✉❡ ✭❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✮ ✿

• Hi(RP
n) = 0 ♣♦✉r i > n✱

• H2n(RP
2n) ≃ 0 ✭n > 0✮ ❡t H2n+1(RP

2n+1) ≃ Z✱

• ❧❡ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ π∗ : H2n+1(S
2n+1) → H2n+1(RP

2n+1) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/2Z✳

✭❝✮ ❙♦✐t f : S2n+1 → S
2n+1 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S

2n+1✱ ♦♥ ❛✐t

f(x) = f(−x)✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❞❡ f ❡st ♣❛✐r✳

✸



☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✵✳ ❙♦✐t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s Λ✲❧✐♥é❛✐r❡s
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♦ù k ❡t k′ s♦♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❡t ♦ù ❑❡r(j) = ■♠(i) ❡t ❑❡r(j′) = ■♠(i′)✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡

nm = βk−1α+ β′k′
−1

α′✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✶✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γ : H1(X;Z/2Z) → H2(X;Z/2Z) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r γ(x) = x ⌣ x ❡st

Z/2Z✲❧✐♥é❛✐r❡✳

✭❜✮ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡s x t❡❧s q✉❡ x = x2✮ ❞❡ Z/4Z✱ ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x ❡t y ❞❡ Z/4Z✱ ♦♥ ❛ (x + y)2 = (x − y)2✱ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ x ❡t y s♦♥t é❣❛✉①

♠♦❞✉❧♦ 2✱ ❛❧♦rs x2 = y2✳

✭❝✮ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // Z/2Z // Z/4Z
c // Z/2Z // 0

♦ù c ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▼♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // Hom(C∗(X),Z/2Z) // Hom(C∗(X),Z/4Z)
c∗ // Hom(C∗(X),Z/2Z) // 0

✭❞✮ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t β :
H1(X;Z/2Z) → H2(X;Z/2Z)✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ β = γ✳

☞ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷✷✳ ❙♦✐❡♥t n ❡t m ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ 1 ≤ n < m✱ ❡t s♦✐t f : RPm → RP
n ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙♦✐t ∗ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ RP
m✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f∗ : π1(RP

m, ∗) → π1(RP
n, f(∗))

❡st ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥✉❧✳

✹


