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La petite histoire...

Ce polycopié recouvre la partie algébre du programme de mathématiques de PC et PC*. 11

est constitué pour chaque chapitre du programme d’un résumé de cours suivi d’exercices. Le

programme de PCSI est supposé acquis, notamment les notions suivantes :

les nombres complexes ,

les espaces vectoriels,

les applications linéaires,

les matrices et les déterminants,

Pespace vectoriel des polynémes réels R[X] ou complexes C[X],
les espaces euclidiens ou préhilbertiens réels,

les suites réelles ou complexes,

les séries numériques,

les fonctions d’une variable réelle & valeurs réelles ou complexes,

Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 et d’ordre 2 & coefficients constants.

Les notations suivantes sont utilisées :

Re : partie réelle d’un complexe,

Qm : partie imaginaire d’un complexe,

|| : la partie entiére d'un réel,

< .,. > :le produit scalaire

R, [X] : ensemble des polynomes réels de degré au plus n,

Cn[X] : 'ensemble des polyndmes réels de degré au plus n,

AT : transposée de la matrice A.

[a,b] avec (a et b entiers) : les entiers naturels de I'intervalle [a, b],

M, 4(K) : Pensemble des matrices de taille (p, ¢) (a p lignes et ¢ colonnes) a coefficients
dans K.

M, (K) : 'ensemble des matrices carrées d’ordre p (a p lignes et p colonnes) a coeffi-
cients dans K.

I, : la matrice identité carrée d’ordre n.
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Chapitre 1

Espaces vectoriels

I.

Résumé de cours :

Le corps de base noté K est un sous-corps de C.

1.

Rappels sur les espaces vectoriels :

Les notions de premiére année sont supposées acquises et notamment les défini-

tions d’espaces vectoriels, de sous-espaces vectoriels, de sous-espaces vectoriels

engendrés par une famille finie d’éléments, de deux sous-espaces supplémen-

taires, applications linéaires et les propriétés qui en découlent. Ce paragraphe

en reprend cependant des propriétés importantes.

(i)

(i)

Familles libres finies

Définition : Soit J un ensemble fini. Une famille (e;);c; d’éléments de FE
est une famille libre si et seulement si

V) €K7, ) Ny =0 =Vie J, A =0-
e
Propriété : Une famille de polynémes non nuls échelonnée en degré est
libre.
Remarque : Soit I un ensemble d’indices. Une famille E (e;);c; d’éléments
de E est une famille libre si et seulement si toutes ses sous-familles
finies sont libres.

Espaces vectoriels de dimension finie :

Définition : G = (e;)ier avec I fini est une famille génératrice de E si
et seulement si E' = Vect(G) .
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(iii)

Théoréme de la base extraite : De toute famille génératrice finie
d’un K-espace vectoriel non nul, on peut extraire une base de F.

Théoréme de la base incompléte : Toute famille libre d’un espace

vectoriel de dimension finie peut étre complétée en une base.

Complément : les éléments complétant cette famille libre peuvent étre
extraits d'une famille génératrice de l'espace vectoriel.

Théoréeme-définition : Tout espace vectoriel non réduit a {Og} ad-
mettant une famille génératrice finie admet des bases finies et toutes
les bases de cet espace ont le méme cardinal n appelé dimension de

E. On pose par extension dim{0g} = 0.

Propriétés : Soit E un espace vectoriel non réduit a {0z} de dimension
finie n.

e Soit G une famille génératrice de F comportant r éléments alors
r > n. De plus, toute famille génératrice minimale est une base
(c’est-a-dire si 7 = n, G est une base de FE).

e Soit £ une famille libre de E' comportant p éléments alors p < n.
De plus, toute famille libre maximale est une base (c’est-a-dire si
p =mn, L est une base de F).

e Tout sous-espace vectoriel F' de FE, espace vectoriel de dimension
finie n, est de dimension finie r qui vérifie r < n et il y a égalité si
et seulement si F = F'. Cette propriété demeure si n = 0.
Définition : Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Une
base de E est une base adaptée a F' si et seulement si elle est constituée
d’une base de F' complétée en une base de E.
Premiéres propriétés des applications linéaires :
Définition : Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. u application
de F dans F' est linéaire si et seulement si

Y(a, B) € K2, V(z,y) € E?, u(ax + By) = au(x) + Puly) .

Propriétés
e Soit B = (ej)i<i<n une base de E et F = (fi)i<i<n une famille
de F'. Il existe une unique application linéaire v de F dans F telle
que Vi € [1,n], u(e;) = fi; autrement dit une application linéaire
est entiérement caractérisée par la donnée d’une base de 'espace de
départ et son image.
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e L(E,F) ensemble des applications linéaires de E dans F' est un
espace vectoriel sur K. Si E et F sont de dimension finie, il en est
de méme de L(E, F) et dim(L(F, F)) = dim E dim F.

e La composée d’applications linéaires est linéaire.

e L(F) est une algebre sur K.

Théoréme d’isomorphisme induit : Siu est une application linéaire
de E de sur F, v induit un isomorphisme de tout supplémentaire du
noyau de u sur I'image de wu.

et son corollaire (rgu est la dimension de Im(u)) :

Théoréme du rang : Si u est une application linéaire de F de dimen-

sion finie sur F' (de dimension finie ou non),

dim(E) = rgu + dim Keru -

2. Produit et somme d’espaces vectoriels

(i) Produit fini d’espaces vectoriels :

Théoréme-définition : Soient E; avec i € [1,p] un ensemble de p
K-espaces vectoriels. Le produit de ces espaces vectoriels noté
H FE; formé des éléments x = (%)19’5;) est muni d’une structure

1=1P
d’espace vectoriel .

Propriété : Si les espaces vectoriels FE; sont de dimension finie,

2 P
dim (H E) = dim(E;).
i=1 i=1
(i) Somme finie de sous-espaces :

Définition : Soit E un espace vectoriel et (F;)i<i<p, un ensemble de p
sous-espaces vectoriels de E. Leur somme est définie par

p p
ZEi = {17 S E,H(CUZ)@ ek x--- X Ep,l’ = ZCIZZ}
i=1 =1

P
Autrement dit, ZEZ est limage de [D'application linéaire
i=1

p
HEi — B
=1
P
(1’1, axp) = sz
=1
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P
Propriété ZEZ est le plus petit sous-epace vectoriel de F contenant

=1
p
L
=1

(ii) Somme directe et caractérisation.
p

.. . , P . .
Définition : E FE; est une somme directe notée @ E; si et seulement si
i=1
i=1

tout élément de cette somme admet une unique écriture sous la forme

p
E z; ou z; € B
=1

Remarque : La définition équivaut & dire que l'application
P
| | E; = D F;
: i=1
1=1P

est bijective.

P
(1, ,2p) ZZL‘Z
1=1

Théoréme de caractérisation d’une somme directe :
P
Une somme E FE; de sous-espaces vectoriels est directe si et seulement

i=1
si elle vérifie 'une des caractérisations suivantes :

p p
1. Y(x;) € HEZ,ZUCZ =0p = Vi,z; = Og,

=1 =1
2. Vi€ [Lp].E;NY E; ={0g},
J#i
i—1
3. Vie[2,p],EinY_ E; ={0g},
j=1

4. Toute famille (x;);cs avec J C [1,p] d’éléments non nuls, tels
que pour tout ¢ z; € E;, est libre.

(iv) Cas de la dimension finie
Définition : Si F = é E;, une base adaptée a cette décomposition est
une base obtenue parlz(lmcaténation de bases B; des F;.
Propriétés
e Tout sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel de dimension finie
admet un supplémentaire.

e Formule de Grassmann : si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels
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3.
(i)

(i)

de dimension finie de F

dim(F 4+ G) + dim(F N G) = dim F + dim G-

P
Théoréme : Soit S = ZEl sous-espace de E de dimension finie.

=1
p

Alors dim § < Z dim F; et il y a égalité si et seulement si la somme
i=1

est directe.

Déterminants de matrices carrées de M, (K).

Rappels :

Définition : Le déterminant est I'unique application définie sur M,,(K)
a valeurs dans K vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) det est linéaire par rapport a chacune des colonnes de sa variable ;
(2) det est antisymétrique par rapport aux colonnes de sa variable;
(3) det(I,)=1.
Propriétés
o det(AB) = det(A) det(B).
1
det(A)’

e AcGL,(K) <= det(A4) # 0 et on a alors det(A~!) =

o det(AA) = A" det(A).
o det(AT) = det(A).
Calcul de déterminants
Rappel de leffet des opérations élémentaires :

e Echanger deux colonnes (respectivement lignes) multiplie le déter-
minant par —1;
e Multiplier une rangée (ligne ou colonne) par A multiplie le détermi-

nant par \;

e Ajouter a une colonne (respectivement ligne) une combinaison li-
néaire des autres ne change pas le déterminant.

Propriété : Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de

ses termes diagonaux.

Définition : Soit A = (a; ;) une matrice carrée d’ordre n. On désigne

par mineur d’ordre (7,j) le déterminant A;; de la matrice d’ordre
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n — 1 obtenue & partir de A en enlevant la ligne ¢ et la colonne j et par

cofacteur de a; ;j le nombre af; = (1) A; ;.

Théoréme du développement en ligne ou en colonne : Pour tout

couple (4,7), on a

n n
det(A) = Z(—l)”kAi’kai’k - Z(_1)J+’mk,jak7j
k=1 k=1
Dvt ligne ¢ Dvt cc;ﬂ)nne J

(i4i) Matrices définies par blocs

Définition : La matrice M & n = r + s lignes et m = p+ ¢ colonnes peut
A

C
de taille respectives (r,p), (r,¢),(s,p) et (s,q) par :

B
étre décrite en blocs M = ( D) ol les matrices A, B,C et D sont

aj,j siigretjgp
S bij—p sit<retj>p
hj — . ) ’
Cirj sit>retj<p

di—r,j—p sit>retj>p

Les calculs sur les matrices en blocs (addition, multiplication par un sca-
laire, produit) se font comme pour les calculs matriciels entre coefficients
(si les tailles des matrices le permettent).

Propriété : Calcul d’un déterminant en blocs :

A B
det (0 C> = det(A) det(C) -

(iv) Déterminant de Vandermonde.

Soient x1,--- ,x, n scalaires donnés et V(x1,--- ,x,) la matrice carrée
7—

’ Let de déterminant V(z1,--- ,y).

d’ordre n de terme général v; ; = @

Théoréme (déterminant de Vandermonde) :

S. Sidaner 9/148 Creative Commons : ® ©



Algébre en PC ou PC* Mat’ les Ressources

(v)

4.
(i)

Exemple d’application Polynémes de Lagrange :
Soient (ag,a1,---,a,) n + 1 scalaires de K deux a deux distincts et
(bo, b1, -+ ,by) éléments de K",
Il existe un unique polynéme P de K, [X] tel que pour tout i € [0,n],
P(a;) = b;.(voir exercice 4).
Matrices carrées semblables.
Définition : Soient deux matrices A et B de M,,(K).
B est dite semblable & A si et seulement si il existe une matrice P inver-
sible telle queB = P~1AP.
Propriétés :
e la relation "étre semblable" est une relation d’équivalence.

e Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent
un méme endomorphisme dans deux bases différentes.

e Deux matrices semblables ont méme déterminant.

e Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, B et B’ deux
bases de E, f un endomorphisme de E et A et A’ les matrices de f
dans les bases B et B'. Alors det(A) = det(A").

Définition : Le déterminant d’un endomorphisme de E espace vectoriel

de dimension finie est le déterminant des matrices de cet endomorphisme
dans les bases de F.

Propriétés : si E est un espace vectoriel de dimension finie et f et g des
endomorphismes de E :

e det(fog) = det(f)det(g).

e f € GL(E) <= det(f) # 0 et on a alors det(f~!) = !

det(f)’

o VA €K, det(Af) = A" det(f).

Trace d’une matrice, d’'un endomorphisme
Trace d’une matrice carrée.

Définition : Si A est une matrice carrée d’ordre n, sa trace est le scalaire
n
g a;; et est noté tr(A).

i=1
Propriétés :

e La trace est une forme linéaire sur M,,(K).

e Pour toute matrice A de M, (K), tr(A) = tr(AT)
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e Si Ae M, ,(K) et My, (K), tr(AB) = tr(BA).

e Deux matrices semblables ont méme trace.
(ii) Trace d’un endomorphisme.
Théoréme-définition : Siu € L(E), tr (Matp(u)) ne dépend pas de
B et est appelé trace de ’endomorphisme wu.

Propriétés : Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
e La trace est une forme linéaire sur L(E).

e Si f et g sont deux endomorphisme de E, tr(f og) =tr(go f).

II. Exercices sur les espaces vectoriels

Sauf mention contraire tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension
finie sur un corps K (sous-corps de C) précisé si nécessaire.
Les indications pour certains de ces exercices débutent page 53.

1. Espaces vectoriels
La correction de ces exercices commence page 58.

Exercice 1.
Soit B, = {P € C[X], (X" +1)P = P(X?)}
1. Montrer que E,, est un sous espace vectoriel de C[X].

2. Que dire du degré de P élément de E,, 7 En déduire la dimension de F,, et
conclure.
Correction

Exercice 2.

Soit F un espace vectoriel sur K de dimension quelconque. Soit (S1) un systéme
de nj vecteurs de rang s; dont on extrait un systéme S de no vecteurs de rang
S9, prouver que ny — S1 > ng — Sa.

Correction

Exercice 3.
On se place dans l'ensemble des fonctions définies sur R & valeurs réelles.
Démontrer 'indépendance linéaire des familles suivantes :
) k
1. (fe)refo,p] avec fi 1 x> e

2. (fn)ne[o,2p) avec for 1 ® = cos(kx) et for—1 : x — sin(kz).
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3. (ga)acL avec gq : x — |z —a| et L = {a1, -+ ,ap} C R, les a; étant deux a
deux distincts.
Correction

Exercice 4 (Polynémes de Lagrange).
Soient (ag,ai, -+ ,a,) n+ 1 scalaires de K deux a deux distincts.

1. Soient (bg, b1, ,b,) éléments de K"T!, En utilisant le déterminant de
Vandermonde, montrer qu’il existe un unique polynome P de K, [X] tel que
pour tout @ € [0,n], P(a;) = b;.

2. Soit ¢ fixé avec 0 < i < n. Déterminer le polynome L; de degré au plu sn
tel que pour tout j, L;(a;) = d;; c’est a dire 1 si ¢ = j et 0 sinon.

3. Prouver que (Lg, -, Ly) est une base de K, [X] et donner les coordonnées
d’un polynéme P de degré au plus n dans cette base.

Correction

Exercice 5.
Soit E un sous-espace vectoriel de C[X] de dimension n > 1.

1. Montrer que E admet une base formée de polynémes de méme degré.

2. Prouver qu’il existe une base de polynémes (Pp,---,P,) telle que
(deg(Pk))1<k<n est une suite strictement croissante.

Correction

Exercice 6.
Soit £ un R—espace vectoriel de dimension finie n > 2.

1. Montrer que E posséde une infinité de sous-espaces vectoriels de dimension
pavecl <p<n-—1.

2. Soit (E;)1<i<p une famille de sous-espaces vectoriels de E tous différents de
E. Prouver que AEleEi #+ FE.

Enoncé équivale;;t (obtenu par contraposition) : Montrer que si (E;)i1<i<p est
une famille finie de sous-espaces vectoriels de 'espace vectoriel E de dimension
finie tels que z@lEi = F, I'un des sous-espaces est E.

Correction

Exercice 7.

S. Sidaner 12/148 Creative Commons : ® ©



Algébre en PC ou PC* Mat’ les Ressources

Soient H, K deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E¥ de dimension
finie. Montrer que dim H = dim K si et seulement si H et K ont un supplé-
mentaire commun.

Correction

Exercice 8.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 et H ’ensemble des sous-
espaces vectoriels de E. Soit f une application de H dans R telle que :

V(F,G) e H*, F+G=F oG = f(F+G) = f(F)+ f(G) .

Déterminer f.
Correction

2. Applications linéaires
La correction de ces exercices commence page 63.

Exercice 9.

Soient deux projecteurs p et ¢ d’un espace E de dimension n, tels que poq = 0.
Montrer rg p+rg g < n puis que p+ ¢ — gop est un projecteur dont on donnera
image et noyau.

Correction

Exercice 10.
Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de FE.

rg(f) = rg(9)
Prouver qu’il existe un endomorphisme g tel que : { g=go fog

f="Fogof

Correction

Exercice 11.

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels (de dimension finie ou non),

u€ L(E,F)etve L(F,G). On pose alors w = v o u.

Montrer que w est un isomorphisme si et seulement si v est surjective, u est
injective et F' = Im(u) @ Ker(v).

Correction

Exercice 12.
Soit A 'application définie sur R[X] définie par A(P)(X) = P(X+1)— P(X).
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a. Montrer que A est un endomorphisme de R[X] de noyau R.

b. Soit n > 1 et A, la restriction de A & R,[X]; montrer que Im(A,,) est
R,,—1[X] et en déduire que A est surjective.
2. Montrer que R[X] = XR[X] ® R; en déduire que pour tout polynome @ il
existe un unique polynéme P tel que P(X +1) — P(X) = Q(X) et P(0) = 0.
3.

a. On pose pourd > 1, Ay =
A(Ay).

b. vérifier que pour n € Z, Ay(n) € Z.

X(X=1)-(X—d+1)
dl

et Ag = 1. Calculer

c. Déterminer tous les polynomes de R[X] tels que Vn € Z, P(n) € Z.

4. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique n + l-uplet (ag, - - ,ay) tel que
pour tout P € R, [X],

P(X+n+1)=> aP(X +k)
k=0
et le calculer.

Correction

Exercice 13.
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies et v € L(E, F) . On
dit que v € L(F, E) verifie (*) si et seulement si

uovou=uetvouov=uv.

1. Montrer que si v vérifie (*), E = Ker(u) ® Im(v) et F' = Ker(v) ® Im(u).
2. Soient Fj un supplémentaire de Ker(u) dans E et F; un supplémentaire de
Im(u) dans F'. Montrer qu’il existe un unique v € L(F, E') vérifiant (*) et tel
que E; = Im(v) et F; = Ker(v)

Correction

Exercice 14.
Soient E et F' deux espaces vectoriels tels que dim F = n. Soient u et v deux
élements de L(E, F) .
1.

a. Montrer que |rg(u) —rg(v)| < rg(u+v) < rg(u) + rg(v).

b. Dans cette question, £ = F'. On suppose de plus que u + v est inversible
et vowu = 0. Montrer que : rg(u) 4+ rg(v) = n-
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2. Vérifier que rg(u+v) = rg(u)+rg(v) si et seulement si Im(u) () Im(v) = {0}
et Ker(u) + Ker(v) = E.

3. Montrer que

dim(Ker(u +v)) < dim(Ker(u) N Ker(v)) + dim(Im(u) N Im(v))-

Correction

Exercice 15 (Endomorphismes nilpotents).
Un endomorphisme f de E espace vectoriel sur K est dit nilpotent si il existe
k € N tel que f* =0.

1. Soit f un endomorphisme non nul d'un espace E de dimension n, tel que
f?=o.

n
a. Montrer que rg(f) < 5 - Soit, r un entier tel que r < 5 trouver un

endomorphisme de E de rang r vérifiant f2 = 0.

3

b. Montrer qu’il existe une base B’ telle que la matrice de f dans la base B’
> 07’,7‘ 0r7n—2r I,

On—?r,r On—2r,n—27‘ On—2r,r
n—rn—r Onfr,r

Op p— 1

soit de la forme ( rner "
Or,r Or,n72r OT,T’

c. Soit C ={g € L(E) | go f = fog}lecommutant de f. Déterminer la

dimension de C en étudiant les matrices des éléments du commutant dans la

base B'.

2. Soit p l'indice de nilpotence de f (c’est a dire le plus petit indice k tel que
fF=o0).

a. Prouver qu’il existe un élément x de FE tel que la famille

{z, f(z),..., fP"1(x)} est libre. En déduire que si n désigne la dimension de
E, fr=0.
b. Lorsque p = n, prouver ’existence d’une base dans laquelle f a pour
0 1 0 ... 0
0 1
matrice N, = : .0
1
0 0
1 a a® o
01 a a
3. Solent a e Ret A=
olent a e 00 1 a
00 0 1
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a. Calculer A™ pour n € N.
b. A est-elle inversible ? Si oui, calculer A~!. Calculer A™ pour n € Z.
Correction

Exercice 16 ( Noyaux et images itérés).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ou non et « un endomorphisme

de E. On note v = idg et v = wou* = uF o u lorsque k € N et on pose
Ny = Ker(u”) et I, = Im(u).
1.

a. Montrez que (Nj) croit(au sens de I'inclusion) et que (Ij) décroit.
b. Montrez que (Nj) est soit strictement croissante, soit strictement crois-
sante jusqu’a un certain rang p a partir duquel elle est constante.

2. On suppose a présent que F est de dimension finie n. Posons dy, = dim (V).
a. Montrez que di4+1 < di + d;.
b. Montrez que la suite (dg)r est strictement croissante jusqu’a un certain
rang p < n a partir duquel elle est constante. Vérifiez que E = N, @ I,.
3.
a. On suppose dans cette question que E est de dimension 3 et u € L(F) tel
que u? # 0 et u? = 0. Déterminez la dimension de Ny et Ij et comparez ces
espaces. En déduire qu'il existe une base B = (eq, e, e3) de E telle que

010
Matg(u) =10 0 1
0 0O

b. On revient au cas général et on suppose qu’il existe q tel que u? = 0 avec
w9~ £ 0. Montrer que ¢ < n. Prouver I’ existence d’ une base B’ de E dans
laquelle A la matrice de u est triangulaire supérieure avec que des zéros sur sa
diagonale (soit a;; = 0si j > 7).

Correction

3. Calcul matriciel

La correction de ces exercices commence page T4.

Exercice 17.

Chercher les matrices A € M3(R) telles que A3 =

o O O
o O =
O = O

Correction
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Exercice 18.
Soient A € M32(R), B € M3R) et C € Msy3(R) telles que

1 1 -2
ABC = | =2 = 1 . Trouver z.
1 2 1

Correction

Exercice 19.

0 00

Soit A € M32(K) et B € M33(K) telles que AB = |0 1 0 |. Calculer
0 01

BA.

Correction

Exercice 20.
Soit f un endomorphisme de R?” de matrice L dans la base canonique de R?".

Les vecteurs de K" sont assimilés & des matrices unicolonnes.
Ccn — R2n

1. Soit I'application h : X > . Vérifier que h est un isomor-

X+1iY —
(Y

phisme de R-espaces vectoriels.

2. Soit ® = h~'o foh. Montrer que les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

e ® est un endomorphisme de C" en tant que C—espace vectoriel

A B
o Il existe deux matrices A et B carrées d’ordre n telles que L = ( )

—-B A

e L commute avec On I

v
_In On

Correction

Exercice 21 (Calcul de déterminants).

1. Soient n > 1, (a,b,c) € R3 et A,, le déterminant d’une matrice tridiagonale
A, de terme général a; ; défini par :

)

silj—i|>1
a sii=7

Qi = L
b sijg=1+1

c sijg=1—1
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a b (0)

soit A, = ¢ R . Calculer A,, en fonction de « et B racines de
oy
(0) c a

léquation 22 — ax + bec = 0.
2. Soit n > 2. Calculer D,, le déterminant de la matrice A, carrée d’ordre n
de terme général |i — j| soit

1
n—1 2 1 0
3. Soient (a1, a9, - ,an,b1, -+ ,b,) une famille de 2n réels avec n > 2. Calcu-
ler :
ai + bl b1 e e bl
b as+by by ... by
. bn—l
by, e T
4. Soit n > 2. Soient ay,--- ,an,b1, -+ ,b, 2n réels tels que pour tout couple

(1,7) aj + b; # 0. Calculer le déterminant de la matrice M,, de terme général

en ligne 7 et colonne j }
& J a; + b;

T I‘Q 5[33 23‘4

2¢ 3x2 423 5at
dz 9% 162> 252
y vty
2y 3y* 4y 5yt
a. Montrer que pour tout a réel :

5. Soit D(z,y) =

—_ = = =

r 2?23 (x —a)?

1

1 2z 322 423 (2 —a)®Qi(2)
D(z,y) =11 4x 92% 162° (v — a)?Qa(7)

1y 2 (y —a)*

1 2y 3y* 4 (y—a)’Qi(y)
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ou 1 et QY9 sont des fonctions polynomiales de z. Donner ).
b. Calculer D(z,y).

6. Prouver que :

2¢ ... (k+D2*¥ ... (n+1)z" S
n(n—1)
. . (i) o
1 277t o (k+D) R L ()l k=1
1 Y . y* . y"
Correction
Exercice 22.
. . A -B
Soient A et B deux éléments de M, (R) et M = B A
I, 1l
0) J={T "
1 pose (i[n In>
1. Calculer det J.
2. Prouver que si M est une matrice carrée, det(M) = det(M).
3. Montrer qu'il existe C et Cy élements de M,,(C) tels que P = Col C[')
2

vérifie MJ = JP. En déduire que det M > 0. Que peut-on dire de ce détermi-
nant si A et B commutent ?
Correction

Exercice 23.
Soient A € M, ((K) et B € M, ,(K) avec p # q.

1. Déterminer det(AB) det(BA).
2. Montrer que det(l, — AB) = det(I, — BA).
Correction

4. Trace d’une matrice
La correction de ces exercices commence page 82.

Exercice 24.
Soit @ une forme linéaire définie sur M,,(C) a valeurs dans C telle que pour tout
couple (A, B) de matrices ®(AB) = ®(BA). Prouver que ® est proportionnelle
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A la trace.

Correction

Exercice 25.

Soit A € M,,(K). Résoudre X + X7 = tr(X)A et donner la dimension de
I’ensemble des solutions.

Correction

Exercice 26.
Soient deux matrices A et B de M,,(C). Trouver les matrices M vérifiant

M +tr(M)A=B.

Correction

Exercice 27 ( Endomorphismes de rang 1).

1. Soit A € M, ,(K) une matrice de rang 1 ot K =R ou C.

a. Montrer qu’il existe C' et L dans M,, 1(K) \ {0} et My ,(K) \ {0} respec-
tivement tels que A =C x L.

b. Soient L, L' dans M ,(K) et C, C' dans M,, 1(K) tels que CL # 0 et
CL + C'L' = 0. Montrer qu’il existe un scalaire X non nul tel que C' = \C et
L'=5L.

A
2. Soit A € M,,(K) une matrice de rang 1.

a. Montrer que A% = tr(A)A. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que A soit la matrice d’'un projecteur.

b. Fabriquer une base de M,,(K) formée de matrices de projecteurs de rang
1 en utilisant les matrices élémentaires Ej ;.

3. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n > 2 et f un endomorphisme
de E de rang 1.

a. Montrer que, soit Im f C Ker f, soit £ =Im f @ Ker f.

b. Montrer que A, carrée d’ordre n et de rang 1 est semblable soit a Eg ;
soit & kE1 1 (avec k # 0).

c. Montrer que deux matrices de rang 1 sont semblables si et seulement si
elles ont méme trace.

Correction
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Exercice 28 (Matrices de trace nulle et matrices nilpotentes).
Soit n un entier naturel non nul et K = R ou C. E; ; est la matrice ne contenant
qu'un 1 en place (7, 7) et des 0 partout ailleurs.

1.
a. Soit D une matrice diagonale d’ordre n dont les termes diagonaux sont
distincts deux & deux. On définit I'application linéaire

M — MD-—-DM

Déterminer Ker(y) et Im(yp).

b. Montrer que si a est un endomorphisme de E espace vectoriel sur K,
non nul et distinct d’une homothétie ( c’est a dire qu’il n’existe pas A tel que
a = XNidg), il existe un vecteur v € C™ tel que u et a(u) soient linéairement
indépendants. En déduire qu'une matrice A de M,,(K) de trace nulle est sem-
blable & une matrice de diagonale nulle.

c. Montrer que tr(A) = 0 si et seulement si il existe un couple (U, V) tel que
A=UV -VU.

2. Une matrice A est dite nilpotente si et seulement si il existe un entier p tel
que AP = 0.

a. En utilisant les résultats vus en derniére question de l’exercice sur les
noyaux imbriqués page 16, montrer que A™ = 0 et que A est de trace nulle.

b. Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer que
A+ B et AB sont nilpotentes.

3. Soit I'espace vectoriel N intersection de tous les sous-espaces vectoriels de
M,,(K) qui contiennent les matrices nilpotentes.

a. Montrer que A est élément de A si et seulement si A est une combinaison
linéaire de matrices nilpotentes.

b. Soient ¢ et j distincts. Montrer que F;; et E;; — Ej; appartiennent &
N.

c. Prouver que N est le sous(espace vectoriel des matrices de trace nulle.
Correction
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Chapitre 2

Réduction des matrices et des
endomorphismes

I. Résumé de cours sur la réduction

1. Stabilité de sous-espaces :
(i) Sous-espaces stables par un endomorphisme.

Définition : F' sous-espace vectoriel de E est stable par u endomor-
phisme de F si et seulement si u(F) C F c’est a dire

Vo € Fu(xz) € F -

Remarque : si u est un endomorphisme de E, {0}, E, Im(u) 'image de
u et Ker(u) son noyau sont des sous-espaces stables par u.
Propriétés :
e Si F est stable par u, u induit un endomorphisme wp sur F et
Ker(up) = Ker(u) N F.
e Si deux sous-espaces sont stables par un endomorphisme, il en est
de méme de leur intersection et de leur somme.
e Si u laisse tous les sous-espaces vectoriels de E stables, il existe «a
tel que u = aidg.
e Si deux endomorphismes commutent, le noyau et I'image de 1'un
deux sont des sous-espaces stables par autre.
(i) Endomorphismes stabilisant un sous-espace vectoriel.

Propriétés :

22
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e L’ensemble des endomorphismes stabilisant un sous-espace donné
est une sous algebre de L(E).

e Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie p > 1 et B
une base de E adaptée & F'. F est stable par 'endomorphisme u si

0 C

(i) Endomorphisme stabilisant des sous-espaces.

A B
et seulement si Matp(u) = ( ) ot A € M,(K).

Propriétés :

P

e Si = @ E;, u stabilise chaque F; si et seulement si dans une base
i=1

adaptée a la somme directe la matrice de u est diagonale en blocs.

e Soit B = (e, - ,e,) une base de E et Ey = Vect(eq, - ,ex). u
stabilise chaque FE; si et seulement si la matrice de u dans la base
B est triangulaire supérieure.

e Soit B = (e1, -+ ,epn) une base de E et F, = Vect(eg, -+ ,epn). u
stabilise chaque Fj si et seulement si la matrice de u dans la base B
est triangulaire inférieure.

2. Eléments propres :

(i) Définition des éléments propres
Une droite de vecteur directeur xg est stable par un endomorphisme v si
et seulement si (u(xo),zo) est une famille liée.
Définitions : Soit u un endomorphisme de E. A est valeur propre de u
si et seulement si il existe un vecteur non nul = tel que u(z) = Ax. x est
un vecteur propre associé 3 A. Le sous-espace propre de I’endomor-
phisme wu associé & \ est Ker(u — Aidg). L’ensemble des valeurs propres
de u est appelé spectre de u et est noté Sp(u).
Définitions : Soit A une matrice carrée d’ordre n. A est valeur propre
de A si et seulement si il existe un vecteur non nul X de K" tel que
AX = AX. X est un vecteur propre associé & A. Le sous-espace
propre de la matrice A associé a A est Ker(A — AI,,).L’ensemble des
valeurs propres de A est appelé spectre de A.

(i) Famille de vecteurs propres.
Propriété : Si deux endomorphismes commutent, les sous-espaces
propres de I'un des deux sont stables par ’autre.

Théoréme : Une famille finie de vecteurs propres associés a des va-

leurs propres deux & deux distinctes forment une famille libre.
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Corollaire : La somme d’un nombre fini de sous-espaces propres d’un
endomorphisme est une somme directe.

(#i) Définition du polynéme caractéristique.

Théoréme-définition : Soit E un espace vectoriel de dimension n et
u un endomorphisme de E.

La fonction x, : « +— (—1)"det(u — xidg) = det(xidg —u) est une
fonction polynomiale unitaire de degré n. Le polynéme associé est ap-

pelé polynéme caractéristique de u.

Définition : De méme, le polynome caractéristique y 4 de la matrice A
est le polyndme associé a la fonction polynomiale x — det(zl, — A).

Propriétés
e Le terme en X" ! de x, est —tr(u) et le terme constant est
(—1)" det(u).

e Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique.

e Si le polynome caractéristique est scindé de racines sy, - - , s, (dis-
n n
tinctes ou non), on a det(u) = H sk et tr(u) = Z Sk-
k=1 k=1

e Si I’ est stable par u, le polyndme caractéristique de ujp est un
diviseur du polyndéme caractéristique de wu.
(iv) Multiplicité d’une valeur propre.
Définition : La multiplicité d’une valeur propre de u est sa multi-

plicité comme racine de y,,.

Remarque : lorsque le corps de base est C (ou que le polynome caractéris-
tique est scindé dans K), la somme des multiplicités des valeurs propres
est n = dim E. Le nombre de valeurs propres comptées avec leur multi-
plicité est égal a la dimension de I’espace.

Théoréme : Soit u un endomorphisme de E, A une valeur propre de
multiplicité v,(A) et E)(u) le sous-espace propre associé. On a alors
1 < dim(Ey(u)) < vy (A).

(v) Valeurs propres complexes d’une matrice réelle.

Soit A une matrice réelle. Si A est une valeur propre complexe de A, A
I’est aussi. De plus, ces deux valeurs propres ont méme multiplicité et les
sous-espaces propres associés ont méme dimension.
V4V

2

Si AV = AV, AV = AV, le plan réel de R™ engendré par V; = et

V-V
Vo = 5 est stable par A.
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3.
(i)

(i)

(iii)

Réduction d’un endomorphisme en dimension finie :
Définition d’un endomorphisme, d’une matrice diagonalisable.

Définition : Un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension
finie est dit diagonalisable si et seulement si w il existe une base dans
laquelle la matrice de u est diagonale.

Cette définition équivaut & dire que v admet une base de vecteurs propres.

Définition : Une matrice carrée A de M,,(K) est dite diagonalisable
est dit si et seulement si 'endomorphisme de K™ associé est diagonali-
sable.

A matrice de M,,(K) est diagonalisable si et seulement si elle est sem-
blable a une matrice diagonale.

Critéres de diagonalisation.

Théoréme : u est diagonalisable si et seulement si E est la somme
des sous-espaces propres de u.

P
Remarque : 51 E = @ ou chaque E; est stable par u et u|g, est une

=1
homothétie de rapport \; (avec pour i # j, A; # A;), alors les E; sont les
sous-espaces propres de u et u est diagonalisable.

Théoréme : wu, endomorphisme de E espace vectoriel de dimension
n, est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des
sous-espaces propres est égale a n.

Corollaire : Tout endomorphisme dont le polynéme caractéristique est
scindé et admet n racines distinctes est diagonalisable et ses sous-espaces
propres sont des droites.

Théoréme : wu est diagonalisable si et seulement si le polynéme ca-
ractéristique est scindé et pour chaque valeur propre A, la dimension
du sous-espace propre associé est égal a sa multiplicité soit

dim(E)(u)) = vy (A) .

Applications de la diagonalisation :

Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable.

Application a la résolution des récurrences linéaires d’ordre p & coeffi-
cients constants lorsque ’équation caractéristique admet p racines dis-
tinctes.
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4. Trigonalisation.
(1) Endomorphisme ou matrice trigonalisable :
Définition : Un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension
finie est dit trigonalisable si et seulement si il existe une base dans
laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.
Une matrice carrée A de M, (K) est dite trigonalisable si et seule-
ment si elle est semblable & une matrice triangulaire supérieure.

Théoréeme : Un endomorphisme (respectivement une matrice) est

trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé.

Remarque : Tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe est tri-
gonalisable. Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable.
(1) Etude de récurrences linéaires d’ordre 2 :
On retrouve le résultat suivant :
Soit une suite vérifiant la relation aupyo + bun41 + cuy = 0 pour tout
n € N avec a non nul.
On lui associe son équation caractéristique (E.) : as? 4+ bs + ¢ = 0.
e Si E. a deux racines s; et s dans le corps K, il existe deux scalaires
a et 5 tel que Vn,u, = ast + psh.
e Si E, a une racine double s; dans le corps K, il existe deux scalaires
a et [ tel que Vn,u, = (a+ On)s?.
e Si K =R et E. a deux racines complexes conjuguées re? et re =% il
existe deux réels a et (3 tel que Vn, u, = r" (acos(n) + [ sin(nh)).

II. Exercices sur la réduction

Sauf mention contraire tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension
finie sur un corps K (sous-corps de C) précisé si nécessaire.
Les indications pour certains de ces exercices débutent page 55.

1. Sous-espaces stables

La correction de ces exercices commence page 88.

Exercice 29.

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme de E tel
que f3=0et f2#0.

1. Prouver l'existence d'un vecteur x tel que (z, f(z), f?(x)) est une base de
E. En déduire le rand de f.
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2. Prouver que la seule droite stable par f est D = Vect(f?(z)).

3. Soit P un plan stable par f. Démontrer I'existence d’un vecteur y tel que
(y, f(y)) est une base de P. En déduire que f2(y) = 0.

4. Quels sont les sous-espaces stables par f7
Correction

Exercice 30.
Soient E un espace vectoriel, © un endomorphisme de E tel que u" = Idg et
V un sous espace stable par u.

1 n
Soit p un projecteur tel que Im(p) =V et ¢ = — Z uFopou*.
n
k=1
. Montrer que Im(p) = {z € E,p(z) = x}.

. Montrer que ¢ commute avec u et tous les u* oti # € N.

1
2
3. Montrer que Im(q) est inclus dans V. En déduire que po g = q.
4. Montrer que q est un projecteur tel que gop =p

5

. Montrer que Ker(g) est un supplémentaire de V' stable par u.
Correction

Exercice 31.

Soit E un R - espace vectoriel de dimension n > 3 et f un endomorphisme de
Etelque: f#0et f34+f=0.

1. Montrer que E = Ker(f) @ Ker(f2 +id).

2. Vérifier que dim Ker(f? 4 id) > 1. Soit # non nul tel que = € Ker(f? +id),
montrer que (z, f(z)) est une famille libre de Ker(f? +id).

3. On suppose dans cette question que E est de dimension 3.
a. Déterminer la dimension de dim Ker(f? + id).
b. En déduire 'existence d’une base B de E dans laquelle f a pour matrice
00
A=|0 0 -1
01 0
c. Trouver le commutant de f défini par Cy = {g € L(E),fog=go f} .

En déduire les éléments u € L(E) tel que u? = f.
Correction
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Exercice 32.
Soit E de dimension finie n > 1 sur R et u un endomorphisme qui n’admet
pas de droite stable et tel que u? + au + bId = 0.

1. Prouver que n est pair.
2. Veérifier que pour tout x non nul, Vect(z,u(z)) est un plan stable par w.

3. Montrer que F est la somme directe de sous-espaces vectoriels de dimension
2 stables par u. En déduire qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u

k .
v en précisant les

0
est diagonale en blocs carrés de taille 2 de la forme (1

valeurs de k et /.

Correction

Exercice 33.

Soient n > 3 et S, 'ensemble des permutations de [1,n], c’est a dire ’ensemble
des bijections de {1,--- ,n} dans lui-méme. Pour tout o € S,,, on désigne par
ue Papplication linéaire de R™ dans lui-méme qui & x = (z1,...,x,) associe
(l’a(l), ce ,.’Ea(n)).

1. Déterminer 4 sous-espaces de R™ stables par toutes les applications u,
lorsque o décrit S, et préciser leur dimension.

2. Trouver I'ensemble des sous-espaces de R™ qui sont stables par toutes les
applications u, lorsque o décrit S,,.
Correction

2. Eléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice
La correction de ces exercices commence page 93.

Exercice 34.

n(n+1)2n+1)

n
o) 1 2 = i
n rappelle que j;j 6

Apreés avoir déterminé leur rang, donner les valeurs propres avec les dimensions

des sous-espaces propres associés des matrices suivantes et leur polynéme ca-
ractéristique :

1. A matrice carrée d’ordre n de terme général a; j = ij ;

2. B, matrice carrée d’ordre n > 3 de terme général b; ; = o+ + j oll « est
un réel donné.

Correction
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Exercice 35.
Valeurs propres et vecteurs propres de la matrice A définie par a;; = 1 si
li — j] =1 et 0 sinon soit

0 1 0 0
1 0 1
A=1o 0
o 01
0 ... 0 1 0

On commencera par chercher les valeurs propres réelles.
Est-elle diagonalisable 7

Correction

Exercice 36.
Soit n > 3 et a et b deux complexes distincts. On considére la matrice suivante

0O a ... a
b

. . . a
b ... b 0

X+b)"—-b(X "
1. Montrer que le polynéme caractéristique de A est UX +b) b( +a) .
a p—
2. A est-elle diagonalisable ?

Correction

Exercice 37.
Dans cet exercice, K=R ou C
ai
1. Soit C= | : | € My 1(K). On pose M = CCT.
Qan
a. Chercher le rang de M. En déduire le polynéme caractéristique de M.
b. M est-elle diagonalisable 7

2. Soit A € M,,,(K) et B € M, »(K).
a. Montrer que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles.
b. Prouver la relation suivante liant les polynémes caractéristiques de AB
et BA :
XPdet(XI, — AB) = X" det(XI, — BA)
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En déduire que si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, AB et
BA ont méme polynéme caractéristique xap = XBA-
c. Retrouver ainsi le polynéme caractéristique de la matrice M de la premiére
question.
Correction

Exercice 38.

Soient u,n € L(E) deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E de dimen-
sion finie p, u inversible, n nilpotent (c’est a dire qu’il existe ¢ tel que n? = 0),
avec U omn = nou.

1. Chercher le polynéme caractéristique de n. En déduire que det(idg+n) = 1.
2. Démontrer que det(u + n) = detu.

Correction

Exercice 39 (Polynomes annulateurs).

k—1
1. Soit A une matrice vérifiant AF + ZajAk_l_j = 0. Montrer que toute
§=0
k—1
valeur propre de A est racine du polynome P(X) = X* + Z ank_l_J.
§=0

2. Soit A de M5(R) telle que A% = A2 —2A. Montrer que A n’est pas inversible.
3. Trouver le polynome caractéristique de A inversible d’ordre 5, telle que
A3 —3A%+2A=0¢et trA=38.

4. Soit A € M,,(C) vérifiant A% = 242 — A. Prouver que tr A € N.

5. Soit A € M, (R) telle que A% = A + I,,. Montrer que det A > 0.

6. Montrer que si A € M,,(R) vérifie A* + A3 + 242 4+ A+ I, = 0, n est pair
et tr(A) est un entier relatif.

7. Soit A € M,,(R) telle que A2+ A+1I,, = 0. Calculer la trace et le déterminant

de A. Donner une matrice vérifiant une telle équation.
Correction

Exercice 40 (Matrices stochastiques).
Soit A = [a; ;] une matrice carrée réelle d’ordre n telle que pour tout couple

n
(4,7), ai; > 0 et pour tout i, Zai,j =1.
j=1
1. Montrer que 1 est valeur propre de A et que le sous-espace propre associé
est de dimension 1.

S. Sidaner 30/148 Creative Commons : ® ©



Algébre en PC ou PC* Mat’ les Ressources

2. Prouver que si A complexe est valeur propre, alors || < 1.

3. Prouver que 1 est la seule valeur propre de module 1.

Correction

Exercice 41.
Soit E' un C-espace vectoriel de dimension n > 1, v et v deux endomorphismes
de F tels que uov —vou = au+ Pv.

1. Montrer que u et v ont un vecteur propre commun en traitant successivement
les cas :

a.a=0=0

b. =0 et a # 0. Dans ce cas, commencer par prouver que Ker(u) est un
sous-espace stable par v non réduit a {0}.

c. a et 5 non nuls.

2. En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et v
sont triangulaires.

Correction

Exercice 42.
Soit E un espace vectoriel de dimension n, p un projecteur de rang r non nul
et distinct de n; soit application ® endomorphisme de £(F) défini par

O(f)=-pof+fop.

Déterminer les valeurs propres de ® et les dimensions des sous-espaces propres
associés. ¢ est-il diagonalisable 7
Correction

Exercice 43.
Soit E D’ensemble des fonctions contintiment dérivables sur [0,1] & valeurs
réelles. Soit T I’application de E dans lui-méme telle que

voe 0.0, 7)) = 5 (£G4 7 (5)) -

2 2 2
Le but de I’exercice est de rechercher les valeurs propres de T' et de donner des
précisions sur les sous-espaces propres.

1. Vérifier que T' € L(E) et que son noyau n’est pas réduit a la fonction nulle.
Qu’en déduire pour le spectre de T 7

2. Exprimer T"(f)(x) pour f € E, x € [0,1] et n € N,
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a. Etudier lim 77™(f)(0) puis lim 7"(f)(z) pour = € ]0,1].
n—oo n—oo
b. 1 est il valeur propre de T'?7 Si oui préciser le sous-espace propre associé.
c. Soit un réel A tel que |A| > 1. Est il valeur propre de T'?
d. Soit A une valeur propre autre que 1 et f une application du sous-espace

1 1
propre associé. Vérifier que / T(f)(t)dt = / ft)dt=0.
0 0
4. ,
a. Exprimer (T(f)
b. En déduire que si A est une valeur propre de T autre que 1, 2\ est aussi

valeur propre. Prouver alors que Sp(T") C {1}U] — ] . 1 appartient-il au

2'2

spectre de T'7 Si oul préciser le sous-espace propre associé.
1 1

5. On pose I, =] — o0 z—n[

n
1
a. Montrer que pour tout entier naturel n, Sp(T) C U {2—p} Ui, .
p=0

b. Déterminer le spectre de T' et prouver que les sous-espaces propres associés
a des valeurs propres autres que 0 sont des droites.
Correction

3. Réduction d’endomorphismes, de matrices et applications

La correction de ces exercices commence page 106.

Exercice 44.

Soit A € M,,C (avec n > 2) une matrice triangulaire supérieure dont les termes
. L. (2p—1)im
diagonaux vérifient a,, = e = . Calculer A™.

Correction

Exercice 45.

1 a b c

. e . . 01 d e
Soit (a,b,c,d,e, f) six réels et A la matrice suivante : A = 00 2 f
0 0 0 2

Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,b,c,d, e, f) pour que la
matrice A soit diagonalisable.
Correction
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Exercice 46.
Soit u un endomorphisme de E espace vectoriel de dimension finie n > 2 sur

P
K. Soient p sous-espaces stables par w tels que £ = & Ej.
k=1

1. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si les restrictions de u a
chacun des F; sont diagonalisables.

. . 0 a

2. Soient deux nombres a; et as du corps K et la matrice Ay = 02
a1

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Ag soit diagonalisable

lorsque K = C, puis lorsque K = R.

3. Soient n nombres (a;)1<i<n du corps K et la matrice A,, de terme général
aj si i+ j = n+ 1 et 0 sinon, soit en utilisant le symbole de Kronecker
a;,j = a;j0; n+1—;. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A,
soit diagonalisable lorsque K = C puis lorsque K = R.

Correction

Exercice 47.
On définit trois suites (ay), (bn), (¢n) par ag = a, by = b, ¢g = ¢ et pour tout
entier naturel n

An41 = ibn

bni1 = %an + cp

Cn+1 = %(an + bn)

On note X,, = | b,

Cn
1. Montrer qu’il existe A € M3(R) telle que X,,+1 = AX,,. A est-elle diagona-
lisable 7

2. Montrer que (A™) converge vers () représentant un projecteur de R® dont
on déterminera le noyau et I'image.

3. Montrer que (ay,), (b,), (¢,) convergent et donner leurs limites.
Correction

Exercice 48 (Déterminants circulants).

0 1 0
. . . 00 0 . L
1. On introduit la matrice B = .s0it by j =1sij=1+1
: 1
1 0
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ou (i,7) = (n,1) et 0 sinon. Montrer que B est diagonalisable dans M,,(C).

2. Soient (a1, -+ ,a,) n complexes et la matrice
ay a2 ... PN (7%
g | @ T an
a2 ai

le terme général ligne 7 colonne j de cette matrice est donc a;j_;41 si j < et
Aptj—141 811 < J. Ecrire la matrice A en fonction de B et de ses puissances.

n
En déduire le déterminant de A en introduisant le polynéme P = Z apXF L
k=1
3. Donner une expression réelle de det A lorsque ax = k.
Correction

Exercice 49.
Soit n >1et A€ M,(R) .

A T
1. On suppose dans cette question que A est diagonalisable. M = n)

I, A
est-elle diagonalisable 7 On pourra étudier au préalable les cas n = 1.
A A
2. Soit B =
ol A A

a. Donner les éléments propres de B en fonction de ceux de A.
b. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que B soit diago-
nalisable ?

0 I,
3. Meé ti B = .
émes questions avec ( A O)

Correction

Exercice 50.
Soit f un endomorphisme diagonalisable de E espace vectoriel complexe de
dimension n. Montrer ’équivalence des trois propositions suivantes :

(i) il existe un élément = de E tel que (z, f(z),..., f" 1 (z)) engendre E;
(ii) la famille idg, f,..., f*~! est libre dans L(E);
(#3) f a n valeurs propres distinctes.

Correction
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Exercice 51.
Trouver toutes les fonctions de RT* dans lui-méme vérifiant :

Ve >0, fof(zx)+ f(x) —6x=0-

Correction

4. Application : racines carrées d’un endomorphisme

Exercice 52.
Soit E un K espace vectoriel de dimension finie n > 2, et a € L(E). On se
propose d’étudier ’équation :

ol u est un endomorphisme de F.

Premiére partie : K=R ou K=C

1. Montrer que ’équation (x) peut avoir une infinité de solutions en donnant
un exemple.

0 1 0 O 0
0 0 1
2. Soit I'’endomorphisme a de K™ de matrice A =
0
1
0 0

Montrer que 1’équation (x) n’admet pas de solution.

3. Soit w un endomorphisme non nul. Montrer que u? = 0 si et seulement si il
: . Op n— 1,
existe une base de E dans laquelle u a pour matrice ( nner " ) avec

n—r,n—r Onfr,r
n
r < 5 -

Deuxiéme partie : K=C

4. Montrer que si a = aidg avec a # 0, toute solution de (*) est diagonalisable.
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5. On suppose que a admet n valeurs propres distinctes. Montrer que (%) admet
un nombre fini N(a) (qui dépend de a) de solutions. Quelles sont les valeurs
possibles de N(a)?

6. On suppose que a est diagonalisable.

a. Montrer que () admet au moins une solution.

b. Donner un exemple d’endomorphisme a tel qu’il existe des solutions u de
(*) non diagonalisables.

c. Montrer que si Ker(a) est de dimension 0 ou 1, toute solution de (x) est
diagonalisable. La réciproque est-elle vraie?

7. Soit A € M3 (C). Résoudre X2 = A o X € My(C).

Troisiéme partie : K =R

8. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a pour que les
solutions de u? = aidg soient diagonalisables.
9.

a. On suppose que a admet n valeurs propres distinctes. Donner une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que 1’équation (x) admette des solutions et
prouver qu’alors toute solution est diagonalisable.

5 —5 4
b. Résoudre X2 =] 4 —4 4| dans M3(R) .
-3 3 4
10. Soit u telle que u? = —idg. Montrer que n est pair et qu'il existe une base
—I
de E ol u admet pour matrice P
I, 0

11. On suppose que a est diagonalisable. Prouver que 'équation (*) a des
solutions si et seulement si tout sous-espace propre de a associé & une valeur
propre strictement négative est de dimension paire.

Correction
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Chapitre 3

Espaces vectoriels euclidiens

I.

Résumé de cours :

Dans ce chapitre, E est un espace euclidien, c’est & dire un espace vectoriel

réel de dimension finie muni d’un produit scalaire noté (.,.) défini en premiére

année. La norme associée a ce produit scalaire est noté ||.||.

1.

Rappel de résultats de premiére année :

e [Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit E un espace vectoriel réel muni d’un

produit scalaire (.,.). Alors pour tout couple (z,y) de E,

(@, )] < [l Iyl

avec égalité si et seulement si la famille (z,y) est lice.

Existence du projeté orthogonal : Soit E un espace vectoriel réel muni
d’un produit scalaire (.,.) et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie. Pour tout x de F, il existe un unique élément y de F tel que = — y
soit orthogonal & F'. Cet élément est le projeté orthogonal de x sur F et

si (e1,--- ,ep) une base orthonormale de F,on a
P

y=pr(r) =Y (e x)e;-
i=1

Distance a un sous-espace : Soit E un espace vectoriel réel muni d’un

produit scalaire (.,.) et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension

finie. La distance de x & F' définie par d(z, F) = mew(Hac—yH) est atteinte
ye
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(i)

(i)

(iii)

en un unique élément de F' qui est pp(z). Ainsi

d(z,F) = ||z — = min ||z — y]|.
(2, F) = lo —pp(2)|l = min |lz ~ y]

Dans un espace vectoriel euclidien E, 'orthogonal d’un sous-espace vec-
toriel F' en est un supplémentaire soit E = F @ F-.

Un espace vectoriel euclidien admet des bases orthonormales.

Isométries vectorielles :

Définition

Définition : Soit v un endomorphisme de E. u est une isométrie vec-

torielle si et seulement si u conserve la norme c’est a dire pour tout x
de B, [lu(z)] = ||=|.

u isométrie vectorielle est un endomorphisme bijectif ; les isométries vec-
torielles sont aussi appelées des automorphismes orthogonaux.

Propriété : Les symétries orthogonales sont des automorphismes ortho-

gonaux. Les symétries orthogonales par rapport & des hyperplans s’ap-
pellent des réflexions.

Caractérisation

Théoréme : uendomorphisme de E est un automorphisme orthogonal
de FE si et seulement si u vérifie 'une des propriétés suivantes :

e 1 conserve le produit scalaire c’est a dire
Y(z,y) € B, (u(z),uly)) = (z,y)

e vy transforme toute base orthonormale en une base orthonormale.

e 1 transforme une base orthonormale donnée en une base ortho-
normale.

Quelques propriétés :

e Sia et b sont des vecteurs unitaires, il existe une réflexion qui trans-
forme a en b.

e Si un sous-espace vectoriel F' est stable par u isométrie vectorielle,
il en est de méme de F- son orthogonal.

Théoréme-définition : L’ensemble des endomorphismes orthogo-
naux O(F) est un sous-groupe de GL(E) appelé groupe orthogonal
de E.
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(i)

(i)

(iii)

Matrices orthogonales.

Définition

Définition : Une matrice de M, (R) est orthogonale si 'endomorphisme
de R™ qui lui est canoniquement associé est une isométrie vectorielle.

Remarque : si P est la matrice de passage de la base canonique de R" a
B, P est orthogonale si et seulement si B est une base orthonormale de
R™.

Théoréme (Différentes caractérisations) :

e Une matrice A est orthogonale si et seulement si AAT = I, si et
seulement si AT A = 1I,,.

e 1y endomorphisme de E est un automorphisme orthogonal si et
seulement si sa matrice dans une (toute) base orthonormale est

une matrice orthogonale.

e Si B est une base orthonormale, P matrice de passage de B a
B’ est une matrice orthogonale si et seulement si B’ est une base

orthonormale.

Groupe orthogonal :

Propriété : L’ensemble des matrices orthogonales forment un groupe
noté O(n) ou O,(R) appelé groupe orthogonal d’ordre n.

Propriété : Le déterminant d’une matrice orthogonale est +1.
Définition : SO(n) = {A € O(n),det A = 1} est un sous-groupe de O(n)
appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n.

Orientation d’un espace vectoriel euclidien

Théoréme : La relation B'RB définie sur les bases orthonormales
de F par "la matrice de changement de bases de B & B’ appartient
au groupe spécial orthogonal" est une relation d’équivalence possédant

deux classes d’équivalence.

Définition : Orienter un espace vectoriel euclidien est choisir comme
référence 'une des deux classes d’équivalence définies précédemment.
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(i)

(i)

(i)

Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Matrices orthogonales

Théoréme : Les matrices de O2(R) sont les matrices de la forme
cos(f) —sin(6) cos(f)  sin(0)
o (sin(@) cos(6) o o sin(d) — cos(#)
SO2(R) est un sous-groupe commutatif de Oz(R).

Caractérisation de O(E) ou F est un plan euclidien

Les endomorphismes orthogonaux d'un plan euclidien sont des rotations
si leur déterminant vaut 1 ou des symétries par rapport & des droites si
leur déterminant vaut —1.

Théoréme : Sir est une rotation d’un plan euclidien orienté, il existe
un nombre « (unique modulo 27) tel que dans toute base orthonormale

directe, Matg(u) = R,. a est 'angle de la rotation.

Propriété : Si r est une rotation d’angle a, I'écriture complexe de cette

transformation est z — e*“z.

Endomorphismes symétriques :

Définition

Définition : Un endomorphisme u est dit symétrique (ou auto-adjoint)
si et seulement si V(x,y) € B2, (u(z),y) = (z,u(y)).

Propriété : Les endomorphismes symétriques constituent un sous-espace
vectoriel de L(E).

Propriété : Un endomorphisme est symétrique si et seulement si sa ma-
trice dans une base orthonormale est une matrice symétrique.

Projecteurs et symétries orthogonaux

Propriété : Un projecteur est un endomorphisme symétrique si et seule-
ment si c’est un projecteur orthogonal.

Propriété : Soit p un projecteur. p est un projecteur orthogonal si et
seulement si pour tout x de E, ||p(x)| < ||z

Propriété : Soit f un endomorphisme de E. Deux des trois propriétés
suivantes impliquent la troisiéme :

e (a) f est un endomorphisme orthogonal
e (b) f est un endomorphisme symétrique

e (c) fof=1idg (autrement dit, f est une symétrie)
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(iii)

(iv)

Réduction des endomorphismes symétriques.

Lemme : Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle sont réelles.

Théoréme spectral : Un endomorphisme symétrique d’un espace

euclidien E admet une base orthonormale de vecteurs propres

Corollaire : pour toute matrice symétrique réelle A, il existe D diagonale
réelle et P orthogonale telles que A = PDP~! = PDPT.

Application : Si deux endomorphismes symétriques commutent, ils ad-
mettent une base de vecteurs propres communs.

Endomorphismes symétriques positifs

Ce paragraphe est hors programme mais néanmoins intervient réguliére-
ment dans les concours. 1l fait 'objet d’une des sections d’exercices dont
le premier exercice est la démonstration des résultats énoncés dans ce
paragraphe.

Définition : Un endomorphisme symétrique u est dit positif (respective-
ment défini positif) si et seulement si pour tout = de E, (u(x),z) > 0
(respectivement pour tout z non nul de E, (u(x),z) > 0).

Théoréme : u endomorphisme symétrique u est positif (respective-
ment défini positif) si et seulement si son spectre est inclus dans R
(respectivement RT*).

Définition : Soit S, I’ensemble des matrices symétriques de taille n. On
désigne par S;7 lensemble des matrices symétriques de taille n telles
VX, XTAX > 0. On désigne par S+ l'ensemble des matrices symé-
triques de taille n telles VX # 0, XTAX > 0.

On a alors les équivalences suivantes :

Ae S« AeS, et Sp(4) CRT

AeSiT <= AeS, et Sp(A) CRT™ <= A S et det A#0
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II. Exercices sur les espaces vectoriels euclidiens

Les indications pour certains de ces exercices débutent page 57.

1. Endomorphismes orthogonaux

La correction de ces exercices commence page 120.

Isométries vectorielles en dimension 2 ou 3

Exercice 53.
Soit £ un plan euclidien orienté muni d’une base orthonormée B. Soit m un
réel.

1. Soit f,, de matrice dans la base B de matrice

4L m? —1 —m+2+2
B\ 2(m—1-v2) 1 '

Pour quelles valeurs de m f,;, est un endomorphisme orthogonal. Préciser alors

la nature de f,,.

1 1

2. Mémes questions avec A,, =

—m+i

N[

m 4+
Correction

Exercice 54.
Soit F un plan euclidien orienté.

1. Soient 7] et U3 deux vecteurs unitaires. Combien d’isométries vectorielles f
verifie f (v_f) = 05 ? Parmi elles, combien y-a-t-il de rotations?

2. Soit B = (4, j )une base orthonormale de E, m un réel donné et v =
31 +47 et T o=2i + m j . Déterminer les réels m pour lesquels U et
7 ont méme norme. Pour chacune de ces valeurs, trouver 'unique symétrie
vectorielle s qui échange U et U et I"unique rotation qui transforme Uen W
( On donnera les matrices de ces isométries dans la base B).

3. Prouver que toute isométrie de E s’écrit comme le produit d’au plus deux
symétries par rapport & des droites. Cette écriture est-elle unique ?

4. Soient Aj et Ay deux droites vectorielles distinctes.
a. Combien d’isométries vectorielles f veérifie f(A;) = Ag? Parmi elles,
combien y-a-t-il de rotations?
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b. Soit r une rotation telle que (A1) = Ag et s; la symétrie orthogonale
par rapport & A;. Ecrire sy 0 s1 puis s1 0 s comme puissances de r.
Correction

Exercice 55.
Reconnaitre les transformations de R3 de matrices

12 4 -6 2 -6 3
A= i 4 6 12 is B= 1 6 3 2
T 14 e
-6 12 —4 3 -2 -6
Correction
Exercice 56.
1 8 1 —4
Soit f la transformation de R? de matrice A=~ | -4 4 —7
1 8 4

1. Montrer que f est une isométrie vectorielle.

2. Vérifier que 1 est la seule valeur propre de f et donner un vecteur propre
unitaire @ associé a la valeur propre 1 de premiére coordonnée positive.

3. Soit P l'orthogonal de la droite engendrée par . Montrer que ce plan est
stable par u. Caractériser la restriction de f & P.
Correction

Exercice 57 (Classification des isométries en dimension 3).

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3. Pour toute isométrie f de
E, on pose Fy = Ker(f —idg) et Gy = Ker(f +idg).

1. Montrer que FY, FfL, Gy, G} sont stables par f. Démontrer que la restriction
de f a FfL n’admet pas d’élément fixe autre que Op.

2. Démontrer que Fy ou Gy n’est pas réduit a {Og}.

3. Dans cette question, on suppose que dim(Fy) = 3. Que pouvez vous dire de
f?

4. Dans cette question, on suppose que dim(Fy) = 2.

Prouver alors que F fL = Gy. Caractériser f.

5. Dans cette question, on suppose que dim(Fy) = 1.
a. Montrer que la restriction de f & F]f- est une rotation r.

b. On suppose que E est orienté. Soit @ un vecteur unitaire de Fy. Une base

e, e3)

orthonormale ( du plan FfL est dite directe dans le plan orienté par W
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si et seulement si (€1, €3, @) est une base directe de E. Si 6 est I'angle de la
rotation r, f est appelée rotation d’axe Vect(ﬁ) d’angle 6. Quelle est la trace
de f7

dans la base ca-

S = O

0 1
c. Caractériser I’endomorphisme f de matrice | 0 0
10

nonique de R3.

6. Dans cette question, on suppose que dim(F}) = 0.

a. Montrer que Gy est de dimension 1 ou 3. Que dire de f si Gy est de
dimension 3.
Dans la suite, on suppose Gy de dimension 1.

b. Vérifier que Gy = Ker(f? —idg).

c. Soit P = Gj;. Prouver que f = sp o p ol p est une rotation d’axe Gy.
Vérifier que sp et p commutent.

d. La décomposition de u sous la forme spop = posp avec P un plan et p
une rotation est elle unique ?

Correction

Isométries vectorielles en dimension n>1

Exercice 58.

Soit E un espace euclidien de dimension n et u € O(E).
Montrer que Im(Idg — u)* = Ker(Idg — u).

Correction

Exercice 59.
Soit A = (a;,j)i,; une matrice orthogonale de O(n). Prouver que

Z Qg 5 <n.
1<i,j<n
Quand y-a-t-il égalité?
Correction

Exercice 60 (Décomposition QR d’une matrice).

Soit A € GL,(R). En utilisant un procédé d’orthogonalisation de Schmidt,
montrer qu’il existe une matrice orthogonale U et une matrice triangulaire
supérieure T telle que M = UT. Le résultat demeure t-il si M € M, (R)?
Correction
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Exercice 61.
Soit E) un espace vectoriel euclidien. Soit a € E\ {0} et a € R*. On définit
f € L(E) par

Ve € E, f(z) =+ ala|z)a

1. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un endomor-
phisme orthogonal et caractériser f dans ce(s) cas.

3. On choisit £ = R3. Donner la matrice de s réflexion par rapport au plan
d’équation = + 2y + 3z = 0.
Correction

Exercice 62.
Soit f un endomorphisme de E espace vectoriel euclidien.

1. Montrer que deux des trois propriétés suivantes impliquent la troisiéme :
o f2=—idg.
e fEO(E).
o Vx e E, (z, f(x)) =0

2. Prouver que si un tel endomorphisme existe, E est de dimension paire.
Correction

Exercice 63.
Soit G = {Mj,---,M,} un ensemble stable par produit de n matrices de
M (R) inversibles et distinctes.

1. Soit M; € G'; montrer que ¢;(M) = M M; définit une application de G dans
G bijective. En déduire que G est sous-groupe de GL4(R).

n
2. Montrer que Q(X,Y) = %Z(MkX, M,Y) est un produit scalaire sur R?

k=1
pour lequel toute matrice M; est une matrice orthogonale .

1 n
3. Soit P = — ZMk . Vérifier que P est une matrice de projection. L’endo-
n

k=1
morphisme associé est-il un projecteur orthogonal pour Q7

Correction

Exercice 64.
Soit u € O(E) ou E est un espace euclidien.

1. Montrer que 1 et —1 sont les seules valeurs propres possibles de w.
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2. Montrer que 'orthogonal d’un sous-espace G stable par u est stable par w.

3. Soient £, = Ker(u—idg), E_ = Ker(u+idg) et F = (Ey ® E_)*. Vérifier
que F' est de dimension paire et que

1 1
E=E,&E_&F.

4. Si F est de dimension paire et que u n’a pas de valeur propre réelle, prouver
qu’il existe un plan stable par u. Que pouvez-vous dire de la restriction de u a
ce plan?
5. Prouver ’existence d’une base orthonormale de F dans laquelle la matrice de
Ip
—I,

R(61)

u est diagonale par blocs de la forme

R(6,)
ot R(f) est la matrice habituelle de la rotation plane d’angle 6 et ou p, q et r
sont des entiers naturels(éventuellement nuls).

Correction

2. Endomorphismes symétriques et applications

La correction de ces exercices commence page 151.

Endomorphismes et matrices réelles symétriques

Exercice 65.

Etudier l’ensemble des matrices symétriques réelles de taille n > 1 vérifiant
A3+ A2+ A=0.

Correction

Exercice 66.

Soit A € M, (R) telle que les valeurs propres de AT A — AAT soient réelles et
positives. Montrer que ATA = AAT.

Correction
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Exercice 67.
Soit E un espace euclidien,

1. Soit p un projecteur orthogonal de E. Prouver que pour tout élément y de
E, {y,p(y)) = llp(y)|I*.

2. Soient p; et po deux projecteurs orthogonaux. Montrer que le spectre de
p1 o p2 o py est inclus dans [0, 1].
Correction

Exercice 68.
Calculer de maniére géométrique (en prouvant l'existence de ces nombres) :

+oo
1. inf / e %(z% — ax — b)?dx
(a,b)eR? Jg

1

2. inf / (tInt — at — b)dt
(a,b)eR? Jo

Correction

Exercice 69.

1
1. Montrer rapidement que (f,g) — (f,g) = / (fg + f'g) est un produit
0
scalaire sur 'ensemble E = C?([0,1]) des fonctions & valeurs réelles de classe
c.
2. Vérifier que V.={f € E, f(0) = f(1) =0} et W={f € E, f"—f=0}
sont de sous-espaces de F supplémentaires et orthogonaux.
1
3.S0it U ={f€E, f(0)=f(1)=1}. Trouver }nlf]/ 242
cVJo

Correction

Exercice 70.
Soit n > 3 un entier naturel. On pose la matrice :

111 1
110 0
A, =100 - 0
100 - 0

Les seuls termes non nuls sont ceux de la premiére colonne, de la premiére ligne
et en place (2,2). Ces termes non nuls valent 1.

1. Montrer que A,, est diagonalisable et déterminer le rang de A,,.
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2. On pose, Vp € N, u, = tr(A8). Calculer la matrice B = A3 —2A% — A5+ I.
Déterminer une relation de récurrence simple vérifiée par la suite (up).
3. Montrer que les valeurs propres non nulles de A,, sont les racines du poly-

nome :
P(X)=X*-2X*+(2-n)X +n—2

4. On note ay,, By et v, les 3 valeurs propres non nulles de A, rangées par
ordre croissant.
a. On considére le systéme suivant :

TH+aoapy+aiz =ak
(Sn) : 554‘5119"‘6721'2 :57%

T+ Y+ NmE =T
Montrer que (S,,) admet une unique solution (zn, yn, 2n) et la calculer.
b. Prouver que a,, < 0 < 3, < 1 et pour n suffisamment grand,

Vn < <vn+1.

1
c. Démontrer que lim (v, —v/n) = =
n—00 2
Correction
Exercice 71 (Endomorphismes antisymétriques).
Soit f un endomorphisme défini sur F euclidien et vérifiant

(P) Y(z,y) € E%, (f(z),y) = —(z. f(y))

1. Montrer que 0 est la seule valeur propre possible de f. Que peut on dire de
la dimension de F lorsque 0 n’est pas valeur propre?

1L
2. Montrer que E = Im(f) @ Ker(f) et que le rang de f est pair.

3. Montrer que s = f o f est un endomorphisme symétrique tel que
Im(s) = Im(f) et Ker(s) = Ker(f).
4. Soit A une valeur propre non nulle de s et x un vecteur propre associé.
a. Montrer que A < 0.
b. Vérifier que f(x) est un autre vecteur propre associé a \ .
c. Soit F, = Vect (ac, f(ac)) : montrer que F, et F- sont stables par f.
d. Montrer que E) le sous-espace propre de s associé & A est de dimension
paire, stable par f. Vérifier I'existence d’une famille (x1,--- ,zp) de vecteurs de
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E) 2 a2 orthogonaux telle que (x1, f(x1),- - ,zp, f(xp)) est une base de E. En
déduire que F) admet une base orthonormale B) dans laquelle la matrice de la

. . 0 —a
restriction de f & ce sous-espace est diagonale en blocs de la forme ( 0 > .
a

5. Montrer que dans toute base orthonormale la matrice de f est antisymé-
trique. Démontrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle f a
pour matrice une matrice A antisymétrique tridiagonale, c’est a dire telle que
a;j =0 pour |i — j| > 1.

Correction

Endomorphismes et matrices symétriques positifs

Exercice 72 (résultat du cours).

Soit E un espace euclidien.

1. Un endomorphisme symétrique w est dit positif si et seulement si pour tout
x de E, (u(z),xz) > 0 . Montrer que u endomorphisme symétrique est positif
si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

2. Un endomorphisme symétrique u est dit défini positif si et seulement si pour
tout « non nul de E, (u(z),z) > 0 . Montrer que u endomorphisme symétrique
u est défini positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

3. On désigne par S, 'ensemble des matrices symétriques de taille n telles que
VX, XTAX > 0. Montrer que A € S;f si et seulement si A € S,, (ensemble des
matrices symétriques de taille n) et ses valeurs propres sont positives.

4. On désigne par ST I'ensemble des matrices symétriques définies positives
de taille n c’est a dire telles que telles VX # 0, X7 AX > 0. Montrer que

AeST = Ae8,Sp(A) CR™ <= A S et det A#0.

Correction

Exercice 73.
Montrer que les valeurs propres de la matrice S de terme général

1

( - ) sont strictement positives.
v+ /) 1<ij<n

Correction
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Exercice 74.
Soit A une matrice réelle symétrique d’ordre n positive.

1. (Racine carrée d’une matrice symétrique positive) Montrer qu’il existe une
unique matrice S symeétrique positive telle que A = S2.

2. Soient A et B deux matrices symétriques définies positives. Montrer que
Sp(AB) C R} et tr(AB) > 0.

On utilisera le fait que si M et N sont deux matrices carrées d’ordre n, M N
et NM ont méme polynome caractéristique (résultat vu en exercice page 30).

3. Soit A et B deux matrices symétriques positives telle que B — A est positive.
Montrer que det A < det B en étudiant successivement les cas suivants :

a. det B =0,

b. B=1,,

c. le cas général.

Correction

3. Déterminant de Gram

Exercice 75.

Soit F un espace préhilbertien réel. Soient (x1,--- ,x,) n éléments de E avec
n > 2. On désigne par matrice de Gram de (z1, - - - ,x,) notée G(z1, x2, -+ ,Ty)
la matrice (n,n) de terme général g; ; = (x;,x;). Son déterminant sera noté
G(xy, -+ ,xy).

1. Prouver que G(x1,--- ,x,) n’est pas modifié lorsqu’on échange deux élé-
ments de la famille ou si on ajoute & un élément une combinaison linéaire des
autres. Vérifier que pour tout réel A,

GOxy, - xn) = N2G(x1, - ) .

2. Soit AT = (ay,--- ,ap) € R™. Vérifier que
n
ATG (1, wn) A= | D cumi >
i=1

En déduire que G(z1,--- ,zn) > 0 et G(x1,--- ,z,) = 0 si et seulement si la
famille (z1,--- ,xy) est liée. Montrer que l'inégalité de Cauchy-Schwarz est un
cas particulier de ce résultat.

3. Soient (z1,- -+ ,xy) une famille d’éléments de F et F le sous-espace engendré
par cette famille. Prouver que pour tout x de E :

G(Z'l,"' 73371) d(x7F)2 = G(Z'l,"' 7377171')
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4. Soit (z1,- -+ ,x,) une famille de n vecteurs non nuls. Montrer que pour tout
i<n, G, ,x;) < Gy, ,xj-1)|zj||*. En déduire que G (21, -+ , ) <
n

H |z||? avec égalité si et seulement si les vecteurs sont deux a deux ortho-
k=1
gonaux.
5. On suppose E de dimension finie p. Soit B = (eq,--- ,e,) une base ortho-
normale de E et P la matrice de (x1,--- ,x,) dans B.

a. Exprimer G(z1,--- ,x,) en fonction de P.

b. Montrer que le rang de G(z1,---,x,) est égal au rang de la famille
(1, ,Tp).

c. Lorsque p = n, retrouver les résultats de la premiére question et les
conclusions de la seconde question.

6. Soit A € M, (R)

a. Montrer que le rang de A est le nombre de valeurs propres non nulles de
AT A comptées avec leur multiplicité.

b. On suppose de plus que AT A = A%, Montrer que R™ = Ker(A) é_a Im(A).
7.

a. Soit P € GL,(R) de vecteurs colonnes C1,...,C,. Vérifier 'inégalité
d’Hadamard .

[det P| < [T ICk]
k=1
avec égalité si et seulement si les vecteurs C1, ..., C, sont deux & deux ortho-
gonaux.

b. On suppose de plus que Y(4, j), |p; ;| € [0, 1]. Prouver que |det P| < n? et
qu'il y a égalité si et seulement si V(z,7), p;j € {—1,1} et les vecteurs colonnes
sont deux a deux orthogonaux.

c. On g’intéresse aux matrices d’Hadamard décrites dans la question précé-

dente a savoir les matrices inversibles H dont tous les coefficients valent +1 et
dont les vecteurs colonnes sont deux & deux orthogonaux.
Montrer que si il existe une matrice d’Hadamard H de taille n, n est pair.
Vérifier que si H est une matrice d’Hadamard de taille n, la matrice H' de
taille 2n définie par H' = g _If est aussi une matrice d’Hadamard. En
déduire l'existence de matrices d’Hadamard pour tout n = 2P avec p € N*,

8. Soient F un espace euclidien de dimension n, (z1, %2, ,2,) de rang r et
(y1,Y2,- - ,Yn) deux familles de E ayant méme matrice de Gram.
a. Si r = n, démontrer qu’il existe f € O(FE) tel que pour tout 7, f(x;) = y;.
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b. Soit r < n. Quitte & permuter les éléments des familles, on suppose que
(z1,--+,z,) est libre. Prouver que (y1,---,y,) est libre et démontrer qu’il
existe f € O(FE) tel que pour tout i, f(x;) = y;.

9.

a. Prouver que si A et B matrices de M, (R) vérifient AT A = BT B il existe
Q € O(n) telle que B = QA.

b. En déduire pour toute matrice A € M,,(R). Pexistence d’un couple (U, S)
avec U € O(n) et S € S;F tel que A=US.

c. Soient (uq,--- ,u,) une famille de vecteurs non tous nuls de R™.
Montrer qu’il existe un projecteur orthogonal p et une base orthonormale
(ei)1<i<n telle que Vi, p(e;) = u; si et seulement si le spectre de G(uy, - -, up)
est inclus dans {0, 1}.

10. On se place dans R™ muni du produit scalaire canonique ol n est pair
(n = 2p). Soit FE le sous-espace vectoriel engendré par les p premiers vecteurs
de la base canonique. On appelle 7 la projection orthogonale sur E. Soit ®
un endomorphisme de E tel que Vx € E, ||®(x)| < ||z|]. Montrer qu’il existe
o € O(R"™) tel que ® =moolg.

Correction
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Indications

Indications sur I’Exercice 1

2. On pourra remarquer que X" — 1 est élément de E,.

Indications sur I’Exercice 7

On pourra raisonner par récurrence sur codim H = n — dim(H).

Indications sur I’Exercice 8

On pourra commencer par prouver que toutes les droites ont méme image.

Indications sur I’Exercice 12

3.c. On pourra remarquer que (Ao, -, Aq) est une base de Ry[X].

4. On pourra procéder par récurrence sur n.

Indications sur I’Exercice 14

3. Considérer w la restriction de v a Ker(u + v).

Indications sur I’Exercice 15

3. Il sera judicieux d’introduire Ng.

Indications sur I’Exercice 16

2.a. On pourra considérer la restriction de u & Ng41.

Indications sur I’Exercice 17
Si A® = B, alors AB = BA.

Indications sur I’Exercice 18

On cherchera & majorer le rang de ABC.

Indications sur I’Exercice 19

On découpera judicieusement A et B.

Indications sur I’Exercice 21

1. Etablir une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 définissant A,,.

. . . . d .
5. On pourra remarquer que si L; désigne la ligne 4, L;41(z) = d—(ale(x)) pour i = 1 ou
T
1= 2.

S. Sidaner 53/148 Creative Commons : ® ©



Algébre en PC ou PC* Mat’ les Ressources

6. On pourra remarquer que le passage de la ligne ¢ a la ligne i + 1 pour 7 < n se fait par

d
Popération suivante L;11(z) = d—(mLz(m)) et faire apparaitre (y —a)™ (avec a réel) en place
x

(n+1,n+ 1) puis choisir a = x.
Indications sur I’Exercice 23

I, A —1
2. On pourra introduire les matrices carrées d’ordre p + ¢ (é I ) et < » 0 )
q

Indications sur I’Exercice 28

1.b. Pour la premiére partie de cette question, on pourra procéder par récurrence.

2
1 -1
3.b. On pourra calculer (1 1) .
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Indications sur I’Exercice 30
-1
) 1 n B
2. On commencera par vérifier que gou = u o < E uFopou™ ).
n
k=0

3. On pourra remarquer que Im(p o u”fk) est inclus dans V' pour tout k.

Indications sur I’Exercice 31

1. En supposant qu’il existe y € Ker(f) et z € Ker(f? 4 id) tels que = y + 2, on montrera
que z = —f3(z) et y = = + f3(x) .

Indications sur I’Exercice 33

2. Démontrer que ce sont les seuls en utilisant les transpositions ( éléments de S,, échangeant

deux éléments et laissant les autres fixes).

Indications sur I’Exercice 35

On pourra chercher une relation de récurrence sur les coordonnées d’un vecteur propre associé
4 s en lui ajoutant deux coordonnées zo et x,41 nulles.

Lorsque |s| < 2, on introduira 6 = arccos(%).

Indications sur I’Exercice 37

—-A XI
2.b. On pourra introduire la matrice carrée d’ordre n + p de la forme ( I 0 ") et une
—1I, "

autre a déterminer de la forme <f Xfp )

Indications sur I’Exercice 39

6. On pourra remarquer que % est racine de P(z) = et 4222+ 1

Indications sur I’Exercice 40

1. On pourra introduire un vecteur propre X et introduire un indice k pour lequel z; =

max(z;)).

Indications sur I’Exercice 41

1.b. On pourra raisonner par ’absurde et utiliser la trace.

1.c. On se raménera au cas précédent.

Indications sur I’Exercice 42

On pourra travailler dans une base adaptée a la décomposition E = Im(p) ® Ker(p).

S. Sidaner 55/148 Creative Commons : ® ©



Algébre en PC ou PC* Mat’ les Ressources

Indications sur I’Exercice 43

2. On pourra commencer par calculer 72 (f)(z) et T3(f)(z) pour établir une formule donnant
T"(f)(x) & démontrer par récurrence.

3.a. Penser aux sommes de Riemann.

Indications sur I’Exercice 46

1. On pourra montrer que Ker(u — Aidg) = & Ker(u|g, — Midg,)
k=1

3. On décomposera K™ en sous-espaces stables par I’endomorphisme canoniquement associé
aA,.

Indications sur I’Exercice 47

2. Pour déterminer le noyau et l'image de @, on fera intervenir la matrice A — I3.

Indications sur I’Exercice 48

3. On pourra montrer que si s est une racine de 'unité autre que 1, P(s) = (17)
s(1—s

Indications sur I’Exercice 51

On pourra introduire la suite définie par uo = z et un+1 = f(un).

Indications sur I’Exercice 52

2

2. si v = a, u et a commutent.
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Indications sur I’Exercice 54

4.b. On montrera que sz 0 s1 = 7> et on remarquera que sz © 51 et s1 0 sz sont inverses 1'une

de l'autre.

Indications sur I’Exercice 59

Si U est le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées valent 1, on remarque que Z aij =
1<i,j<n

(X, AX).

Indications sur I’Exercice 63

1. On prouvera que I; est élément de G.

Indications sur ’Exercice 68
“+oo

1. On pourra introduire sur R[X] le produit scalaire (P, Q) = / e "P(x)Q(x)dx
0

Indications sur I’Exercice 69

3. On pourra remarquer que f € U si et seulement si f =1—gouge V.

Indications sur I’Exercice 70

3. On pourra considérer s € R une valeur propre non nulle de A,, associée au vecteur propre
XinMay,1(R) non nul et étudier le systéme A, X = sX.

4.c. On cherchera un équivalent de v2(y2 — n) en utilisant le systéme (S,,).

Indications sur I’Exercice 71

3. On commencera par prouver l'égalité des noyaux en vérifiant que pour tout = (s(z),z) =

=/ (@)

Indications sur I’Exercice 73

1 1
On pourra se rappeler que = / z"dz
n+1 0

Indications sur I’Exercice 75
5.b. On montrera que Ker(P) = Ker(PTP).

9.c. On appliquera la question précédente a A7
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Corrections

Correction de I’Exercice 1
Retour & I’énoncé

1. E,, est non vide car il contient le polynéme nul. De plus si P et @ sont éléments de E,,
et o un complexe :

(X" +1)(aP+Q) = a(X" + 1P + (X" +1)Q = aP(X?) + Q(X*) = (aP + Q)(X?) .

Ainsi aP + Q est élément de E,,.

On a bien vérifié que E,, est un sous-espace vectoriel de C[X].

2. Si P n’est pas le polynome nul, deg(P(X?)) = 2deg(P), on obtient n+deg(P) = 2 deg(P);
tout polynéme non nul de E,, est de degré n.

Supposons que E, n’est pas réduit a {0}. Soient P et @ deux polynémes de E, non nuls de

. . P . . .
termes dominants respectifs a,, et b,. — — — est élément de E,, de degré strictement inférieur

a n : c’est donc le polynéme nul; lesagolyn%mes P et Q sont proportionnels. Aussi soit Ey,
est réduit & {0} et est de dimension 0 soit tous les polyndomes non nuls sont proportionnels
aPun d’eux et E, est de dimension 1. On remarque que le polynéme X™ — 1 est élément de
E, donc E, = Vect(X™ — 1).

O

Correction de I’Exercice 2

Retour a ’énoncé

Soit 1 = Vect(S1) sous-espace de E de dimension s; et F» = Vect(S2) sous-espace de F} de
dimension ss.

Les n1 — no éléments de S; n’appartenant pas a Sy engendrent un espace vectoriel F3 de
F1 tel que F2 —|— F3 = F1 aussi dlm(Fg) —+ dlm(Fg) Z d1m(F1) dOIlC dlm(Fg) 2 S1 — S2. Mais
comme F3 admet une famille génératrice de ny — no éléments dim(F3) < ni — ng, on a donc
obtenu que s1 — s2 < n1 —na ce qui équivaut a 'inégalité demandée ny — s2 < ny — s1.

O

Correction de I’Exercice 3

Retour a I’énoncé
p

1. Soit (ak)1<k<p une famille de scalaires tels que Zakfk =0 c’est a dire :
k=0

P
Vz € R, Zakekz =0

k=0

p
ce qui équivaut & dire que le polynéme P = Z arX" admet pour racines tous les nombres
k=0

de la forme e” donc tous les réels strictement positifs. P ayant une infinité de racines, c’est
le polynéme nul et tous les scalaires sont nuls. La famille proposée est donc libre.

2p
2. Soit (ak)1<k<2p une famille de scalaires tels que Z ak fr =0 c’est a dire :

k=0

P P
Vx € R, Zagk cos(kz) + Zazk,l sin(kz) =0

k=0 k=1
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ika —ikx ikx —ikx ikx —ikx
e +e . . - )2 " .
3 et sin(kx) = - =—i , l'égalité préce-
i

dente peut s’écrire aprés multiplication par 2e

Comme cos(kzx) =

pix .

p p
Z(azk +iaor—1)e®F 4 200eP"" + Z(Oé% — iaz—1)eP T =0
k=1 k=1

ce qui équivaut a dire que pour tout réel x, ' est racine du polynéme

P P
P= Z(azk + iOézk—1)Xp7k +2a0X? + Z(Clzk - ian—l)Xp+k
k=1 k=1
Tous les nombres de module 1 sont racines de P; P ayant une infinité de racines, c’est le
polynéme nul et tous ses coefficients sont nuls soit :

VEk € [0,p], cor + taok—1 = ok —iok—1 =0 et 2a0=0
ce qui prouve que tous les scalaires sont nuls : la famille proposée est libre.

p
3. Soit (ax)1<k<p une famille de scalaires tels que Z 0k ga, = 0. La fonction g, est continue
k=0
sur R et dérivable sauf en a or a;ga;, = — Z Qkga, - La fonction de droite dans cette égalité

ki
est dérivable en a; ; il en est donc de méme de a;g,; ce qui impose a; = 0. Tous les scalaires

sont nuls; la famille proposée est libre.

O

Correction de I’Exercice 4
Retour a I’énoncé

1. On recherche P sous la forme Z = 0"axz". Les conditions P(a;) = b; conduisent

[671) bo

. o . . N . A j—1
au systéme linéaire V | : = | © | ot la matrice V a pour terme général z]_; avec

an bn
< 4,7 < n+ 1. On reconnait la transposée de la matrice de Vandermonde associée a
(ao,a1,- -+ ,an) dont le déterminant est non nul puisque les a; sont deux & deux distincts.
Le systéme admet une unique solution : P existe et est unique.
2. La question précédente prouve ’existence et 'unicité de L;. L; admet pour racines les n
nombres a; avec j # ¢ : il a donc au moins n racines ; comme il est de degré au plus n et non
nul (L;(a;) = 1), ce sont ses seules racines et elles sont simples. Ainsi il existe \; tel que

LiZ)\i H (X—aj)
J=1
JjFi
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La condition L;(a;) = 1 donne alors \; = ( H (ai —a;))" ", don
i=1
J#Fi
- X —aj
Li= 279
H a; — aj
i=1
J#i

3. 1l suffit de prouver que cette famille est libre puisqu’elle comporte n + 1 éléments. Soit
(o, -+, ) tel que

Zn: OciLi =0
=0

En évaluant en aj, on obtient a; = 0. La famille est donc libre. C’est une base de K[X].

Si P = ZaiLi, une évaluation en a; donne immédiatement o; = a;. Tout polynéme de
i=0
degré au plus n s’écrit donc

P=>"P) [] 2(:72]
i=1 ’
JF

Correction de I’Exercice 5
Retour & I’énoncé

1. Le cas n =1 est trivial.

Soit n > 2. Soit (Q1,- - ,Qrn) une base de E et r le degré maximal de cet ensemble de
polynomes. Quitte & permuter les éléments de cette base (ce qui ne change pas le caractére
basique de cette famille), on suppose que deg(Qn) = r.

Pour tout ¢ € [1,n — 1], on remplace Q; par P; défini par

{Qi si deg(Qi) =7

! Qi+ Q. sinon
Chaque polynéme P; est obtenu successivement par ajout éventuel du dernier polynéme ,
ce qui ne change pas le caractére basique. De plus, le degré de P; est toujours r car lorsque
deg(Q;) # r, Qi est de degré strictement inférieur a @y ; la somme est donc du degré de
Qn soit r. (P1, -+, Pn_1,Qp) est une base de E constitué de polynomes de méme degré r.
Remarque : 'exercice précédent fournit explicitement de telles bases.

2. Démontrons ce résultat par récurrence sur n.

Initialisation dans le cas n = 1 : Tout polynéme non nul de E est une base de E.

Héredité : on suppose la propriété vraie pour tout sous-espace de C[X] de dimension n — 1
avec n > 2.

Soient F de dimension n et (Q1,---,Qn) une base de E rangé par degré croissant (ce qui
est possible car la permutation des éléments d’une base ne modifie pas le caractére basique
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de cette famille). On pose P, = Qn. Pour tout ¢ < n, on effectue 'opération suivante :

Si deg(Qi) < deg(Qy), on pose R; = Q;.

Si deg(Q;) = deg(Q@r) = 7, soient a; et an les coefficients dominants de ces polynémes; on
peut remplacer @); par R; = Q; — a—iQn. R; est un polynome de degré au plus r et le terme

a; . . .
en X" est nul ( a; — —a, = 0) : c’est donc un polynéme de degré strictement inférieur a

an
Qn. La base (R1, -, Rn—1, Py) est une base de E donc
E = E1 @ Vect(Py)

avec F1 = Vect(R1,- -+, Rn—1).Tous les éléments de la base de F1 sont de degré strictement
inférieur & r donc E1 C Cr—1[X].

E étant de dimension n — 1, par hypothése de récurrence, il admet une base (Pi,- -+, Pro—1)
tel que deg(P1) < --- < deg(Pn—1) < r = deg(Pn) et (P1, -+, Pa_1, Py) est une base de E

qui répond & la question. Le résultat a ainsi été démontré par récurrence.

O
Correction de I’Exercice 6
Retour & I’énoncé
1. Soit (e1,e2,- - ,en) une base de E. Pour tout réel a, on introduit F, = Vect(e1 + ae2) si
p=1letsip>1F,=Vect(er1+ aez,es, - ,ep+1); Fo est un espace vectoriel de dimension

p. Pour a # b, e1 + bea ¢ F, donc les sous-espaces Fy, sont tous distincts et sont en nombre
infini.
2. Procédons par récurrence sur n la dimension de FE.
Sin =0, E = {0} et le seul sous-espace de E est E.
Sin =1, F n’a que 2 sous-espaces {0} et lui-méme. Si les E; sont différents de F, ils sont
tous égaux a {0} et leur union est encore réduit au singleton {0}.
Supposons la propriété vraie pour les espaces vectoriels de dimension n > 1. Soit F de
dimension n+1 et (Ei)lgigp une famille de sous-espaces vectoriels de E tels que _GlEi =F.
Soit H un hyperplan de FE, c’est a dire un sous espace vectoriel de E de dimenszi_on n. Par
intersection avec H :

QlE = FE— iél(Ei NH)=H.

Par hypothése de récurrence, il existe j tel que E; N H = H puisque les E; N H sont des sous-
espaces vectoriels de H ; ce qui équivaut & dire que H C E;. Compte-tenu des dimensions,
les seuls sous-espaces de E contenant H sont H et E. Supposons qu’aucun sous-espace n’est
égal & E, il y en a au moins un égal a H. Les (FE;); étant en dimension finie, le nombre
d’hyperplans de E est fini, ce qui est absurde.

O

Correction de I’Exercice 7
Retour a I’énoncé

Une des deux implications est triviale. Si H et K ont un supplémentaire commun S de
dimension s, ils sont tous les deux de dimension n — s donc de méme dimension.
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On rappelle que E étant de dimension finie, tout sous-espace admet des supplémentaires.
Démontrons I'implication réciproque par récurrence sur s = n — dim(H) (s s’appelle la
codimension de H).

Initialisation : si s = 0, H = K = F et le supplémentaire commun est {Og}.

Hérédité : supposons que si dim(H) = dim(K) = n — s avec s > 0, H et K admettent un
supplémentaire commun.

Soient H et K tels que dim(H) = dim(K) =n — (s + 1) avec s > 0.

Si H = K, tout supplémentaire de l'un est un supplémentaire de 'autre.

Si H # K, aucun des sous-espaces n’est inclus dans 'autre donc il existe deux vecteurs u
et vtelsqueu € H\ K et v e K\ H. u+ v nest élément pas de H car si u +v € H |
v =1u+ v — v est élément de H ce qui est contraire au choix de v. De méme, en échangeant
les roles de H et K, u+ v n’est pas élément de K. Soit D la droite engendrée par u+ v, elle
est en somme directe avec H et K (puisque l'intersection est réduite au vecteur nul).

Soit HH=H® D et K1 =K @® D. On a alors

dim(H;) =dim(H) +1=dim(K)+1=n—s =dim(K1) .
Par hypothése de récurrence, H; et K; ont un supplémentaire commun S ; ainsi
E=HeS=HpDdpS=K16S=KeDdS

D & S est un supplémentaire commun & H et K.

On vient de prouver par récurrence que si dim(H) = dim(K), H et K ont un supplémentaire
commaun.

O

Correction de I’Exercice 8
Retour a I’énoncé

On remarque que tout sous-espace F vérifie f(F) = f(F @ {0}) = f(F) + f({0}) donc
({0} =o.

L’image d’une somme directe de p sous-espaces est la somme des images.Vérifions le par
récurrence sur p.

Initialisation : C’est la propriété de f pour p = 2.

P
Hérédité : Supposons que f (_PlEi) = Zf(E,) avecp > 2.
= i=1

+1
Soit S = ]‘J@lEi = 51 @ Ept1 avec Sp = §1Ei' Par définition de f, f(S) = f(S1) + f(Ep+1)

p+1 p+1

et par hypothése de récurrence f(S1) = Zf(El) donc f(S) = Z f(Es). On a ainsi vérifié
1=1 i=1

par récurrence que I'image d’une somme directe de sous-espaces est la somme des images.
Or tout sous-espace vectoriel de dimension finie p > 1 est la somme directe de p droites
(engendrées par les vecteurs d’une de ses bases). Il est donc intéressant de regarder I'image
d’une droite.
Soient D = Vect(u) et D’ = Vect(u') deux droites distinctes de E (donc (u,u’) est une
famille libre). On pose IT = Vect(u,u’) et A = Vect(u+u'). (u,u), (u,u+u') et (v, u+u')
étant des bases de II :

N=DaA=Da®A
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donc
f) = f(D) + f(A) = f(D') + f(A) = f(D) = f(D)).
Toutes les droites ont méme image d.
Par suite un sous-espace de dimension p > 1 a comme image dp; f = ddim.
Toutes les applications F' — ddim(F') conviennent puisque la dimension d’une somme directe
de sous-espaces est la somme des dimensions de ces sous-espaces.

O

Correction de I’Exercice 9
Retour & I’énoncé

La relation p o ¢ = 0 équivaut & Im(q) C Ker(p) et par le théoréme du rang appliqué a p :

rg(q) < dim(Ker(p)) = n — rg(p) < rg(p) +rglq) < n.
Soit r = p+ g — gop. Vérifions que 72 = r sachant que p? =p, ¢> =g et pog = 0. On a alors
rop =p°=p
roq :qop+q2—q20p:q<:>7'2:'r.
rogop=gqop

r est bien un projecteur.

Comme Im(p) et Ker(p) sont en somme directe et que Im(g) C Ker(p), Im(p) et Im(g) sont
aussi en somme directe. Or pour tout = de E, r(z) = p(z) + g(z — p(z)) € Im(p) & Im(q)
donc Im(r) C Im(p) & Im(q).

Réciproquement, soit z un élément de Im(p) @ Im(q) alors il existe (z,y) € E? tels que
z = p(z) + q(y) et comme on a vu précédemment que rop =p et roq =g, r(z) = z aussi
z € Im(r). Par double inclusion, on vient de démontrer que

Im(r) = Im(p) & Im(q) .

Soit = un élément du noyau de r. On a alors

p(z) +q(z —p(r)) =0E .
~—~ ~—_——
€Im(p) €Im(q)

Les espaces Im(p) et Im(q) étant en somme directe :
p(z) = q(z — p(x)) = 0p <= p(z) = ¢(z) = 0p ,
x est élément de Ker(p) N Ker(g). Réciproquement si p(z) = ¢(z) = O0g, r(z) = 0 ainsi :

Ker(r) = Ker(p) N Ker(q) .

Correction de I’Exercice 10
Retour & I’énoncé

Supposons que g existe.
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On remarque alors compte-tenu de f = fogo f que si y est élément de Im(f), fog(y) =y.

De méme, si y est élément de Im(g), go f(y) = v.

Im(g) — Im(f)
= f(2)

Im(g)

}_)
Les applications f; : o ()
g(x

et g1 : sont réciproques

Im(f)

I'une de l'autre.

Si f =0, g =0 convient et si f est bijective, g = f~* convient.

On suppose dorénavant f de rang r avec 1 < r < n. Soit S un supplémentaire du noyau de f
et (u1,- - ,u,) une base de S. Par le théoréme de ’endomorphisme induit, (f(u1),--- , f(ur))
est une base de Im(f) que l'on compléte en une base de E (f(u1), -, f(ur),ert1, - ,€n).
Soit g 'application linéaire définie par

Vi e [1,r], g(f(ui)) =u; et Vj € [r+1,n], g(e;) =0g .

Le rang de g est la dimension de son image soit rg(ei, - ,e,) = p donc f et g ont méme
rang.

Comme pour tout élément u; de la base de S, go f(u;) = us, il en est de méme de tout élément
de S. Pour tout = de E, f(z) € S donc go f(g(x)) = g(z) ce qui équivaut & go fog=g.
Pour i € [1,7], f (g(f(ui))) = f(us); ainsi pour tout élément de S, fogo f = f et pour les
éléments de Ker(f), fogo f(z) = f(z) = 0p.

f et fogo f coincident sur S et Ker(f) donc sur une base adaptée & la décomposition
E = S @ Ker(f); ces deux applications sont donc égales f = fogo f.

L’application g décrite précédemment répond & la question.

Correction de I’Exercice 11
Retour & I’énoncé

Comme w = vou, Im(w) C Im(v) C G et {0g} C Ker(u) C Ker(w).

Supposons que w est un isomorphisme.

On a alors Im(w) = G et Ker(w) = {0g}. Compte-tenu des inclusions rappelées précédem-
ment, Im(v) = G et Ker(u)) = {0g} : v est surjective et u est injective.

Soit y € F, v(y) est élément de G et w étant un isomorphisme, il existe = élément de E tel
que v(y) = w(z) = v (u(z)); ainsi y — u(z) = y1 € Ker(v). On a alors y = u(z) + y1 donc
y € Im(u) + Ker(v) soit F' = Im(u) + Ker(v).

Montrons que cette somme est directe. Soit y € Im(u) N Ker(v). Il existe z € E tel que
y = u(x) et v(y) = O¢ donc v o u(x) = O¢; = appartient au noyau de w mais w étant
bijective, z est I’élément nul de E donc y est ’élément nul de F'. Ainsi F' = Im(u) @ Ker(v).
Réciproquement supposons que v est surjective, u est injective et F' = Im(u) @ Ker(v). Par le
théoréme de Iisomorphisme induit, la restriction de v de Im(u) sur Im(v) = G est bijective.
Pour tout élément z de G, il existe un unique élément y de Im(u) tel que z = v(y). De plus,
u étant injective, y a un unique antécédent x par u donc z s’écrit de maniére unique sous la
forme v o u(z) avec z € E : w est un isomorphisme.

O

Correction de I’Exercice 12
Retour & I’énoncé

1.
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a. A est un endomorphisme de R[X] comme différence de P — P(X + 1) et l'identité.
A(P) = 0 équivaut a P est 1-périodique; P est donc borné; c’est un polynoéme constant.
Tout polynéome constant a bien 0 comme image donc Ker(A) = R.

b. Comme précédemment le noyau de A, est constitué des polyndmes constants; ainsi
par le théoréme du rang :

dim(Im(A,)) = dim(R,[X]) —dim(R) =n+1—-1=n.

Soit P un polynéme(non nul) de terme dominant a, X7, le terme dominant de P(X + 1) est
aussi ap X? donc deg(A(P)) < deg(P) ainsi Im(A,,) C R,,—1[X] et par égalité des dimensions
Im(Ay) = Rp—1[X].

Soit @ un polynoéme non nul de degré d; Q € Im(Agy1) donc il existe un polynéme P de
degré au plus d + 1 tel @ = A(P). 0 étant sa propre image, A est surjective.

2. Soit P un polynome réel. Par division de P par X et d’aprés théoréme de la division
euclidienne, il existe un unique couple (Q,r) € R[X] x R tels que

P=XQ+r

ce qui équivaut & R[X] = XR[X]| @ R.

Les polynéomes de XR[X] sont les polynémes divisibles par X donc s’annulant en 0. Par
le théoréme de 'isomorphisme induit, la restriction de A au supplémentaire du noyau de
XR[X] sur Im(A) = R[X] est bijective ce qui est la propriété demandée :

VQ € RIX], 3P tel que A(P) = Q et P(0) = 0.
3.
a.Sid#0

X(X=1)--(X+2-d)

Ag(X +1) - Ay(X) = d

(X4+1-X+4+d—1)=Aq-1

et A(Ao) =0.

b. Sid=0, Aa(n) =1€Z.
Soit d > 1. Soit n entier naturel. Si n < d, n est racine de Ay et Ag(n) =0 et si n > d, on
remarque que Aq(n) = (%}) € N. On remarque que Aq(d) = 1.

Soit n un entier naturel négatif n = —n’.
" 1) (' +d—1 "rd—1 - 1
Ad(n):(—l)dn(n+ ) (n'+d ):(_1) n +d —(—1)f n+d c7
d! d d
c. Le polynoéme Ay est de degré d donc la famille (Ag,- - , Aq) est une famille étagée en

degré, donc libre maximale de Rq[X] : c’en est une base. Soit P un polynéme tel que P(n)
est entier pour tout entier relatif n. Si P est constant, cette constante doit étre un entier co
donc P = Cvo.

Supposons P de degré d > 1. Dans la base de Rq[X] exhibée précédemment, ce polyndme
s’écrit de maniére unique :

d

P =colo+ - +cqAq :ZCkAk
k=0
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Un polynome de degré d étant déterminé par sa valeur en d+ 1 points distincts, les (¢x)o<k<a
d
sont déterminés par le systéme P(n) = Z crAr(n) pour 0 < n < d, soit compte-tenu des
k=0

calculs de la question précédente :

vn € [0,d], P(n) = En:ck. (Z)

Les coefficients sont obtenus par récurrence par co = P(0) et pour n > 1

cn = P(n) — ick (Z) .
k=0

Ces coefficients sont dans Z si P(Z) C Z car co € Z et si les ¢ sont entiers relatifs pour
k € [0,n — 1], il en est de méme de c,. Par récurrence finie, tous les composantes de P dans
la base des (Ay) sont entiéres.

d
Réciproquement, si P = chAk avec la (co, - -;ca) € Z9T', comme Ag(n) est un entier
relatif pour tout entier relkatiof n, P(n) est élément de Z.
4. On procéde par récurrence sur n.
Initialisation pour n = 0 : Pour tout polynéme constant P = a, on cherche un nombre « tel
que :

Va € R, a = aa

la solution est unique et vaut o = 1. Hérédité : supposons 'existence d’un unique n + 1-uplet

(bo, -+ ,bn) tel que pour tout P € R,[X], P(X +n+1) = > b P(X + k).

k=0
On recherche un n + 2-uplet (ao, - - ,an+1) tel que pour tout P € Ry41[X],
n+1
(1) P(X+n+2)=> axP(X+k)
k=0

En appliquant cette relation 4 P = X™* et en regardant le terme en X", on obtient que :
n+1

Zak =1
k=0

soit (2) any1=1-— Zak.
k=0

Il reste & déterminer les n+1 autres coefficients. Compte-tenu de la valeur de a,+1, la relation
(1) devient :

P(X+n+2)—P(X+n+1):—zn:ak(P(X+n+1)—P(X+k)) )
k=0

Or P(X+n+1)—P(X+k)= Zn:(P(X +j+1)-P(X+j)) = —zn:A(P)(X+j). Ainsi
la relation (1) équivaut a : = o
AP X +n+1) == aAP)X +j)=— Y aA(P)(X+7)
k=0 j=k 0<k<j<n
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En échangeant les signes Z , on obtient :

AP)( X +n+1)=— . (i ak> A(P)(X +7)

=0 \k=0

On a vu en premiére question que lorsque P décrit R,41[X], A(P) décrit R, [X]; donc pour
tout polynéme @ de R,[X]

QX +n+1)=- " ( ak)Q(X-H)
k=0

Jj=0

Par hypotheése de récurrence, ceci équivaut a :

aop = —bo
ao + a1 =—-b
J
Vi e0,n], —)» ar=b; <<
kZ:O ao+ar+---+aj; = —b;
ap+ -+ an-1+an :_bn
Ce systéme a donc une solution unique ag = —bo et pour j > 1, a; = bj_1 — b;.
Par récurrence, on a donc prouvé existence d’ un unique n + l-uplet (ao, - ,an) tel que

pour tout P € R,[X],

P(X+n+1)=)Y axP(X +k).

k=0

Calcul des coefficients : Désignons par an,; le coeflicient de P(X + j) pour les polynémes
de degré au plus n (au lieu de a;). Des relations ano = —an—1,0 €t ag,o = 1, on déduit
an,0 = (—1)". Le coefficient d’indice le plus élevé est donné par la relation (2). Regardons
les coefficients pour les premiéres valeurs de n :
n=0:a00=1

n=1:a10=-1a1,1 =2
n:2:a270:1a2,1:f3a2,2:3
n=3:a30=—1as1=4as2=—6asz3z =4

On remarque que ses coefficients sont au signe prés des coefficients binomiaux pour n < 3 :

ntj[n+1
i = (D < j >

Sian,; = (—1)"" ("J“) pour n fixé et 0 < j < n, pour 1 < j < n, par la formule du triangle
de Pascal :

nti- 1 1 ntg 2
Uns1,j = Anj-1 = an; = (=17 ((?jl) ! (nj )) - (nj ) '

=1 donc an41,0 = (—1)n+1 (n;)”)'

Pour 5 =0, (
n , (1 = 1)™2 = 0 donc par développement par la formule du binéme

n+2)
Pour j = 1

0
+
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n-+2 M+ 9
E (=1’ ( . > = 0 soit aprés multiplication par (—1)"12 :
. J

Jj=0

n
n 4+ 2
n j — — 1=1- n n
]E:Oa +1,7 (n 1) An+1,n+1

ce qui donne an4i1n+1 = (Zﬁ

0 < j <n+1. La propriété a, ; = (—1)"™ ("jl) pour tout n et j € [0,n] a été prouvée par

). On a alors prouvé que ant1,; = (—1)"*"7 (”';2)

pour

récurrence.

O

Correction de I’Exercice 13

Retour a ’énoncé

1. Soit z € Ker(u) NIm(v) : il existe y € F' tel que x = v(y).

Comme uov(y) = u(z) = 0p, vou(v(y)) = 0g. Comme vouov =v, z =v(y) =0g. On a
donc montré que vowuov =v = Ker(u) NIm(v) = {0g}.

En échangeant les roles de E et F' et ceux de u et v :

uovou=u=— Ker(v) NIm(u) = {O0r}

Soit z € E. Comme u o v o u(z) = u(z), u(z —vou(x)) = 0, donc z = v (u(x)) + o ol
zo = x — v ou(z) est élément de Ker(u). On a donc vérifié que E = Ker(u) @ Im(v). On a
montré que uovou = u = F = Ker(u)®Im(v). Aussi : vouov = v = F = Ker(v) ®Im(u).
Si les conditions (*) sont vérifiées, on a donc bien E = Ker(u) ®Im(v) et F' = Ker(v)®Im(u).
2. Par le théoréme de ’endomorphisme induit, la restriction u de u & E; est un isomorphisme
de E; sur Im(u). Soit y un élément de Im(u) et 1 son antécédent dans E;. Si v existe avec
E1 =Im(v), v(y) est dans E; et

wowou(n) =uou(y) =ulz) =y

Ainsi v(y) est Pantécédent de y par u dans E; donc v(y) = x1 = a4 '(y).
La recherche de v tel que Ker(v) = Fi impose que si y € Fi, v(y) = 0. Si 'application

linéaire v existe, elle est donc unique.

Soit Br une base de F' adaptée a la décomposition F' = Im(u) @ Fi . Soit v lapplication
linéaire défini par I'image de cette base de la fagon suivante : si e; est un élément de cette
base appartenant a Im(u), v(e;) = u '(e;) et si il appartient & Fi, v(e;) = Op. v est donc
lapplication définie par sa restriction & deux sous-espaces supplémentaires, ’application 7!
sur Im(u) et 'application nulle sur Fi. Il est immeédiat que E1 = Im(v) et Fi = Ker(v).
Vérifions qu’elle vérifie les conditions ().

Soit x un élément de F : x = xo + x1 avec xo € Ker(u) et 1 dans F1. On a alors
u(z) = u(z1) = u(z1) et uovou(zr) =uov (u(r1)) = u(z1)

donc uowvou=u.
Soit y élément de F. y = y1 + yo avec y1 € Im(u) et yo € Ker(v) donc :

v(y) =v(y) =T (y1) = uov(y) =y1 = vouou(y) =v(y1) = v(y)

donc v ouowv =v. L’application v définie précédemment convient.
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Correction de I’Exercice 14
Retour & ’énoncé
1.
a. Soit y élément de Im(u + v); il existe x tel que y = u(z) + v(z) donc

Im(u + v) C Im(u) + Im(v)

(remarque : il n’y a pas égalité car les éléments de Im(u) + Im(v) sont ceux qui s’écrivent
u(z) +v(z'), x et 2’ pouvant étre différents) ; donc

(1) rg(u+v) <dim(Im(u) + Im(v)) < dim(Im(w)) + dim(Im(v)) = rg(u) + rg(v)

En appliquant ce résultat a la somme suivante u = (u + v) — v, v et —v ayant méme image
et méme rang :

rg(u) < rg(u +v) +rg(v) <= rg(u) —rg(v) < rg(u+v)

et, en échangeant les roles de u et v, rg(v) —rg(u) < rg(u + v). Les deux derniéres inégalités
obtenues donnent bien :
|rg(u) —rg(v)| < rg(u+v).
b. u + v étant inversible, rg(u + v) = n donc n < rg(u) + rg(v).
Comme vowu = 0, 'image de u est incluse dans le noyau de v d’ou par le théoréme du rang :

rg(u) < dimKer(v) = n —rg(u) = rg(u) + rg(v) <n.

On a ainsi vérifié par double inégalité que n = rg(u) + rg(v).
2. D’aprés les inégalités obtenues en (1), le rang de la somme est la somme des rangs si et
seulement si :
rg(u +v) = dim(Imu 4+ Imv) = dim(Im u) 4+ dim(Im v)
La premiére égalité équivaut & Im(u + v) = Imu + Imwv et la seconde égalité a ce que la
somme soit directe soit
Im(u) mlmv ={0r}.
Ainsi
rg(u +v) = rg(u) + rg(v) <= Im(u) ® Im(v) = Im(u + v)
Supposons ces propriétés réalisées. Comme Im(u) C Imu + Imv = Im(u + v), pour tout y
de E, il existe z tel que u(y) = u(x) 4+ v(x) soit u(y — z) = v(z) = a. Cet élément a est donc
dans Im(u) (Imv et comme la somme est directe, a = Or, y — z € Ker(u) et z € Ker(v)
donc y € Ker(u) + Ker(v) soit E = Ker(u) + Ker(v).

Réciproquement supposons que Im(u) (Imv = {0r} et Ker(u) + Ker(v) = E; la somme
Im(u) + Imwv est directe. Comme Im(u + v) C Imwu + Imw, il reste & prouver I'inclusion
réciproque.

Soit un éléement de Tm(u) + Im(v). Par définition, il s’écrit u(y) + v(z) avec (y,z) € EZ.
Comme y — z est élément de F, il existe (z1,z2) € Ker(u) x Ker(v) tel que

Y—2=T1+T2.
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On a alors u(y) = u(z) + u(z2) et v(z) = v(z + z2); ainsi :
u(y) +v(z) = (u+v)(z+ z2) € Im(u + v)

ce qui prouve compte tenu de ce qui précéde Im(u) ® Im(v) = Im(u + v) .

3. Cousidérons w la restriction de u & Ker(u 4 v) et déterminons son noyau et son image.
z € Ker(w) <= z € Ker(u+v) et w(z) = u(z) = 0r <= u(z) =v(z) =0Fp

ce qui prouve que Ker(w) = Ker(u) N Ker(v).

w étant une restriction de u, son image est incluse dans 'image de u. Soit y € Im(w); il
existe z tel que u(z) +v(z) = 0 tel que y = u(z) = —v(z) donc Im(w) C Im(u) NIm(v). Par
le théoréme du rang :

dim(Ker(u + v)) = dim(Ker(u) N Ker(v)) + dim(Im(w))
< dim(Ker(u) NKer(v)) + dim(Im(w) N Im(v)) .

Correction de I’Exercice 15
Retour & I’énoncé

1.
a. f2 = 0 équivaut a Im(f) C Ker(f) donc par le théoréme du rang, cette inclusion donne :
rg(f) =r <dim (Ker(f)) =n—r=r< g
Soit (e1,--- ,e,) une base de F et f 'endomorphisme défini par

fle) =

{€n+1—i pour 1 <:<r

Op pour ¢ > 1

Pour i <r,n+1—1i>r donc f2(e;) = O et pour i > 7 on a aussi f2(e;) = Og donc f2 = 0.
b. Soit S un supplémentaire du noyau de f et (u1,--- ,u,) une base de S. On pose pour

i € [1,7], f(u;) = e;. Par le théoréme de 'endomorphisme induit, (e1, - - , e,) est une base de

Im(f). Comme Im(f) C Ker(f), on peut compléter (e1,--- ,e,) en une base (e1, - ,en_y)

de Ker(f).

B = (e1,"+* ,€n—r,u1, -+ ,u,) est une base adaptée a la décomposition £ = Ker(f) ® S

Or,n—r Ir

puisque les n — r premiers
Onfr,nfr 07177',7'

dans la quelle f a bien pour matrice A = <

vecteurs ont comme image Og et les r derniers les r premiers.
c. Soit g un endomorphisme commutant avec f de matrice dans la base B’ de la forme :

B, B: Bs
B=|Bs Bs Bs
By Bs By

avec Bi1, B3, By, B9 matrices carrées d’ordre r, Bs matrice carrée d’ordre n — 2r, B2 et Bg
des matrices de taille (r,n — 2r) et B4 et Bg des matrices de taille (n — 2r,7). Si n = 2r, la
deuxiéme colonne et la deuxiéme ligne sont vides. La forme de la décomposition en blocs a
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été ainsi choisie pour pouvoir effectuer les produits AB et BA.
On obtient alors :

B7 B8 B9 Or,r Or,n727‘ Bl
AB = 0n—2r,r On—27’,n—27‘ On—2r,7‘ et BA = On—?r,r 0n—27‘,n—27‘ By
Or T Or,n72r Or,r Or,r Or,n72r B7

s

Ainsi fog = go f si et seulement si AB = BA soit By = 0., Bs = 0r.n—2r, Ba = Op—2r
et B1 = Bg. Ainsi

B By Bs
g € C <= Matp (9) = | Opn—2rr Bs Bs
Or r Or,n—Qr Bl

s

Comme g — Matg/(g) est un isomorphisme, C a méme dimension que Iespace vectoriel des
By By B3

matrices de la forme précédente. Comme (By, B2, Bs, Bs, Bs) — | On_2rr Bs Bs
07‘,7‘ Or,n—?r Bl

est une bijection et que dim(My ) = pq :

dim(C) = 2r* +2(n — 2r)r + (n — 2r)> = (n —7)° +7°.

2.

a. Comme fP = 0 et fP~ # 0 (par définition de p), il existe = tel que fP~'(z) # Op.
Montrons que la famille (x, f(), ..., fP~'(x)) est libre. Soit (ag,--- ,ap—1) des scalaires tels
que

p—1
(1) > aif'(x) = 0p
i=0

Montrons par récurrence sur k compris entre o et p — 1 que pour 0 < j <k, a; =0.
Initialisation : En composant la relation (1) par f7~!, comme f? = 0 pour j = p,

aofpil(l') = OE .

Le vecteur fP~!(z) étant non nul, ap = 0.
Hérédité : supposons que 0 < j < k, a; =0 avec k < p — 1. La relation (1) devient

p—1

Z aifi(ac) =0g.

i=k+1

En composant par fP~*72, il reste alors ar+1fP " (z) = 0g donc a1 = 0.
Par récurrence, on a ainsi prouvé que tous les a; sont nuls : la famille proposée est donc libre.
Cette famille comportant p éléments, p < n donc f" = 0.

b. Si p = n, on a donc un élément x tel que (f"'(z),--- f(x),2) est une base de E
(famille libre maximale). Le premier élément a pour image Og et chacun des autres a pour
image le précédent, donc la matrice de f dans cette base est N,,.

3. On remarque que A = Iy + aNy + o> N} + a®Nj.

a. V = Vect(I4, Na, N7, N3) est stable par produit puisque les produits de deux termes de

la base est dans V. Ainsi on peut chercher A™ sous la forme A" = a, I4+b, Ny+c, N2 +d, N3

S. Sidaner 71/148 Creative Commons : ® ©



Algébre en PC ou PC* Mat’ les Ressources

avec (a1,b1,c1,d1) = (1,a,6?,0¢®). Comme A" = A"A et que (Is, Ny, N7, N}) est une
famille libre, on obtient les relations :

An+4+1 = An
bn+1 =bp + aan
2
Cnt1 = G Gpn + aby +Cn

dnt1 = ad®an + a*by, + acy + dn

On a alors a, = a1 = 1 (ce qui était prévisible puisque le produit de deux matrices triangu-
laires est triangulaire avec sur sa diagonale des termes obtenus par produit terme & terme
des matrices initiales). (bn)n est alors une suite arithmétique de raison a et de premier terme
1; ainsi b, = n. La relation donnant (cp ). est alors ¢, — cn—1 = na?®. Ainsi par télescopage :

en=c1+ Y ka? = (3 k)a® = w‘f'
k=2 k=1

La derniére suite est alors donnée par la relation

nn+1l) 3 (n+1)n+2) 3

d"+1_dn:a3+na3+ 2 a” = 2 a
1
qui ’écrit aussi pour n > 2, dp — dn—1 = %a?&
Aussi comme Z k2 = nn+1)@2n+1) :
k=1 6

dn =di + Z(dk —dpy) = Z k(k;— 1)a3 _ n(n+1)(2n +61) +3n(n + 1)a3
k=2 k=1

nn+1)(n+2)

soit d, = a3. Ce dernier calcul peut se faire aussi en reconnaissant des

coefficients binomiaux :

n(n+1) (n+1 “(k+1)  (n+2) nn+1)(n+2)
e () B () () e

b. A est de déterminant 1; elle est donc inversible car son déterminant est non nul. Comme
I, et Ny commutent, (I4 — aNa)(Is + aNs + a’N? + aBNf) =1, —a*N{ =1,
Or A=14+aNs+ aQNf + a3N213 donc A" = I4 —aN4. I et Nay commutant, par la formule
du bindme (les termes ot N est & une puissance supérieure ou égal a 4 sont nuls) :
n(n —1)(n —2)
3

On remarque que ce sont les mémes formules que pour n entier naturel en changeant n en

A" = Iy —aNy)" = I, —nNy + @NZ - NZ.
—n.

O

Correction de ’Exercice 16
Retour a ’énoncé
1.
a. On remarque que u”(z) = 0p = u"*!(z) = 0 donc, pour tout k, N, C Nii1;
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(Ng )k est bien une suite croissante (au sens de l'inclusion) de sous-espaces.
De plus, si y = "' (z), y = v” (u(z)) donc 41 C Iy.

b. Soit pour tout k, Ni C Niy1 et la suite (Vi) est strictement croissante soit il existe
au moins un indice k tel que Ny = Ni1. Dans ce second cas, soit p le plus petit indice pour
lequel N = Ni41. Par définition de p, si k < p, Ni, € Ng41.

Montrons que pour tout entier k > p, la propriété P(k) : Ny = Nit1 = N, est réalisée par
récurrence sur k. On remarque que pour tout j :

z € Njy <= v"'(2) =0 u(z) e N;.

soit © € Njy1 équivaut & u(xz) € N; L’initialisation de la récurrence provient de la définition
de p.
Héredité : Supposons P(k) : Nk = Nii1 = Np réalisée pour un indice k£ > p. On a alors :

T € Nk;JrQ <~ U({E) (S Nk+1 =Np<=zx€ Nk+1

ce qui prouve que Niio = N1 = N, soit P(k + 1).
On a ainsi prouvé que la suite des noyaux est constante a partir du rang p.
2.

a. On a vu précédemment que z est élément de Nj41 si et seulement si u(z) est élément
de Ny. Soit u la restriction de u & Ni41. Les éléments du noyau de u sont les éléments de
Ni41 appartenant & N7 noyau de u. Comme N; C Nii1, le noyau de @ est Ni. Son image
est incluse dans Nj donc de dimension inférieure ou égale a di. par le théoréme du rang
appliqué a u, on obtient :

dk+1 = dim(Nk+1) = dim(Nl) =+ dlm(Im(ﬂ)) <dg+di .

b. Si la suite est strictement croissante, étant constituée d’entiers naturels, on a dg+; >
di+1 et donc on obtient d, > k. La suite (di)r n’est donc pas majorée. Par contraposition, la
suite (dx ) étant majorée par n la dimension de 'espace, elle n’est pas strictement croissante.
Par la question 1.b, elle est donc strictement croissante jusqu’a un indice p & partir duquel
elle est constante.
On a vu auparavant que tant que la suite est strictement croissante, donc pour k € [0, p],
di, > k en particulier p < d, < n donc p < n.
Montrons que N, et I, sont en somme directe. Soit x € Np N I,. On a alors u?(x) = O0g et
l'existence d’un élément y tel que © = uP(y). = étant dans N, uP(x) = u?’(y) = 0 ce qui
prouve que y € Nap. Comme 2p > p, Nop = Npj; ainsi x = uP(y) = Og. L’intersection de
N, et I, est donc réduite a I’élément nul; la somme est directe. Par le théoréme du rang
appliqué & uP, la dimension de N, @ I, est n donc E = N, & I,.
3.

a. Comme u? %0, N2 # E = N3 aussi p =3 et dg3 = 3. On a ainsi

O=do<di <do<ds=3

donc di = 1 et d2 = 2. Par le théoréme du rang, dim(I;) = 3—d; = 2 et dim(lz) = 3—d2 = 1.
De plus, ds =0 et do = 3.

wowv = 0 équivaut a dire Im(v) C Ker(u). Comme v* = uou® = v ou =0, I, C Ny
et I1 C Na. I et N1 ayant méme dimension, I = N;. De méme, I; et N2 ayant méme
dimension, [1 = N2 . De plus, No = [3 = {OE} et Ng = IO =F.

Comme u? # 0, il existe es, tel que e; = u2(63) # 0g. e1 € Io = N donc u(e1) = Og.
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Posons ez = u(es). Comme u,, = uQ(eg) = e1, e2 n'est pas dans Ny : (e1,e2) est libre. De
plus u?(e1) = u'(e3) = Op et u?(e2) = u®(e3) = Op. (e1,e2) est une base de N (famille
libre maximale). Comme ez n’est pas élément de N2, B = (e1, e2, e3) est une famille libre de
E. Comportant 3 éléments, c’est une base de E. Des relations u(e;) = 08E, u(ez) = ey et
u(es) = ez, on déduit

0 1 O
0 0 1
0 0 O

Matg(u) =

b. On remarque que N, = E et N,_1 # E. Comme le noyau ne peut plus grossir, la suite
(Ng)r est constante a partir du rang g et Ng—1 # Ng. L’indice ¢ est celui a partir duquel la
suite des noyaux est stationnaire donc ¢ < n. De plus, si z € N*, u(x) € Nk_1.

Comme N; = Ker(u) € N2--- C N, = E, on peut construire une base B’ de E de la fagon
suivante : on part de 3; une base du noyau, qu’'on compléte en une base B2 de Na ; puis de
proche en proche , si B est une base de Ni (contenant les bases précédemment crées), on
la compléte en une base Br41 de Niyi1. La derniére base B, créée est une base de E. Soit A
la matrice de u dans cette base.

Soit e; le j—éme vecteur de cette base et k le premier indice tel que e; € N.

Si k=1, u(e;) = 0; la colonne j de A ne contient que des 0. Si k > 1, u(e;) € Nk—1, donc
u(ej) € Vect(Bi—1); les éléments de Bi—1 ont des indices strictement inférieurs a j donc
CLZ"]':OSijEZ'.

La matrice M est triangulaire supérieure avec des 0 sur sa diagonale.

O
Correction de I’Exercice 17
Retour a I’énoncé
0 1 0
Posons B= |0 0 1].Si A*> = B les matrices A et B commutent. Soit a;; le terme
0 0 O
général de la matrice B. On a alors :
0 a1 a2 a1 G222 @23
AB = 0 a1 az 2 et BA = as,1 as,2 as,s
0 a31 asze 0 0 0
AB = BA impose az,1 = az,;1 = az2 = 0 (A est triangulaire supérieure) et a1,1 = a2,2 = as3
0 0 1
et a1,2 = as,3; ainsi si A existe, A est de la forme alz +bB 4 cB? puisque BZ= [0 0 0
0 0 O

On a alors par la formule du binéme (I3, B et B? commutent) en tenant compte que B> = 0 :
A® = a®I3 + 36> (bB + ¢B?) + 3a(bB + ¢B*)? = a*Iz + 3a®bB + (3a’c + 3ab*) B2

a®=0
Comme (I3, B, B? est une famille libre, A* = B si et seulement si { 3a%b = 1 . Ce
3a%c+ 3ab®> =0
systéme est impossible car la premiére équation impose a = 0 ce qui est incompatible avec
la seconde équation.
Conclusion : il n’existe pas de matrice telle que A% = B.
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Correction de I’Exercice 18
Retour & I’énoncé

Le rang d’un produit de matrices est majoré par le rang des matrices composant ce produit.
Les trois matrices étant de rang au plus 2, il en est de méme de leur produit ABC. ABC
n’est donc pas inversible ; son déterminant est nul; or par développement colonne 2 :

1 1 -2
-2 2z 1|=3+3z+6,
1 2 1

donc x = —3.

Correction de I’Exercice 19
Retour & I’énoncé

On procéde a un calcul en blocs. On découpe A sous la forme suivante A = (j) ou Ay
1

est carrée d’ordre 2 et L une matrice ligne de taille (1,2) et B = (C Bl) ol B; est carrée
d’ordre 2 et C' une matrice colonne de taille (2,1). On a alors

0 0 O
LC LB,
AB = < ) =AB=1]0 1 0

AC A1B; 0 0 1

Par identification A1B1 = Iz, AiC = 02,1 et LBy = 01,2. A1 et By sont donc inversibles,
inverses I'une de l'autre. Aussi C = 02,1 et L =01,2. Or BA=CL+ B1A1 = B1A1 = Is.

O

Correction de I’Exercice 20
Retour & I’énoncé

1. Soit Z =X +1iY et Z' = X' +4Y’. Pour tout réel o :

N _ Iy o (aX+XTY (X X'
haZ+Z)=h(aX +X +i(aY +Y")) = (aY—l—Y’) _a<Y)+<Y’

ce qui prouve le caractére linéaire de h.

L’application est de noyau nul et est surjective , ’antécédent de X de coordonnées
X1 Tn+1

(1, ,x2n) Etant Z = +1 . h est bien un isomorphisme d’espaces vec-

Tn T2n
toriels.
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2. ® est donc un endomorphisme de C™ (en tant que C-espace vectoriel) si et seulement si
pour tout couple (Z,2'), ®(Z + Z') = ®(Z) + ®(Z’) et pour tout complexe A = a + i et
tout 7,

D(NZ) =A0(Z) = (a+1iB)P(2).

Or ® étant une composée d’endomorphismes de R-espaces vectoriels, si a est réel
O(aZ+ 2" =a®(2) +d(Z") .

En particulier ®(Z + Z') = ®(Z) + ®(Z') et ((a +iB)Z) = a®(Z) + fP(iZ). D est donc
un endomorphisme de C" en tant qu’espace vectoriel sur C si et seulement si pour tout Z,
(iZ) =i®(Z).

A B
Posons L = > , les 4 blocs étant des matrices carrées d’ordre n et calculons ®(Z)

C D
avec Z = X +1iY.
. X AX + BY
h(X +iY)=1L =
Foh(X +dY) (Y) <CX+DY>
et (Z) = AX + BY +i(CX + DY).
Comme iZ = =Y +iX, ®(iZ) = (—AY + BX) +i(—CY 4+ DX). Aussi ®(iZ) = i®(Z) pour
tout Z si et seulement si

(1) V(X,Y) € (R")> =AY + BX = —(CX + DY) et —CY + DX = AX + BY

En appliquant (1) pour Y = 0, on trouve que pour tout X, BX = —CX et DX = AX soit
B =—C et A= D. Réciproquement si B = —C et A = D, la relation (1) est vérifice. On a
donc prouvé que @ est un endomorphisme de C" si et seulement si il existe deux matrices A
A B

-B A}’

. A B O, I
Soit L = (C D) et J = <_[n On>'
—-B A C D

Un calcul matriciel en blocs donne alors LJ = D C et JL = 4 _gl LetJ

commutent si et seulement si A = D et B = —C. On retrouve bien les conditions précédentes.
O

et B carrées d’ordre n telles que L =

Correction de I’Exercice 21
Retour a I’énoncé

1. On développe le déterminant suivant la premiére ligne ; le cofacteur de a est A,,_1 et celui
c

L . .- .
de b est — A avec L une matrice uniligne ; ce cofacteur vaut donc —cA,,_2. Ainsi
n—2,1 n—2

A, =al\,_1 —beA,_o

relation de récurrence linéaire avec A1 = a et Ay = a® —bce. On peut poser Ay = 1 (pour que
Ay vérifie la relation précédente) pour commencer la suite au rang 0. On est ramené a I’étude
d’une récurrence linéaire double dont (E) 'équation caractéristique est z*> — az + be = 0.
On distingue 3 cas suivant le signe de § = a® — 4bc.
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e § > 0: (E) a deux racines reéelles distinctes a et J. Alors il existe deux réels A et p
tel que
Vn, A, = AXa" + ps".

Ao :)\+u=1
Or .
Al =dat+puf=a=a+p

et p == —L. Ainsi, pour
o —

B

. . . @
La résolution de ce systéme donne alors : A =
«@

-8
an+1 _ 5n+1
a—pf ’

e /=0:a=0= %. Alors il existe deux réels A\ et u tel que

tout n,

A, =

Vn, An = (A4 np)a” .

Or 0 . La résolution de ce systéme donne alors : A = p = 1.
A =AM+ pa=a=2a

Ainsi, pour tout n,
A, =(n+1)a".
an+1 _ ﬁn«&»l

a—p

e § < 0: La solution est écrite sous forme complexe A, = . a et 8 sont

conjugueés. Soit o = re®® et § =re~*%. On obtient alors :
r™sin((n + 1)0)
sin(0) ’

Remarque : sin(f) ne s’annule pas car « n’est pas réel.

Vn, A, =

2. En enlevant a chaque ligne la précédente (pour 2 < i <n, L; + L; — L;—1), on obtient :

1 2 ... n-1
1 -1 -1 —1

: . . -1
1 ... 1 1 -1
autrement dit, en dehors de la premiére ligne qui est inchangeée, le terme (7, ) vaut 1sii > j

et —1 sinon. En ajoutant la premiére colonne a toutes les autres, on obtient alors :

0 1 2 ... n—-1
1 0 0 0

D,=|1 2 0

: . . 0
1 ... 2 2 0
puis en développant suivant la derniére colonne :
1 0 --- 0
_ n+1 _ 1 2 _ n+1 n—1
D,=(-1)""(n-1)= . =(-D""(n—-1)2

B ° . . 0
1 2 2
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le dernier déterminant obtenu étant celui d’'une matrice triangulaire inférieure.

3. Soient B la matrice unicolonne de terme général b; et E; la matrice unicolonne de terme
général §; ; (valant 1 si ¢ = j et O sinon). On a donc & calculer

D = det(a1E1 + B,a2E2 + B, -+ ,anEn + B)

Par linéarité par rapport & chaque colonne et la propriété d’antisymétrie du déterminant :

n n
D = Hai det(E1,E2,--~ ,En) +Z(Haj)det(E1,~~- ,Ei—l,B,EH—l,"' ,En)

i=1 i=1 j#i

Or B = Zb]’Ej donc

=1
n

det(Er,- -+, Eio1, B, Eiy1,-++ ,Bn) = Y _bjdet(Bu, -+, Bio1, Ej, Eig1,- -+, En).
=1

Il ne reste que b; det(E1,---,Ey,) les autres termes étant nuls ayant E; en place i et j.
Comme det(Eq, Ea, -, En) = det(I,) =1,

D = Hai + Z(Ha])bl .

i=1 j#i

4. Soit M,, la matrice carrée d’ordre n de terme général et D,, son déterminant.

On remarque que si a; = a; les colonnes i et j de M, soﬁ; éga]les, le déterminant est alors
nul; par différence des colonnes C; et Cj, on pourra mettre en facteur a; — a;. Or pour tout
couple i et j :
1 1 . an — aj
aj + b; Cant b (an +bi)(aj +bi)

Ainsi en remplacant successivement pour 1 < j < n — 1, la colonne j par sa différence avec

la derniére colonne (opération : C; < C; — C,,), on obtient :

1 1 1 1
(an+b1)(a1+b1) (an+b1)(az+b1) (an+b1)(an—1+b1) an—+by
1 : L. 1 1
n—1 (an+b2)(a1+b2) ’ (an+b2)(an—1+b2) an+ba
Dy, = H(an_aj) : 1
=1 ) (an+bi)(a;+b;)
1 1 1
(an+bn—1)(a1+bn_1) (an—1+bpn_1)(an+by_1)  antbn_1
1 1 1
(an+bn)(a1+bn) (ap—1+bn)(an+bn) an+bn
. . 1 y .
On remarque alors que sur la ligne i, on peut mettre en facteur PR ; d’ott :
an 7
1 1 e. 19
a1+b1 az+by ap—1+b1
1 : o1
n—1 a1+bs : ag+bn_1
1 Gn — Qj
i o | -
@n 7 On 527 Gn T 0; ) aj+b;
1 1 1
a1+bp 1 an+bn_1
P S |
a1+bn an—1+bn
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Par les calculs fait précédemment, en échangeant les roles des lignes et des colonnes et des
a; et b;, on obtient qu’en enlevant la derniére ligne a successivement a toutes les autres

— n — Q4 M 1 O 1,1
Dn: ] n— n—
an+b 1:[ an + b5) b +aj 1

n—1 (

_ 1 an = a;)(bn = bj)
" an+bn j=1 (an+bj)(bn+(1j)

ment de 'ordre 2 a l'ordre n (ou par récurrence), on obtient alors :

- (ax — a;)(bk — b;) L
Dn = H (ax +b;)(bx + aj) H ak+ka1

et donc D _1. En utilisant cette relation successive-

1<j<k<n 2<k<n
Or D; = d
T 1 @ —|—b1 onc
(ar — a;)(bx — b)) 1
Dy = \ar = a5)\0k = 25) .
lfjgcﬁn (arx 4+ b;)(br + aj) 131;[§n ar + bi
5.

a. Pour faire apparaitre (x — a)* en place (1,5), on effectue I'opération suivante
Cs + Cs — 4aC3 + 6a*C3 — 4a®*C1 + a*C1 (ce codage signifie qu’a la colonne 5 on ajoute la
combinaison linéaire —4aCs3 + 6a2C'3 — 4a3C1 + a*C4 des autres colonnes ). Soit d; le terme
obtenu en place (¢,5). On a alors :

di = a* — 4a’z + 6a°2* — 4az® + 2 = (x — a)?

do = a* — 8za® + 18a°z” — 16az” + 5z* = D1 ()

ds = a* — 16’z + 54a’x> + 64az® + 252" = Do(x)

di = (y—a)*

ds = Di(y)
On peut vérifier que a en est une racine multiple de D1 et D3 en évaluant ce polynome et ses
dérivées successives en a. On vérifie que D1(a) = Di(a) = D{(a) = 0 et Da(a) = D5(a) =0
ce qui prouve que a est racine au moins triple de D; et racine au moins double de D3. On a

alors Di(z) = (z — a)®(aX + B) : en regardant le terme dominant o = 5 et en identifiant
les termes constants 8 = —a.

Cependant il y a une méthode plus rapide en remarquant que la ligne 2 (resp 3) est formée
a partir de la ligne 1(resp 2) en la multipliant par x puis en la dérivant. On a alors par
combinaison linéaire :

d

D1(x) = T (z(z — a)4) = (z—a)’ ((x — a) + 4z) = (z — a)*(5z — a)
xD1(z) admet a comme racine au moins triple donc sa dérivée D, admet a comme racine
au moins double, ce qui prouve le résultat demandé, Da(x) = (z — a)?Q2(x).
b. On applique la question précédente avec x = a et on obtient :

1 z 2 3 0 1 z 22 23 0

1 2z 322 428 0 1 2z 322 428 0
D(z,y) =11 4z 922 16a° 0 =(y—2)®|1 4z 9z® 162° 0

1y vy (y—a)* 1y v ¥ (y—u=)

1 2y 3y 4° (y—=)°by—=) 1 2y 3y 4° (5y—=x)
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On recommence la méme manipulation qu’en premiére question pour faire apparaitre (y—z)*
en place (4,4), soit Cy < Cy — 3xC3 + 32°Cy — 2°C) et on obtient :

1z 2? 0 0

1 2z 327 0 0
D(z,y)=(y—x)*|1 4z 92> 0 0

Ly v (y-2° (y—=

1 2y 3y> Ds(z,y) (5y—=)

ott Da(z,y) = 4y® — 9%z + 6yz® — 2° = (y — x)(4y® — 5yz + 2?) = (y — 2)*(4y — z). Aprés
mise en facteur de (y — z)? en colonne 4,0n a donc un calcul de déterminant en blocs :

1 z  2°
D(z,y) = (y—2)>[1 2z 3z°
1 4z 927

(y—z) (-2
dy —z (by —x)

Dans le premier des déterminants, on met z en facteur sur la colonne 2 et z2 sur la colonne
3, il reste le déterminant de VanDerMonde V'(1,2,3) qui vaut (3 —2)(3—-1)(2—-1)=2":

1 1

11 1
D =@y-z)P2Py—=z)|1 2
(x,y) = (y—2)’2°(y — ) L g by —z (5y—2)

‘ =22%y(y — z)°.

6. On va opérer comme dans la question précédente en faisant apparaitre (y — a)™ en place

n—1
(n+1,n+1). Soit a un réel fixé et 'opération suivante Cp41 + Cpi1 — Z Z) a" 1.
k=0
Le terme (i,m + 1) (avec ¢ < n) devient donc un polynéme D;(z)
On a immeédiatement D (z) = (z — a)”. On remarque que le passage de la ligne 7 a la ligne
1+ 1 pour i < n (dans le déterminant initial et donc dans celui obtenu par 1'opération précé-

demment décrite) se fait par Popération L;+1(z) = %(xLl(a:)) donc D1 (z) = di;(a:D, (2)).
Par récurrence, on vérifie que a est racine d’ordre n + 1 — k de Dy.

Initialisation : a est racine d’ordre n de D;.

Héreédité : supposons que a est racine d’ordre n+ 1 — k de Dy, avec k < n. XD1(X) admet
encore a comme racine d’ordre au moins n + 1 — k de Dy et son polynéme dérivé Dy
admet a comme racine d’ordre au moins n — k. On a ainsi prouvé par récurrence que pour
1<i<mn, Di(x) = (x—a)""'7'Qi(x) (a est racine de tous les polynémes introduits). En
choisissant * = a, on obtient alors en désignant par A(zx,y) le déterminant a calculer :

1 x z* ! 0
1 2x e (k+1)z" I 0
Az, y) = |: :
1277t o (k)RR L et 0
1y v vy -
Soit
1 x z* 2!
1 2x e (k+ 1)z R Y e
Az, y) = (y — )"
1277 o (kD) L et

S. Sidaner 80/148 Creative Commons : ® ©



Algébre en PC ou PC* Mat’ les Ressources

1

En mettant 71 en facteur sur la colonne k il reste V(,2,---,n):

Alz,y) = (y—x)"2°V(1,2,--- ,n)

n—1 n
avec s = ;kz = w et V(1,2,---,n) = H (k—1) = H(k— 1)! d’ott le résultat

1<i<k<n k=2

n—1
Az, y) = (H k:!) 2" )(y —z)".
k=1

Correction de ’Exercice 22
Retour a I’énoncé

1. On effectue sur le déterminant de J les opérations Ly, < Lntr — 9Lk pour k variant de
1 & n, opérations élémentaires qui ne change pas le déterminant. On a alors :

I, i,

det(J) = 0 2l

et par calcul en bloc det(J) = det(I,) det(2I,) = 2.

2. Prouvons cette relation par récurrence sur la taille p de la matrice.

Initialisation : si p = 1, M = (a), det(M) = a , M = (@) et det(M) = @ = det(M).
Hérédité : Supposons que si M est carrée de taille p, M et M ont des déterminants conjugués.
Soit M carrée d’ordre p + 1 de terme général m; ;. Par développement ligne 1

p+1
det(M) = Z(fl)Hijj det(M; ;)
j=1

ol My ; est la matrice extraite de la matrice M en enlevant la ligne 1 et la colonne j. En

développant det(M) suivant la ligne 1 :

p+1
det(ﬁ) = Z(_l)lJrijj det(Mlyj) .

j=1

Par hypothése de récurrence, les matrices M ; étant carrée d’ordre p, det(M: ;) = det(My ;).

Par les régles de calcul sur les conjugués, on a donc bien det(M) = det(M).

On a donc pour tout p et toute matrice carrée d’ordre p, det(M) = det(M).

3. Par calcul matriciel en blocs :
MJ = <24+Zg Zi:ig ) et JP = (i}l Zg;) :
Aussi MJ = JP si et seulement si C1 = A — 1B et Cy = A+ 1B.
Pour ces valeurs de C1 et Cb, on a alors
det(MJ) = det(M) det(J) = det(JP) = det(J) det(P)
et comme det(J) est non nul

det(M) = det(P) = det(C1) det(C2) = det(A + iB) det(A — iB).
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C) et Cy étant deux matrices conjuguées, det(C2) = det(C1) et det(M) = | det(C1)|* > 0.
Si A et B commutent, (A +iB)(A —iB) = A%> + B et

det(M) = det ((A + iB)(A — iB)) = det(A® + B?).

Correction de I’Exercice 23
Retour & I’énoncé

1. Soit r = inf(p, ¢). Les matrices A et B sont de rang au plus 7; il en est de méme de leurs
produits AB et BA. Les matrices AB et BA sont carrées de tailles respectives p et ¢. Si
p < q, BA est carrée de taille ¢ de rang au plus p < ¢ donc det(BA) = 0; si ¢ < p, AB est
carrée d’ordre p et de rang strictement inférieur donc det(AB) = 0.
Comme p # ¢, 'une des deux matrices BA ou AB est de déterminant nul; aussi
det(AB)det(BA) = 0.

. (Ip A) <—1p 0) . o
2. Soient M; = et My = matrices carrées d’ordre p + ¢. Alors par

B I B -1

calcul en blocs :

M1M2 _ (—IP'O"AB —?) et M2M1 _ <_(-)[p BA_AI> )
—iq - 4q

(=1)? det(BA — I,). En

Ces deux matrices ayant méme déterminant : det(AB — Ip,)(—1)? =
— I;) soit

multipliant par (—1)?* : (—1)? det(AB — I,) = (—1)? det(BA

det(I, — AB) = det(I, — BA).

Correction de ’Exercice 24
Retour a I’énoncé

On rappelle que si E; ; représente la matrice élémentaire ayant un 1 en place (z,5) et des 0
partout ailleurs

E;i jEke = 6j,kEie
ott le symbole de Kronecker d;; vaut 1 si j = k et O sinon.
Les E; ; formant une base de M, (K), il suffit de connaitre leur image pour connaitre ®.
Pour tout entier i, E;1F1,; = E;; et F1;E;1 = F1,1 donc ®(F; ;) = ®(E1,1).
Sig 76 j, Ei’jEjJ' = Ei,]’ et Ej’jEi’j = 0 donc @(EL]) = (I)(O) =0.
En posant a = ®(E1,1), on a donc pour toute matrice E; j, ®(E; ;) = atr(E; ;). Les formes
linéaires ® et atr coincidant sur une base, elles sont égales.

Réciproquement, pour tout nombre a, atr(AB) = atr(BA). Toutes les formes linéaires
proportionnelles & la trace conviennent.

O
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Correction de I’Exercice 25
Retour & I’énoncé

L’ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel de M, (K) comme noyau de I’applica-
tion linéaire X — X + X7 — tr(X)A.

En prenant la trace de le ’équation proposée on obtient 2 tr(X) = tr(X) tr(A). Distinguons
alors deux cas suivant la trace de A.

o tr(A) # 2 : Nécessairement X est de trace nulle. L’équation devient X + X7 = 0,,.

L’ensemble des solutions est donc l’espace vectoriel A, (K) des matrices antisymeé-

n(n —1)
2

e tr(A) = 2 : Les matrices antisymétriques conviennent toujours (ce sont les solutions

triques de dimension , puisque toute matrice antisymétrique et de trace nulle.

de trace nulle). Si X est une solution de trace non nulle, X + X7T étant symétrique,
A doit étre symétrique.
Si A est de trace 2 et n’est pas symétrique, ’ensemble des solutions est constitué des
matrices antisymeétriques (comme précédemment).
Dans le cas ot A est symétrique de trace 2, la matrice A est aussi solution donc toute
matrice de la forme AA + M avec M antisymétrique est encore solution. Montrons
que ce sont les seules.
Soit X solution de trace a. X — %A est encore solution de trace nulle; c¢’est donc une
matrice antisymétrique et

X = %A +M

avec M antisymétrique. Comme A n’est pas de trace nulle, elle n’est pas antisymé-
trique; aussi ’ensemble des solutions S est

S = An(K) @ Vect(A)

-1
donc dim(S) =1 + ”(”2 )
O
Correction de ’Exercice 26
Retour a ’énoncé
On remarque que toute solution est de la forme B + aA (avec a = —tr(M)). Recherchons

les valeurs de a qui conviennent. B + aA est solution si et seulement si :
aA+tr(B+aA)A=0

Si A =0, ’équation proposée devient M = B. B est la solution de cette équation.
On suppose dorénavant que A n’est pas la matrice nulle. On a alors

(I+tr(A)a+tr(B)=0.

On a alors trois cas a distinguer :
e tr(A) # —1 : il y a une unique solution M = B — _tr(B)
Ry d - 1+ tr(A)

A=0).

A (ce qui inclus le cas
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o tr(A) = —1 et tr(B) # 0 : aucun nombre a convient : il n’y a pas de solution.

o tr(A) = —1 et tr(B) = 0 : tout nombre a convient. Il y a une infinité de solutions,
toute matrice de la forme B + aA convient. L’ensemble des solutions est une droite
affine.

O

Correction de ’Exercice 27
Retour a ’énoncé
1.

a. On désigne par C; la i—éme colonne de A. Par définition du rang d'une matrice, ’espace
vectoriel F engendré par les colonnes de A est de dimension 1. Soit C' un élément non nul de
cet espace : c’est une base de F; aussi pour tout ¢, il existe un scalaire a; tel que C; = a;C.
Soit L= (a1 -+ ax). Onabien A= CL.

b. Supposons que A = CL = —C’L’. La matrice C'L a toutes ses colonnes proportionnelles
a C, vecteur non nul puisque A # 0.

De méme —C’L’ a toutes ses colonnes proportionnelles & C’, comme il s’agit de la méme
matrice, C' et C’ sont proportionnels :

IA tel que €' = AC

avec A # 0 puisque C'L’ # 0.

C1 Cll
SoitC=|: |,cr=|:] L= (131 en) et L = (e’l 4;). On a a donc pour

Cn c,
tout 7, ¢; = Ac;. Le terme (4,5) de CL (respectivement C'L’) est c;¢; (respectivement c;f}).
Aussi pour tout couple (,7) :

C»L‘Zj = —)\CZ[;-

C étant non nul, il existe un indice k pour lequel c¢; est non nul. En regardant la relation
précédente pour ¢ = k et en divisant par cg, on obtient alors :

Vi € [L,n], £; = =\

soit L = —AL ou L' — %L.

2.
C1
a. Soit C' et L tels que A = CL avec L = (El En) et C = - On a alors
Cn
tr(A) =Y lic; = LC.
i=1
Or

A® = CLCL = C(LC)L = tr(A)CL = tr(A)A .

A est la matrice d’un projecteur si et seulement si A2 = A donc si A est de rang 1, c’est la
matrice d’un projecteur si et seulement si elle est de trace 1.
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b. Pour avoir une matrice de projecteurs de rang 1, il suffit de choisir une matrice avec
une seule colonne non nulle et ayant un 1 sur la diagonale. Les matrices F;; = FE;; et
F;j = E;: + E; ; avec i # j sont donc des matrices de projecteurs de rang 1.

Sii#j, Eij = Fi,; — Fi,i; Les matrices élémentaires formant la base canonique de M, (K)
sont dans 'espace vectoriel F engendré par les F;;; aussi F = M, (K).

Les F; ; avec 1 < 4,5 < n forment une base de M, (K) constituée de matrice de projecteurs
de rang 1.

3.

a. Par le théoréme du rang, le noyau de f est de dimension n — 1. S = Im f + Ker f est
un sous-espace vectoriel de E' qui contient Ker f c’est donc un espace de dimension n — 1 ou
n.

Si S est de dimension n — 1, c’est le noyau de f et comme il contient aussi 'image de f,
Im f C Ker f.

Si S est de dimension n, S = E et la dimension de la somme étant égale a la somme des
dimensions, la somme est directe donc £ = Im f & Ker f.

b. Soit f I’endomorphisme de K™ de matrice A dans la base canonique. f est de rang 1.
Soit © un vecteur non nul de 'image. Etudions f suivant les deux cas possibles.

SiImf C Kerf: f(u) = 0. Soit v un vecteur de E tel que f(v) = u. v n’étant pas dans
le noyau de f, il engendre une droite supplémentaire du noyau. On compléte v en une base
du noyau (u,es,:--,e,). Dans la base (v,u,es, - ,en), f a pour matrice Ez1. A et Fa
représentant le méme endomorphisme dans deux bases, elles sont semblables.

Si E =1Im f @ Ker f, u n’est pas élément du noyau et il existe k non nul tel que f(u) = ku.
Soit (e2,- - ,en) une base du noyau. Dans la base (u, ez, -+ ,en) , f a pour matrice kF11. A
et kE11 sont donc semblables. Dans ce dernier cas, tr(A) = tr(kE11) = k.

c. Deux matrices semblables ont méme trace aussi la condition donnée est nécessaire.
Soient A et A’ deux matrices de rang 1 de méme trace k.

D’aprés la question précédente, si elles sont de trace nulle, elles sont toutes les deux sem-
blables & Eo; et par transitivité de la relation de similitude, A et A’ sont semblables.
D’aprés la question précédente, si elles sont de trace non nulle, elles sont toutes les deux
semblables & kE1; et par transitivité de la relation de similitude, A et A’ sont semblables.

O

Correction de ’Exercice 28
Retour a I’énoncé

1.

a. Soit d; le terme de D en place (4,). Soit M’ = o(M). Le terme (4, j) de M D est m; ;d;
et celui de DM est dim;,; donc my; ; = (dj —di)m ;. On remarque que m; ; = 0 pour tout .
Sii+#j, mj; =0 siet seulement si m;,; = 0 puisque d; # d; par hypothése sur D. Le noyau
de ¢ est donc constitué des matrices diagonales. C’est le sous-espace vectoriel engendré par
les E;; donc un espace vectoriel de dimension n.

L’ensemble des matrices de diagonale nulle est le sous-espace vectoriel engendré par les E; ;

avec i # j; il est donc de dimension n?

— n et il contient 'image de ¢. Par le théoréme du
rang, l'image de ¢ est de dimension dim(M,,(K)) — dim(Ker(y) = n? — n. Aussi ’image de
© est constitué des matrices n’ayant que des 0 sur leur diagonale.

On peut remarquer que M, (K) = Ker(y) @ Im(p).

b. Prouvons ce résultat par contraposition. Soit a un endomorphisme de E tel que pour
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tout =, = et a(x) soient colinéaires, c’est a dire
Vz € E, I\(z) € K tel que a(z) = Az,

la propriété étant triviale pour Og puisque a(0g) = Og.
Soit v un élément non nul de E. Posons A\, = A\. Comme a(v) = A\v, pour tout scalaire « :

a(av) = aa(v) = alv = Aaw)

ce qui prouve que pour tout vecteur x colinéaire a v, a(x) = Az.
Soit x non colinéaire a v, il existe A, et Ay, tels que

a(z) = Aex et a(z + v) = Agqo(z +v)
Comme a est linéaire :
Azt + Azto¥ = a(x) + a(v) = Agx + Av.
La famille (z,v) étant libre Ay1y = Az = A et a(x) = Az. On a ainsi vérifié que a = \idg.

Par récurrence sur n, montrons que toute matrice de trace nulle de M, (K) est semblable a

une matrice de diagonale nulle.

Initialisation : sin =1, A = (a) et tr(4A) =a =0 : A est de diagonale nulle.

Hérédité : supposons la propriété vraie a l'ordre n > 1. Soit A une matrice carrée d’ordre

n + 1 et de trace nulle.

Si A = AL,41, c’est la matrice nulle de diagonale nulle. A est semblable & elle-méme.

Kttt - Ko
X —  AX

a lidentité, donc il existe U tel que (U, AU) soit une famille libre d’aprés le début de la

Si A n’est pas colinéaire a I'identité, application a : n’est pas colinéaire

question. On compléte cette famille libre en une base B’ de K"*! dans laquelle a a pour

matrice :
' 0 L
A =
(e 5

1

0
avec L de taille (1,n), C = | . | et A1 € M,(K). A et A’ représentent le méme endomor-

0

phisme respectivement dans la base canonique et dans la base B’ ; aussi elles ont méme trace.
Ainsi :

tI‘(A/) =0= tI‘(Al) .
Par hypothése de récurrence, A; est semblable & une matrice As de diagonale nulle. Ainsi il

1 n
existe P; une matrice inversible de M, (K) telle que A; = PflAlPl. Soit P = (0 0];’ ) ,
n,l 1

1 01,n
Ona1 Pt

PlAP = (2 ;) — A"
2

P est inversible (det P = det P;) et P~ ! = < > Un calcul en blocs donne alors :
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les * représentant des termes qui n’ont pas besoin d’étre calculés. A" est de diagonale nulle,
semblable & A’ donc & A (par transitivité de la relation de similitude).

On a ainsi vérifié que toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale
nulle.

c. Soient A de trace nulle, A’ une matrice de diagonale nulle semblable 4 A et P une
matrice telle que A = P~*A’P. Soit D la matrice diagonale dont le i-éme terme est i et ¢
l’application associée dans la premiére question. A" appartient donc & I'image de ¢ il existe
M telle que

A'=MD - DM

et on a alors
A=P'MDP-P 'DMP=P 'MPP'DP - P 'DPP'MP=UV - VU

avec U =P 'MP etV =P 'DP.
2.

a. Soit a ’endomorphisme de K" de matrice A dans la base canonique : a” = 0. On désigne
par g le plus petit entier naturel tel que a? = 0 (ce nombre existe puisque {k € N,a* = 0}
n’est pas vide). ¢ # 0 car par convention a’ = id. Par définition de ¢ , on a alors a?! # 0.
Par D’exercice sur les noyaux imbriqués a” = 0 (donc A™ = 0) et il existe une base B’ ou A’ la
matrice de a n’a que des 0 sur sa diagonale. A et A’ représentent un méme endomorphisme
dans deux bases distinctes, elles sont semblables; elles ont donc méme trace et

tr(A") =0 = tr(A).

b. Si A et B commutent (AB)" = A"B™ =0 : AB est nilpotente.
De plus si A et B commutent, par la formule du binéme :

2n
Ay B =5 (2) akprnt
oo £ ()
Sik>n, AF=0etsik<mn, 2n—k>net B> % =0 donc (A+B)?>" =0: A+ B est
nilpotente.

3.

a. Par sa définition, N est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les matrices nil-
potentes et il est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant les matrices nilpotentes.
Soit A" I'ensemble des matrices s’écrivant comme combinaison linéaire de matrices nilpo-
tentes. Cet ensemble est non vide puisqu’il contient les matrices nilpotentes et il est stable
par combinaison linéaire : ¢’est un sous-espace vectoriel de M,,(K) qui contient les matrices
nilpotentes, aussi N' C N”.

Un sous-espace vectoriel étant stable par combinaison linéaire, toute combinaison linéaire de
matrices nilpotentes éléments de A est élément de A aussi N/ C N. Par double inclusion,
on a ainsi vérifie que N = N".

b. E}; = 0sii # j donc les matrices E; ; sont nilpotentes. Soit M = E; ;—E; j+E; ;—E; ;.
Comme Ez‘ijk,g = 5j,kEi,g, Ei,iM = Ez‘yi — L5 = Ez‘ij et Ej,jM = Ej,i — Ei,j = Ejy»;M,
d’ott M? =0; M est nilpotente.

Ainsi E; ; — Ej j = M+ E; j— Ej,; ; comme combinaison linéaire de trois matrices nilpotentes,
E;; — E; ; est élément de N.
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ni
c. Soit A une matrice de trace nulle. Comme a,,, = — E a;,i, on a alors :
k=1

n—1

A= "ai;Ei;+ Y aii(Bii — Enn) .
i#j i=1

Toute matrice de trace nulle est donc élément de N’ comme combinaison linéaire de matrices

nilpotentes.

Une matrice nilpotente étant de trace nulle, tout élément de N est de trace nulle comme
combinaison linéaire de matrices nilpotentes. On a ainsi vérifié par double inclusion que N
est le sous-espace vectoriel formé des matrices de trace nulle (noyau de Papplication tr).

O

Correction de ’Exercice 29

Retour a ’énoncé

1. f% n’etant pas I’application nulle, il existe z tel que f2(z) # 0.

Vérifions que (z, f(x), f>(x)) est libre. Soient (a, b, c) tels que az + bf(z) + cf*(z) = Op. En
composant par f2, comme f3(x) = f*(z) = Op, on a alors af?(x) = Op et f3(x) étant non
nul, @ = 0. 1l reste bf(x) + cf?(x) = Om. En composant par f, bf?(z) = Og donc b = 0; puis
comme il ne reste que cf*(z) = 0g, c = 0.

(z, f(z), f*(x)) est une famille libre & 3 éléments : c’est une base de E.

(f(z), f?(x)) est donc une famille libre de Tm(f), le rang de f vaut au moins 2. De plus,
f?(x) est élément non nul du noyau, donc la dimension du noyau vaut au moins 1. Par le
théoréme du rang, le rang de f vaut 2.

2. Procédons par analyse-synthése.

Soit u un vecteur directeur d’une droite D stable par f; comme f(u) est élément de D, il
existe A tel que f(u) = Au.

En écrivant u dans la base précédente, on a alors :

{u = az + Bf(z) + 7, ()

flu) = af(x)+Bf*(x)
Aa=0
Comme Pécriture dans une base est unique ¢ A3 =« . On remarque que
Ay =P

AN#0=a=0=v=0

u étant un vecteur directeur de D, il est non nul donc 'une des composantes est non nulle,
aussi A = 0 ce qui implique f(u) = Og soit & = B = 0.  est alors non nul, D est la droite
engendrée par f2(z). Si une droite est stable, cette droite est le noyau de f.

Le noyau de f étant stable par f, cette droite est I'unique droite stable par f.

3. Soit P un plan stable par f et y un élément de P n’appartenant pas a D : d’aprés la
question précédente, f(y) est non nul et non colinéaire & y; de plus, P étant stable, c’est un
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élément de P, (y, f(y)) est une famille libre de P de dimension 2 : c’est une base de P.
f2(y) est élément de P donc il existe (a, 8) tel que f%(y) = ay + Bf(y); comme f3(y) = 0g

0r = af (y) + Bf2(y) = Bay + (a+ B*) f(y)

aussi fa = a + % = 0 ce qui impose & = 8 = 0. On a donc f%(y) = 0; y est élément de
Ker(f?).

4. Cherchons les sous-espaces propres suivant leur dimension. Le seul sous-espace de dimen-
sion 0 est {Og} stable par f. Le seul sous-espace de dimension 3 est E stable par f.

Par la question 2, la seule droite stable est D = Ker(f).

Par la question 3, les plans stables sont inclus dans F = Ker(f?). Ce sous-espace contient
f(x) et f2(x) qui en forment une famille libre. ' est donc de dimension au moins 2 mais
comme f2 # 0, ce n’est pas E. C’est donc un plan et le seul plan stable possible; f et f2
commutant, il est bien stable par f.

On peut aussi remarquer que c’est 'image de f.

Ainsi, les sous-espaces stables sont {0z },Ker(f), Ker(f?) et E.

Correction de I’Exercice 30
Retour a I’énoncé

1. Cette question est une question de cours.

Soit x tel que x = p(z); comme p(x) est élément de Im(p), = est élément de Im(p) .
Réciproquement soit  un élément de 'image de p; par définition, il existe un élément y tel
que z = p(y) ; comme p> = p (définition d’un projecteur) on a alors :

p(z) =popy) =ply) ==

ce qui prouve que tout élément de 'image est invariant par p. On a ainsi vérifié que :
Im(p) = {z € E,p(z) = z}.

2. Par composition a droite par u et décalage d’indice :

1 n ln—l ln—l
k 1-k k1 —k k —k
qouzfg uopou™t :fE uopou"* =uo fE u"opou” .
n n n
k=1 k=0 k=0

Or le terme pour k = 0 est pou™ = p = u" o p puisque u" = idg donc

n—1 n—1 n
1 k n—t 1 k n—k 1 k n—k
— E u opou = - + E U opou = — E u opou =
™ =0 i n <p k=1 g = ! !

ce qui prouve que g et © commutent.
Par récurrence sur i, on prouve alors que ¢ commute avec u' pour i > 1.

e Initialisation : cette derniére a été vue dans le début de la question gou = uoq.
o Heérédité : soit i > 1 tel que (*) u’ o g = gou’. Alors :

i+

1 _ i +1
u'og=uou ogq

= woQgou =qgqouou =qou
q q q
par (%)

L’hérédité est donc démontrée.
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On a donc vérifié que ¢ commute avec toutes les puissances de u.
3. Soit z € E. Pour tout k entier naturel p o u*(z) = p (u*(z)) € Im(p) = V et comme V'
est stable par u, u o pou”(x) est élément de V.

1o & —k - o
Comme ¢(z) = — E u” opou” "(z) est une combinaison linéaire d’éléments de V sous-
n
k=1

espace vectoriel de E, g(x) est élément de V. On a ainsi vérifié que Im(q) C V.
Par la question 1, on a alors comme g(z) est élément de V' pour tout z

poq(z) =p(qa(z)) = q(x)
soit po g = q.
1 _
4. Calculons ¢2. Par définition de ¢, ¢ = — Zuk opou” ko q. Comme ¢ commute pour
n
k=1

tout k € [1,n] avec u" " :

1« 1w
2 k n—k k n—k
== u’opogou == u"opou =q.
¢’ =—> u'opog ~> utop q
k=1 k=1
pPog=p
q est un projecteur.
Soient = un élément de F et k un entier naturel de [1,n]. Comme p(x) est élément de V et
que V est stable par u, u" " o p(x) est élément de V et par la caractérisation de V' vue en
premiére question p o u™ ¥ o p(z) = u"F o p(z) soit pou ¥ op=u""*op. On a alors :

1« _ 1< _ 1
qu:;ZukOPOUH kop:EZukoun kop:EZunop:p.
k=1 k=1 k=1

5. Soit x € V. Par ce qui précéde, x = p(z) = q (p(z)) € Im(g) ainsi V' C Im(g). L’inclusion
réciproque ayant été démontrée en question 3, V = Im(g). Comme 'image et le noyau d’un
projecteur sont supplémentaires, on a prouvé que Ker(q) est un supplémentaire de V. g et u
commutant, Ker(q) est stable par u.

O

Correction de I’Exercice 31
Retour & I’énoncé

1. Soit = € Ker(f) + Ker(f? +id) : il existe y € Ker(f) (soit f(y) = 0) et 2z € Ker(f* +id)
(soit f2(z) = —z) tels que z = y + 2.

Comme f(y) = 0, f(z) = f(z) et f2(2) = f2(2) = —zety=2—2 = 2 + f3(z). Si la
décomposition existe, elle est unique. Donc

S = Ker(f) + Ker(f? + id) = Ker(f) @ Ker(f> +id) .
Soit € E. Posons y = = + f2(z) et 2 =2 —y = — f*(x).
On a alors f(y) = (f + f%)(z) = 0; y est élément de Ker(f). De plus :
(f* +id)(2) = —f*(2) = f*(x) = —f o (f* + f)(x) = 0
Aussi 2 € S et donc S = E.

2. Comme f n’est pas ’application nulle, son noyau est de dimension au plus 2 et ses
supplémentaires donc Ker(f2 + id) sont de dimension au moins 1.
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Ker(f? + id) contient donc des vecteurs non nuls. Soit « 'un d’eux. Comme f et f2 + id
commutent, Ker(f? 4 id) est stable par f : f(x) est élément de Ker(f? + id).
Vérifions par ’absurde que (z, f(x)) est libre. Si f(x) est colinéaire & z, il existe a réel tel

que f(z) = azx et alors f?(x) = a®z or f*(z) = —z donc a® = —1 ce qui est absurde car
a € R. Ainsi (z, f(x)) est une famille libre de Ker(f? + id).
3.

a. Soit V = Ker(f*+id) et d sa dimension : alors (f|v)* = —idv donc det(f|v)? = (—=1)%.
Comme les carrés sont positifs, d est pair. Le seul nombre pair autre que 0 inférieur a 3 est
2.

b. Ker(f? + id) est donc de dimension 2. Soit x1 un élément non nul de cet espace
vectoriel(z1, f(x1)) en est une base d’aprés la question précédente.

Comme supplémentaire de V', Ker(f) est de dimension 1 : soit zo un élément de Ker(f).
Comme concaténation de bases d’espaces supplémentaires, B = (zo, 21, f(21)) est une base

de E; compte-tenu que f(f(z1)) = f?(x1) = —x1, la matrice de f dans la base B est
0 0 O
A=10 0 -1
01 0
c. Si g commute avec f, il commute avec f2 et avec f2 + id donc les noyaux de ces appli-
a 0 O
cations sont stables par g. Ainsi la matrice B de g dans B est de la forme B= [0 b ¢
0 d e

On a alors fet g commutent si et seulement si

0 0 0 0 0 O
AB=|0 —-d —-e|=BA=]|0 ¢ -b
0 b c 0 e —d
ce qui équivaut a b =e et ¢ = —d.
Les endomorphismes du commutant sont les endomorphismes dont la matrice dans la base
a 0 O
Best delaforme [0 b ¢ | avec (a,b,c) € R
0 —c b
a O
Si u? = f, u appartient au commutant de f. Soit B= |0 b ¢ | sa matrice dans la base
0 — b
a’ 0 0
B.Onaalors BE=| 0 b —c® 2bc | et
0 —2bc b2 =2
a’=0
BP=A= (b —-c=0
2bc = —1

V2

soit a = 0 et b:—c:iT.
Remarque : la restriction de u au plan engendré par les deux derniers vecteurs de la base B
est une rotation d’angle de mesure :N:Z.
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Correction de ’Exercice 32

Retour a I’énoncé

1. Comme il n’ y a pas de droite stable, il n’y a pas de vecteurs propres donc le polyndéme
caractéristique de u n’a pas de racines réelles : son degré n est pair.

2. Soit z non nul. z n’est pas vecteur propre, u(x) n’est pas colinéaire a x aussi (z, u(z)) est
une famille libre et engendre un plan. L’image de ces vecteurs de base appartient a ce plan
puisque u?(z) = —au(z) — bz. Ce plan est stable par u et la restriction de u & ce plan a pour

. . 0 —-b
matrice dans la base (z,u(z)) la matrice A = (1 >
—a
3. On recherche les plans stables par u de la forme précédente.
Posons n = 2p et prouvons par récurrence pour 1 < k < p lexistence de vecteurs

(z1,--- , k) tels que (z1,u(z1), - ,xk, u(zk)) est une famille libre de F.

e Initialisation : Soit z; non nul. Il a été vu précédemment que (z1,u(x1)) est libre et
que IT; = (z1,u(x1)) est stable par u.
e Hérédité : Supposons que pour k compris entre 1 et p — 1 il existe (x1,--- ,zg) tels
que (z1,u(z1), -+ , Tk, u(zk)) est une famille libre de E. Posons II; = Vect(x;, u(x;))
k
pour 1 <j<ketS,= &Il
j=1
Comme dim(Sy) = 2k < 2p =n, Sk # E; il existe xx+1 ¢ Sk.
Le plan IIy41 = Vect(xgt1,u(zrs1)) est stable par v d’aprés la premiére question.
Comme intersection de sous-espaces stables, Si N I1x4+1 est stable par u. Ce sous-

espace de Ilxy1 n’est pas de dimension 2 car zx4+1 ¢ Sk et n’est pas de dimension 1
par hypotheése sur w. Il est donc réduit a {0}, Sk et Ilx11 sont en somme directe et

(z1,u(z1),  * , Tht1,u(zk+1)) est une famille libre de E
On a ainsi prouvé que pour 1 < k < p, il existe une famille (z1,---,zx) tels que
(z1,u(x1), - , 2K, u(zx)) est une famille libre de E. En particulier, pour k = p, on a trouvé

une famille libre maximale donc une base de E et en reprenant les notations précédentes,
p
E= &1,
j=1
Dans cette base, d’aprés la premiére question, la matrice de u est diagonale en blocs, formé
de p blocs égaux a A.

O
Correction de I’Exercice 33
Retour a ’énoncé
1. Les sous-espaces triviaux R" (de dimension n) et {0,---,0} (de dimension 0) sont stables
par tous les endomorphismes.
Soit e = (1,---,1). Pour tout o, us(e) = e; e est fixe par tous les endomorphismes u, donc

il en est de méme de la droite D (de dimension 1) qu'’il engendre.

n n
De plus, si sz = 0, par permutation des coordonnées , pour tout o de S, Zma(i) =0.
=1 i=1

n
L’hyperplan H d’équation Z z; = 0 est stable par toutes les applications u,.

=1
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R™ — R
L’application ¢ : (@i, n) ix de R™ dans R est une forme linéaire de noyau
2y yn K3
i=1
H. Comme ¢(a,0,---,0) = a son image est R. Par le théoréme du rang, H est donc de

dimension n — 1.

2. On désigne par e; le i—éme vecteur de la base canonique de R™ (sa coordonnée numéro 4
vaut 1 et toutes les autres sont nulles).

Soit F' un sous-espace de R™ autre que {0,---,0}. Soit v = (v1,v2, -+ ,v,) élément de F.
Soient i et j deux nombres distincts de [1,n] et 75 ; la transposition échangeant ¢ et j. On
a alors 75 ;(v) — v élément de F' (comme combinaison linéaire d’éléments de F') ; or :

Ti,(v) —v = (v —vi)(ei —e;) .

Si F n’est ni {Og} ni la droite D (définie en premiére question), F' contient au moins un
vecteur dont toutes les coordonnées ne sont pas égales. Soit v un tel vecteur et (i,7) un
couple d ’indices tels que v; # vj, e; — e; est élément de F car colinéaire a 75 ;(v) — v.

Pour tout k différent de i, 7;x(e; — e;) = e; — e est élément de F'. La famille 7 des n — 1
vecteurs e; — ex avec k # i est une famille libre de F' : F' est de dimension au moins n — 1.
De plus e; — ey, est élément de H donc Vect(F) = H; aussi H C F. Si F est de dimension
n—1, F = H et si F est de dimension n F = R".

Les sous-espaces trouvés en premiére question sont les seuls sous-espaces stables par toutes
les applications u,.

O

Correction de I’Exercice 34
Retour & I’énoncé

1. Toutes les colonnes de A sont proportionnelles & sa premiére colonne car si C; désigne la
j-iéme colonne C; = jCi. C étant non nulle, le rang de la matrice est 1. Par le théoréme
du rang, le noyau (sous-espace propre associé a 0) est de dimension n — 1 et a pour équation

n
> gz =0.
j=1
La somme des valeurs propres (dans C) comptées avec leur multiplicité est égal a la trace
soit

“L nn+1)2n+1
f= 37 = nlnt Den+
j=1

s est la derniére valeur propre de multiplicité 1. Un vecteur propre associé & une valeur
propre non nulle appartient & 'image. AC; = sC}.
En conclusion, il y a deux valeurs propres 0 de sous-espace propre associé ’espace de dimnsion

n—1 (hyperplan) d’équation Zj:rj = 0 et s de sous-espace propre associé la droite engendré
=1
’ n(n+1)(2n+1)
)
2. Soit Cj la la j-iéme colonne de B,, U le vecteur dont toutes les coordonnées valent 1
et V celui dont la i-éme composante est i. On remarque que C; = (a+j)U + V. U et V
forment une base de I'image. Par le théoréme du rang, le noyau est de dimension n — 2. Le

par C;. Le polynoéme caractéristique de A est donc xa = =™ * (1; -

rang du systéme B, X = 0 étant 2, il suffit de garder les deux premiéres lignes (qui ne sont
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pas proportionnelles) :
(a+2)z1 4+ +(a+1+5)z;+ -+ (a+1+n)z, =0
(a+3)z1 4+ (a+24+j)z;+ -+ (a+2+n)z, =0
soit en remplacant la seconde ligne par la différence des deux équations :
(a+2)z1 4+ (a+1+j)z;+ -+ (a+1+n)z, =0
Tit+-tTit+tT,=0

Les vecteurs propres n’appartenant pas au noyau vérifient Bo X = sX avec s non nul; ce
sont donc des éléments de 'image. Soit X = zU +yV 'un d’eux. Les images de U et V sont

N n(n+1)
B.U = ngl C; = (na+ 3 WU +nV

Ry _(nn+a  nr+1)2n+1) n(n+1)
BaV—;l]C]—( 4 . v+ Sy

Aussi BoX = sX avec (z,y) # 0 si et seulement si le systéme

n(n+1) nn+1)2n+1)
<na+#fs)x+fy =0
n(n+1) sy —0

nz + ( 3

a une solution non nulle ce qui équivaut a dire que son déterminant A est nul. Or :

n*(n+1)
12

n*(n+1)(n —1)

(B(n+1) —2(2n+1)) = s°—n(a+n+1)— T2

A = s*—n(a+n+1)s+

n*(n® —1)
3
0 étant valeur propre de multiplicité au moins n — 2, ces deux valeurs propres sont simples

A = 0 admet deux racines non nulles g a+n+1=+ \/(a +n+1)2+

et les sous-espaces propres associés sont de dimension 1.

n’(n+1)(n — 1))).

Ainsi xp = 2" 2 (2 —n(a+n+ Dz —

12
O
Correction de I’Exercice 35
Retour a ’énoncé
T
Soit X = un vecteur propre associé a la valeur propre s. Le systéme AX = sX
Tn

devient :
—sx1+x2=0

Tp—1— 8Tk + Tp41 =0 sik €2,n—1]
Tp—1— STp =0

Soit en imposant xop = Tpt+1 =0, :

Vk € [[l,n]],:rk,1 — sz +xk41 =0.
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Commencons par chercher les valeurs propres réelles. L’équation caractéristique de cette
récurrence double est t> — st + 1 = 0 de discriminant § = s> — 4. La forme des solutions
dépend du signe de 6.

e 57 =4 donc s = +2. La racine est t = ¢ et il existe a et b tel que xx = (an + b)e. Le
systéme zo = Tn+1 = 0 impose a = b = 0. 2 et —2 ne sont donc pas valeurs propres.

e 5% > 4 :I'équation caractéristique a deux racines réelles distinctes t; et to; il existe
deux réels a et b tels que
Vk, xx = aty + bts .

La condition zo = 0 impose a = —b donc zp+1 = a(t7™' — t7™') .Comme #it2 = 1,
les deux nombres sont de méme signe ; aussi, n+1 = 0 si et seulement si a = 0. Il n’y
a pas de valeur propre réelle telle que |s| > 2.

e |s| < 2:Téquation caractéristique a deux racines complexes conjuguées

t = sriva- ‘247t2 et ta =t1.
Soit 6 = arccos(g) €]0,x[; Alors t; = €' et to = e ; il existe deux complexes a et
b tels que
Vk, 1 = at’f + bt’zc .
La condition 2o = 0 impose b = —a d’ol z;, = 2iasin(kf). La condition z,+1 = 0 avec

a # 0 est vérifiée si et seulement si sin ((n+ 1)0) = 0. Comme 6 €]0, x|, les valeurs

km km
de 6 possibles sont données par 0 = avec k € [1,n] et s = 2cos .
p Pt e = 1 [1.m] g (n + 1)
Les si étant deux a deux distincts, il y a n valeurs propres réelles, ce sont les seules. Le
sin(0y)
sin(20x)
sous-espace propre associé & sy est la droite de vecteur directeur X =
sin(nfg)
Ayant n valeurs propres distinctes, la matrice est diagonalisable.
O

Correction de I’Exercice 36
Retour a I’énoncé

1. Si a =0 ou b = 0, la matrice est diagonale de diagonale nulle. Son polynéme caractéris-
tique est X" et est donc de la forme voulue.

On suppose dans la suite de la question que a et b sont non nuls.
Cherchons les valeurs propres de A. s est valeur propre si et seulement si il existe X non nul
tel que AX = sX. La ligne k de ce systéme est donc :

k—1 n
(Lk): — ) bxj+ sz — Z ar; =0
j=1 j=k+1
la premiére somme étant vide pour £ = 1 et la derniére pour £ = n. On obtient

un systéme équivalent en remplacant dans ce systéme chaque ligne Lj par Ly — Liy1
pour 1 < k < n — 1, ces opérations étant indépendantes. Aussi AX = sX équivaut a
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(s+b)axr—(s+a)zpr1 =0pour 1 <k<n-—1

= Si s = —b, les n — 1 premiéres lignes

donnent alors xp = 0 pour k > 2 et la derniére devient —bx; = 0 soit z1 = 0. —b n’est pas
valeur propre.

. s+a
S 7b =
187'é , Tk 3 b

s+ a
s+b

n—k
ZTi+1 aussi xp = ( ) T, pour k < n. On a alors :

S EETC: t SRR Y e Y c el (e
i = sia = pry
o s+b -1 a—>b (s+b)nt

et la derniére équation multipliée par (s + b)"~' devient :

—b(s4+a)” +b(s+b)""(s+a)+ (a—b)s(s +b)"*

n:0
a—>b w

X est non nul si et seulement si x, # 0. s est valeur propre si et seulement si

_ —b(s+a)*+b(s+b)" Hs+a)+(a—b)s(s+b)"! _ a(s+b)" —b(s+a)" .

0
a—b>b a—b

Les valeurs propres de A sont donc les racines de a(s+b)" —b(s+a)™ = 0 ce qui équivaut a

s+b :g

L’équation s + a = ay(s + b) admet une racine puisque ax # 1 donnée par si =

n
<s + a) a4 # 1. Le complexe % admet n racines n—iémes distinctes ax pour 1 < k < n.

bar — a

1—an
Ces nombres sont des racines de x4 polynome caractéristique de A ; étant au nombre de n,

degré du polynome caractéristique de A, ce sont les seules et elles sont de multiplicité 1;

aussi
a(s+b)" —b(s+a)”
a—>b

XA =A

a(s+b)" —b(s+a)"
a—b
2. Si b =0, la seule valeur propre est 0 et a étant non nul, la dimension du noyau différe de

mais x4 étant unitaire, A = 1. On a ainsi démontré que x4 =

la multiplicité dans le polynéme caractéristique : A n’est pas diagonalisable.
Sib#0, Aan valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.

Correction de ’Exercice 37
Retour a ’énoncé
1.

a. M est de rang au plus 1 toutes ses colonnes étant proportionnelles & C. Si C' est non
nul, 'une des colonnes est non nulle et le rang de C est 1 et si C est le vecteur nul, M
est la matrice nulle de rang 0. Le noyau est au moins de dimension n — 1. Le polynéme
caractéristique est donc X™ (X — tr(C)) soit X" (X — Za?).

j=1

b. Si C =0, M est la matrice nulle qui est diagonale (donc diagonalisable).

. 2
Supposons maintenant C non nul et posons s = E aj.
j=1

Distinguons différents cas
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e s # 0 : Les valeurs propres sont 0 de multiplicité n — 1 égal a la dimension du noyau
sous-espace propre associé et s valeur propre simple dont l’espace propre associé est
nécessairement de dimension 1 : la somme des dimensions des sous-espaces propres
est n, M est diagonalisable.

e s =0 :le corps de base est C; 0 est une valeur propre de multiplicité n alors que le
sous-espace propre associé est de dimension n — 1 : M n’est pas diagonalisable.

2.

a. Soit s valeur propre non nulle de AB : il existe X € M, 1(K) tel que ABX = sX.
sX étant non nul, BX # 0. En multipliant & gauche par B on obtient BABX = sBX. BX
est vecteur propre de BA pour la valeur s. Toute valeur propre non nulle de AB est valeur
propre non nulle de BA.

En échangeant les roles de A et B (et de n et p), toute valeur propre non nulle de BA est
valeur propre de AB.
AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles.

b. On recherche un couple de matrices M; et My dont les déterminants de M7 My et Mo My
sont X? det(X 1, — AB) et X" det(XI, — AB), expressions de produits qui font penser & des
calculs en blocs. Soit les matrices carrées d’ordre n + p suivantes

~A XI B XI
My = ") et My = p

—-AB+ X1, —BA+ X1 XB
MiMs = ( + Op ) et MaoM; = ( + P )

Alors :

B XI, 0p XTI

Ces deux matrices ont méme déterminant. Or det(Mi1Mz) = XPdet(XI, — AB) et
det(M2M;) = X" det(X I, — BA). On obtient bien ainsi la relation voulue.
Dans le cas ot n = p, on a alors :

X" det(XI, — AB) = X" det(X I, — BA)

ce qui aprés simplification par X prouve que AB et BA ont méme polyndme caractéristique.
c. Soit A= C et B=CT donc p=1. BA est le réel s. D’aprés la question précédente,
on a alors :

Xdet(XI, — M) =X"(X —s)

et on retrouve le fait que le polynome caractéristique de M est X" (X — s).

Correction de I’Exercice 38
Retour & I’énoncé

1. Cherchons les valeurs propres de n; Soit s une valeur propre et x un vecteur propre
associé. n* (z) = s*x pour tout entier naturel k; ce qui peut étre démontré par récurrence.
En particulier s?z = n?(z) = 0; et comme z est non nul, s? = 0 ce qui impose s = 0. 0 est la
seule valeur propre de n. Son polynéme caractéristique est un polynéome de degré p, unitaire
n’admettant que 0 comme racine : c’est XP”.

Aussi pour tout complexe z, det(zidg — n) = zP. En choisissant z = —1, on obtient

det(idg +n) = (—1)P det(—idg — n) = (—1)2p =1.
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1 1

2. u+n=wo(idg+u~

Comme u et n commutent, uon = nowu et en composant & gauche et & droite par u™
1 1

on) = uo(idg +v) avec v = u~ ' on. Montrons que v est nilpotent.

1
’

on;u~! et n commutent. Aussi pour tout k, v* = (u=1)* o n*.

on obtient nou™" = u~
Si n? = 0, v? = 0 donc v est nilpotent et par la premiére question, det(idg + v) = 1; par
conséquent

det(u + n) = det(u) det(ide + v) = det(u) .

Correction de I’Exercice 39
Retour a I’énoncé

1. Si AX = sX alors par récurrence immédiate sur k, A*X = s*X. On a alors

k—1 v

(A" +> ;AT X = P(s)X =0

3=0
Si s est une valeur propre de A et X un vecteur propre associé a s, X est non nul et donc
P(s)=0.
Dans les applications qui suivent, on va cerner les racines possibles puis le polynéme caracté-
ristique étant scindé dans C, utiliser le fait que la somme des valeurs propres comptées avec
leur multiplicité est égal & la trace et le produit au déterminant de la matrice considérée.

2. D’aprés la premiére question, les valeurs propres de A sont racines de
Px)=a2" -2 +22 =x(> —2+2).

Le trindme intervenant dans cette expression a un discriminant négatif; P a donc comme
racine réelle 0 et deux racines complexes conjuguées. La seule valeur propre réelle possible
est donc 0. Le polynoéme caractéristique de A est réel de degré 5 impair; il a donc au moins
une racine réelle : ce ne peut étre que 0. 0 est valeur propre de A : A n’est pas inversible.

3. D’aprés la premiére question, les valeurs propres de A sont racines de
P(x) =2® —32° + 22 = x(x — 1)(x — 2) .

Les valeurs propres réelles ou complexes de A appartiennent & {0,1,2}. A étant inversible,
les seules valeurs propres possibles sont 1 et 2. Le polynoéme caractéristique étant scindé dans
C:

Xa=(X-1I(X 27"
ot p € [o,5] (0 si 1 n’est pas valeur propre et 5 si 2 n’est pas valeur propre).
Ainsi tr(A) =p+2(5—p) =10 —p donc p =2 et xa = (X — 1)*(X — 2)3.
4. Les valeurs propres de A sont racines de P(z) = 2® — 22% + 2 = z(z — 1)%. Ses seules
valeurs propres possibles sont donc 1 ou 0. Le polynome caractéristique de A est donc de la
forme ya(z) =2(x —1)""Pavec0<p<nettr(A)=n—peN.

5. D’aprés la premiére question, les valeurs propres complexes de A sont racines de

Px)=2"-z—1.

1 1
Etudions les variations de P sur R. P’(z) = 42" — 1 de racines réelles & i/; = :I:E. Soit s

1
I'une de ses racines. Comme s* = T P(s) = —% — 1 et comme |s| <1, P(s) <0.
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1 1
On a ainsi le tableau de variations suivant (en posant s31 = ———= et s = —=) :
( p 1 \/i 2 \/5)
T -00 S1 S2 —+00
P'(x) + 0 - 0 +
P(s1) ~+00
—00 P(s2)

P(s1) et P(s2) étant négatifs, P n’a qu’une racine réelle positive o > sz et simple (P’ ne s’y

annule pas).

1
4 = 1= P(z) = —% — 1 # 0), toutes les

racines complexes de P sont simples; de plus, P étant réel, elles sont 2 & 2 conjuguées;

P et P’ n’ayant pas de racines communes (z

soient a, B et 5,y et 7 ces racines. Ce sont les seules valeurs propres possibles de A. Soit p la
multiplicité de o dans le polynéme caractéristique de A (éventuellement nul si « n’est pas
valeur propre de A) , ¢ celle de 8 (et donc de B) et r celle de « et de son conjugué. On a
alors :
det(A) = a”(8B)"(v)" = o’ |B*"|7|*" > 0.

6. D’apreés la premiére question, les valeurs propres de A sont racines de

Px)=z'+2°+22° +z+1= (> + 2+ 1)z +1).

: S 1 V3 = .
Les seules valeurs propres possibles sont donc ¢,—i, j = —3 + 27 et j. Soit p > 0 la
multiplicité de ¢ (et de —¢) dans le polynéme caractéristique de A, et g > 0 celle de j et son
conjugué. On a donc
xa(z) = (@* + 17 + 2 + 1)

ce polynome étant de degré n, n = 2p + 2q; n est pair. De plus tr(A) = pi —pi +qj +qj =
—q € 7.
7. D’apres la premiére question, les valeurs propres de A sont racines de P(z) = 22+ z+1.

Seuls j et sont conjugués sont racines de P. Le polynome caractéristique de A étant réel et
scindé dans C, il est de la forme

Xa= X2+ X +1) = (X —j)"(X - j)

donc n = 2p (n est pair), det(A) = 75" =let tr(A) =p(j +j) = —p= _n

Cherchons une telle matrice lorsque n = 2 de trace —1 et de déterminant 1. La matrice

- 1
A= 1 0) convient. On vérifie que A2 + A; + I, = 0.
Soit A, une matrice diagonale en blocs( formée de p blocs A1) et ailleurs des blocs de 0.
A 0 .- 0
0
A, =
A1 0
0o --- 0 A
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A, répond a la question pour n = 2p.

Correction de I’Exercice 40
Retour & I’énoncé

1. La relation Vi, Zai,j =1 équivaut &4 AU =U ou U = | . |. U est donc vecteur propre
j=1

associé a la valeur propre 1.
X1

Z2
Soit X = | . | un vecteur propre de A associé a 1 et k un indice pour lequel z;, = max(z;).

Tn

Comme AX = X la ligne k£ donne

n n
T = E Ak,;T5 = E ak,j Tk
j=1 j=1

soit
n
Zak,j(xk —x;)=0
j=1

Tous les termes de cette somme étant positifs ou nuls , ils sont nuls Vj, ak,;(xr —z;) =0 et
comme ay ; > 0, zx = x; donc X = z,U. Le sous-espace propre associé a la valeur 1 est la
droite engendrée par U.

1

T2
2. Soit A une valeur propre complexe de A. Comme précédemment, Soit X = . un

Tn
vecteur propre de A associé A 1 et k un indice pour lequel |zx| = max(|z;|). Comme AX = X,
la ligne k& donne

n
() Az = arm;
i=1

d’ot1 par inégalité triangulaire :
n n
o) k] <Y anglas] <7 anlan| = |oxl
j=1 j=1

Comme zj # 0 (car X # 0), on obtient bien |[A\| < 1.
3. Si |A] = 1, dans (xx), il n’y a que des égalités donc pour tout j, |z;| = |zx|. Posons
x; = ' Ay ; Péquation (x) devient 1 = Z ax,je'* . En prenant la partie réelle , on obtient

j=1
alors :

n n n
Zak,j = Zak,j cos(ay) <= Zak,j(l —cos(a;)) =0;
j=1 j=1 Jj=1
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ce qui est possible si et seulement si pour tout j, cos(a;) = 0 donc z; = Axy, et en particulier
Tk = Axy soit A =1 (puisque xy est non nul).

O

Correction de ’Exercice 41
Retour a I’énoncé

1. On rappelle que tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension n > 1
admet des valeurs propres et des vecteurs propres.

a. a = =0: u et v commutent donc v commute avec u — Aidg pour tout complexe
A. Soit A une valeur propre de u, le sous-espace propre associé Ey(u) = Ker (u — Nidg) de
dimension non nulle est stable par v; ’endomorphisme induit de v & ce sous-espace admet
un vecteur propre xo qui est vecteur propre de v et vecteur propre de u car il appartient a
E)\(’u,).

b. 3=0et a#0: Siu(z) =0,

u(v(z)) =vou(z) + aulx) =0

donc v(x) est dans le noyau de u. Le noyau de u est donc stable par v.
Supposons ce noyau réduit a {0} ; u est alors inversible et

1 1 .
v—u ovou=u (uov—vou)=caidg

Or tr(u~'ovou) = tr(uou™" ov) = tr(v) donc tr(v—u"'ovou) = 0 et tr(aidg) = na # 0.
Par I’absurde, on a vérifié que le noyau de u est de dimension au moins 1; comme il est stable
par v, v induit sur ce noyau un endomorphisme qui admet au moins un vecteur propre; ce
vecteur propre est vecteur propre commun a u et v.

c. a et § non nuls. On a alors

B B

B.\_ —
(u—i—av)ov vo(u—l—av)—uov vou—ao(u—i—av)

D’aprés le deuxiéme cas étudié, v+ é'U et v ont un vecteur propre commun z; il existe (A, u)

Bu

tel que (u + gv)(m) = Az et v(z) = pz donc u(z) = (; + /\) x; c’est aussi un vecteur

propre de u.

2. Démontrons par récurrence sur n = dim F que deux endomorphismes de E qui
commutent sont trigonalisables dans une méme base.

e Initialisation : pour n = 1, toute base constituée d’un seul vecteur convient.

e Hérédité : supposons la propriété vérifiée pour n — 1 > 1. Soit £ un espace vectoriel
de dimension n et u et v deux endomorphismes de F qui commutent.
D’apreés la premiére question, ils ont un vecteur propre commun y tel que u(y) = ay
et v(y) = by. Soit E1 un supplémentaire de D = Vect(y) dans FE et p la projection sur
F1 de direction D. u; = powu et v1 = powv sont des endomorphismes de F;. Vérifions
qu’ils commutent. Soit  un élément de E, u(z) = ay + u1(z), donc

vou(z) = aby +v(ui(z)) = povou(z) =vi oui(x)

De méme u; o v1(z) = pouow(x) et comme u et v commutent u; 0 v = v1 0 u;.
Par hypothése de récurrence, comme dim E; = n — 1 il existe une base de E;
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(z1, -+ ,zn—1) dans laquelle u; et v1 ont une matrice triangulaire. Soit T, (respec-
tivement T,) celle de u; (respectivement v1). u(x) — ui(x) et v(z) — vi(x) étant des
éléments de D, dans la base B = (y,z1, - ,Zn_1), on obtient :

M, = Matg(u) = (O a1 ) ;u> et M, = Matg(u) = (0 a1 ;v)
n—1, u n—1,1 v

ot L, et L, sont des éléments de M1 ,—1(C). Ces deux matrices M, et M, sont bien
triangulaires.

On a ainsi vérifié par récurrence que deux endomorphismes d'un C— espace vectoriel de
dimension finie qui commutent sont trigonalisables dans une méme base.

O

Correction de ’Exercice 42
Retour a I’énoncé

On peut remarquer que Ker(®) est le commutant de p et contient déja p et idg : 0 est donc

valeur propre.
Soit B une base de E adaptée a la décomposition E = Im(p) @ Ker(p). Dans cette base,

I”‘ r,n—r
P = Matg(p) = <O 007 )

ou 0p, 4 représente la matrice nulle de dimension (p, g) et 0, la matrice nulle d’ordre p.
Soit f un endomorphisme propre associé a la valeur propre s. Soit F' la matrice de cet

F = Mats(f) = (A B)

endomorphisme dans la base B.

Cc D

ot A e M, (R), BE Mrn—r(R),CE Mp_r,(R) et DE M;,_(R).
®(f) = sf équivaut alors & PF — FP = sF soit :

A B \ (A Onr\_ (0. BY_ (A B
On—r,r On—r,n—r C On—r o 70 On—'r = C D

Ceci équivaut donc a

sA =0,
sB=0B
—sC=C
sD = 0,_r

Sis ¢ {0,1,—1}, la seule solution est F' = 0 aussi les seules valeurs propres possibles sont 0,
let —1.

Sis =0,B =0rp- et C =0p_prr, Aet D sont quelconques. L’espace propre associé
a la valeur propre 0 ,Lo(®), est 'ensemble des endomorphismes de matrice dans la base

B <0 A OTE_T . L’application de M, (R) x M,,_(R) dans Lo(®) qui a (A, D) asso-

A Or,n—r

cie 'endomorphisme f tel que Matg(f) = (O D

> est un isomorphisme donc
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dim Lo(®) = dim(M,(R) x Mp—-(R)) = r* + (n — 7)?

Sis=-1,A=0,, B=0rp—r, D =0,_r et C est quelconque. L’espace propre associé &

la valeur propre —1 ,L_1(®), est 'ensemble des endomorphismes de matrice dans la base B
Or Orpn—r
C  On_r

Sis=1,A=0.,C =04—rr, D =0,_r et B est quelconque. L’espace propre associé a

. Il est isomorphe & M,,_, (R) et est donc de dimension n(n — r).

la valeur propre 1 ,L;(®), est ensemble des endomorphismes de matrice dans la base B
O B

On—rr  On—r

® est diagonalisable ; deux arguments possibles :

. Il est isomorphe & M, ,_.(R) et est donc de dimension n(n — r).

e Toute matrice se décompose dans la somme Lo(P) + L_1(P) + L1(P)

e La somme des dimensions des sous-espaces propres est

rP4+2rtn—r)+(n—r)?2=+n—r)7°=n>=dim(L(E))

Correction de I’Exercice 43

Retour & ’énoncé

) . 414 z w41
1. f étant continue sur [0, 1], comme pour tout élément z de [0, 1], 5 et
de [0,1], T(f) est définie et continue sur [0, 1].

On vérifie aisément que T est linéaire :

sont éléments

Ve € [0,1], T(af + 9)(z) = oT(f)(x) + T(g)(x) -

T est bien un endomorphisme de F.

Une fonction f appartient au noyau si et seulement si

r+1

Ve €01, F(F5—) = —£(5) -

La fonction z — sin(27z) convient. Le noyau n’est pas réduit a la fonction nulle; 0 est valeur
propre de T'. Le spectre de T' contient au moins 0.

2. Commengons par regarder les petites valeurs de n :

soit T2(f) (@) = 1 S ()
k=0
3 3
Ainsi T2(f)(2) = iZﬂm;%) ot T2(f)(250) — iZf(”l; 2% 4
k=0 k=0
3 1 L x+k
BUDEIWE =
Montrons par récurrence sur n que Vz € [0,1], T"(f)(z) = Qin Z_ f(x;k)
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e Initialisation : la formule est vérifiée pour n € {0,1, 2,3} d’aprés la définition de T et
les calculs précédents.

e Hérédité : Supposons la formule vraie pour n > 3. Alors
' z + 2k
PG -5 3 (55 -5 1 (5),

2k avec 0 < k < 2™ — 1 décrit tous les nombres pairs strictement inférieurs a 2"+!.

En remplagant = par x + 1 :
on_qon_

2k +1
2n Z Z'f x+2n+1+ )

k=0 k=0

()"

2k + 1 avec 0 < k < 2™ — 1 décrit tous les nombres impairs strictement inférieurs a
2"t ainsi
21L+1

T () ) = Z FEEE

On a ainsi démontré par récurrence que pour tout entier naturel n et tout réel z € [0,1],

" x—i—k
T zn Zf :
3.

a. Dans T"(f)(0) on reconnait une somme de Riemann associée a la fonction f sur le

segment [0,1] aussi lim 7" ()(0) = / ",

() - T (N0 = L S ( b 1) -

k=0

Par I'inégalité des accroissements finis, si M est un majorant de |f’| sur [0, 1], pour tout k :

x+k k x
— < —
SRS - | <M
et par inégalité triangulaire
Mx

IT"(£)(@) =T (N)O0) < -

Cette derniére inégalité prouve que lim T”(f)(m)—T"(f)(O) = 0 et ainsi pour tout = € [0, 1],
n—o0
1
lim T"(f)(z) = / ft)dt.
b. Si1 est valeur propre, il existe une fonction autre que la fonction nulle telle que T'(f) = f
donc pour tout n, T"(f) = f et

Jim T(1)(@) = 1) = [ 70

donc f est une fonction constante. Toute fonction constante vérifie T'(f) = f. Ainsi 1 est
valeur propre et le sous-espace propre associé est ’ensemble des fonctions constantes (espace
vectoriel de dimension 1 engendré par la fonction fo : z — 1).
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c. SiT(f) =X, T"(f) = A" f. Comme T"(f) a une limite lorsque n tend vers l'infini, si f
T (f)) |
fwo)

suite (A™)" est convergente donc X €] — 1,1]. Si |[A| > 1, A n’est pas valeur propre.
d. Comme fo 5)dr = 2f1/2 t)dt par le changement de variable affine ¢t = g et

n’est pas l’application nulle, il existe zo € [0, 1] tel que f(xo) # 0. Comme \" =

1
fo () de = 2f1/2 t)dt par le changement de variable affine t = %, on obtient que

[ @ = [ s

1
Comme A # 1, A €] — 1,1[ et lim A" = 0, aussi im 7" (f) = 0 soit / f)dt =0.
0

pour toute application de F

4.

a. Par régles de dérivation classique :
awy =1 (rG+r (5) =12

b. si T(f) = Af, on a alors par dérivation T(f’) = 2\f’. Aussi si A # 1, f' est non nulle
et 2 est valeur propre. 2) est donc valeur propre si A # 1. Donc si A # 1, 2\ €] — 1, 1] soit

Ae =]~ 3, 3], Ainsi Sp(T) € {1}U] - 7, 5]

/
Cherchons f non nulle telle que T'(f) = g alors (T'(f)) = % soit f' = T(f'). f n’étant pas

associé a la valeur propre 1, elle n’est pas constante donc f’ est non nulle; f’ est vecteur
propre pour la valeur propre 1 donc f’ est constante de valeur a # 0, il existe a et b tels que
1

f(z) = axz+0b . De plus comme / f(t)dt = 0 soit ngb = 0. Ainsi f(z) = a(z—3) = afi(z).
0

Vérifions que fi1 est vecteur propre :

()@ =5 (5= 5+t = 5) =36 3) = 3h@)

1 . . .
5 est valeur propre et le sous-espace propre associé est la droite engendrée par fi. On a

. 1
vérifié que 5 est dans le spectre.

5.

a. Soit I, =] — !

n on
1
P(n) : si X est valeur propre, soit il existe p < n tel que A = % soit A € I,.

[. Par récurrence sur n, on prouve alors la propriété suivante :

La propriété a été vérifiée aux ordres 0 et 1 dans les questions précédentes.

Supposons la vraie a lordre n. Soit A une valeur propre; alors A = 1 ou 2\ est valeur
propre. Par hypothése de récurrence, 2\ = op Avec p >n (A= zpﬁ) ou 2\ € I, (ce qui
équivaut a A € I,+1). On a bien vérifié que soit A = — avec p < n+ 1 soit A € I,,41 ce qui

oY)
est P(n + 1). La propriété est donc vraie pour tout n.

. . .. .
b. Par récurrence, on a ainsi montré que soit A est de la forme o soit il appartient a

tous les intervalles I,,. L’intersection des I,, étant réduite a {0}, les seules valeurs propres
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1
possibles sont les réels de la forme o ou 0.

On a déja vérifié que 0, 1 et 5 étaient valeurs propres et que les sous-espaces propres associés

R 1, . . ) 1
alet 3 étaient des droites. Par récurrence sur n, montrons que \,, = on est valeur propre

et que le sous-espace propre associé est une droite vectorielle.

e Les questions 3.b et 4.b fournissent 'initialisation pour n =0 et n = 1.

1
e Supposons que A, = - avec n > 1 est valeur propre et que le sous-espace propre
associé est une droite vectorielle engendrée par f,.

Cherchons f non nulle telle que T'(f) f- f n’est pas constante et par la question

= 2n+1
4.b, f' (qui est non nulle) est associé a la valeur propre A, donc il existe a tel que
f' = afn. Soit F,, une primitive de f, ; alors il existe 3 tel que f = aF,, + 3. Comme

f est d’intégrale nulle sur [0, 1] (question 3.d),

[ =a(F, */0 Fo)oafntt

fn+1 est donc la primitive de f, dont I'intégrale sur [0, 1] est nulle.
Vérifions que fn+1 est une application propre associée & \,+1. Par ce qui précéde :

T(fosr) — 2" frn =2T(fa) = 2" fr = 0.

T(fnt1) — 2" fni1 est une fonction constante d’intégrale nulle par la question 3.d ;
elle est donc nulle; ce qui prouve que \,+1 est valeur propre et que le sous-espace
propre associé est une droite vectorielle engendrée par fr41.
—+oo
On a ainsi vérifié par récurrence que le spectre de T est U {27;} U{0} et que les sous-espaces
=0
propres autres que le noyau sont des droites Vectorielleg.

O

Correction de I’Exercice 44
Retour & I’énoncé

La matrice A étant triangulaire, son polynéme caractéristique et H(X —ap p). Ce polyndme
p=1

étant scindé et a racines simples, A est diagonalisable et ses valeurs propres sont ses termes

diagonaux. il existe une matrice P inversible telle que

CL171 0 e 0
0 az 2 0
P 'AP=D=
An—1,n—1 0
0 0 Unon
On remarque que a;, , = —1 soit D" = —I,,; d’olt P 1A"P = D" = —1I, ce qui donne

A" =pPD"Pl=_1,.
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Correction de I’Exercice 45
Retour a I’énoncé

A admet comme polyndéme caractéristique (X —1)?(X —2)%. Ses valeurs propres sont 1 et 2;

elle est diagonalisable si et seulement si les sous-espaces propres associés sont de dimension
2.

A-I, =

o O O
o o 9
= a o
= 0 0

0 0 O

Le rang de cette matrice vaut au moins 2 puisque les deux derniéres lignes sont in-
dépendantes. Si a # 0, la premiére ligne est indépendante des deux derniéres : le
rang de la matrice est 3 et le sous-espace propre de A associé & 1 est de dimension 1
par le théoréme du rang; si a = 0, les deux premiéres colonnes sont nulles; le rang ne
peut pas excéder 2 ; il vaut donc 2 et le sous-espace propre de A associé a 1 est de dimension 2.

-1 a b ¢
0 -1 d e
A—-2I4 =
* 0 0 0 f
0 0 0 O

Par un raisonnement analogue, les deux premiéres lignes sont indépendantes et engendrent
la troisiéme si et seulement si f = 0. Le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est
de dimension 2 si et seulement si f = 0.

En conclusion, A est diagonalisable si et seulement si a = f = 0.

Correction de I’Exercice 46
Retour & I’énoncé

1. Soit x. le polynéme caractéristique de u et xj celui de sa restriction a Ej. En travaillant
dans une base adaptée a la décomposition de E, on obtient

p
Xu = H Xk
k=1

donc le spectre de u est 'union des spectres de ces restrictions.
Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé. Dans la décomposition de F,
x se décompose de maniére unique sous la forme :

p
T = E Tk
k=1

oll xy est élément de Ey. On a alors :
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et par unicité de la décomposition, comme u(xy) est élément de Ej, u(xzy) = Azx pour tout
k. Réciproquement, si chaque zj, vérifie u(xy) = Az, il en est de méme de leur somme. On
a donc montré que :

Ker(u — Nidg) = Iél Ker(u|g, — Midg,,)

une partie des sous-espaces de droite pouvant étre réduit & {0} (ceux pour lesquels A\ n’est
pas valeur propre de u|g, ). On a donc pour toute valeur A du spectre de u :

p
dim(Ker(u — Xidp) = Y _ dim(Ker(u| g, — Aidg, )
k=1

et
P
> dim(Ker(u— Nidg) = > Y dim(Ker(u| g, — Xidg, )
A€ESp(u) k=1 XeSp(u)

et en enlevant les sous-espaces de dimension nulle :

> dim(Ker(u— Xidg) =Y > dim(Ker(u|p, — Xidg,)

AESP(u) k=1 XeSp(u|g,)

Comme Z dim(Ker(u|g, — Midg, ) < dim(E}) avec égalité si et seulement si u|g, est
AESp(ulg,)
diagonalisable, on a alors :

P
Z dim(Ker(u — Aidg) < Z dim(Ey) =n
AESp(u) k=1

avec égalité si et seulement si pour tout k , u|g, est diagonalisable. u est donc diagonalisable
si et seulement si ses p restrictions le sont.

2. Le polynéme caractéristique de As est x2(s) = s* — ajas.

Si ai1az = 0, la seule valeur propre est 0. Le sous-espace propre associé est de dimension 2 si
et seulement si A2 est la matrice nulle donc si et seulement si a; = a2 = 0 que le corps de
base soit R ou C. Il reste a étudier dans les cas réels et complexes le cas ol ajaz # 0.

e (Cas complexe : le polynéme caractéristique a deux racines distinctes sur C et As est
diagonalisable.

En conclusion, A; est diagonalisable lorsque K = C si et seulement si aija2 # 0 ou
a; = az = 0.

e Casréel : siajas < 0, Az n’a pas de valeurs propres; elle n’est donc pas diagonalisable.
Si a1az > 0, comme dans le cas complexe, Az a deux valeurs propres distinctes et elle
est diagonalisable. En conclusion, As est diagonalisable lorsque K = R si et seulement
si ajaz > 0oua; =az =0.

3. Soit (e1,: -+ ,en) la base canonique de K" et u ’endomorphisme canoniquement associé a
An. Les sous-espaces vectoriels Vect(e;, ent1—3) sont stables par u. Soient p = ng (n=2p
oun =2p+1), Il le plan engendré par (ex, ent1—x) pour k < p et A la droite engendrée
par ep41 lorsque n = 2p + 1.

On a alors si n est pair, K" = é IT; et si n est impair, K" = é II; & A. On a donc
décomposé 'espace K" en sous—esp;ces stables par l’endomorphismekEzlinoniquement associé
a A,. Par la premiére question, A, est diagonalisable si et seulement si la restriction de
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u & chaque II; Pest puisque lorsque n est impair, la restriction & A espace de dimension
1 est diagonalisable. La matrice de la restriction de w & 7, dans la base (ex,ent+1-%) est

0 an— . . .
< 0 k) matrice étudiée dans la question précédente.
25

e Cas complexe : A, est diagonalisable si et seulement si pour tout k € [1,[5]],
ran—r 7 0 ou ar = an—_x = 0.
e Casréel : A, est diagonalisable si et seulement si pour tout k € [1, |5 |], aran—r >0

ou ar = an_p = 0.

O

Correction de ’Exercice 47

Retour a ’énoncé

1. les relations de récurrence données pour définir les suites s’écrivent matriciellement
Xnt1 = AX,, avec

0 32 0
I
A= % (1) 1
i1 0
Déterminons le polynéme caractéristique de A :
s =30 11 1
_|-s - _ —1)y|-2 1
xa (8) il 81 Li«Li+La+Ls ) 411 81
~1 1 ~1 —1 S
puis en retranchant la premiére colonne aux deux autres :
1 0 0 3 1
xals) = (s=1)|=3 s+3  —1|=(s=1)+06+).
-1 0 s+ 1
A a trois valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable. I1 existe P tel que D = P~ AP
1 0 0
avec D = |0 —% 0 | soit A= PDP™!.
0o o0 -1
1 0 0
2. On a alors pour tout entier naturel, A" = PD"P~! avec D" = |0 (—%)” 0 de
0 0 (-H"
1 0 0
limite E17 = |0 0 0|. L’application linéaire sur M3(R) qui & M associe P~'MP étant
0 0 O

continue, la suite (A™), converge vers Q = P~'FE; 1 P. Comme Eil =Fi1,Q°=0Q. Qest
la matrice dans la base canonique d’un projecteur ¢ de R®.

. . 3
Soit B une base de R® formée de vecteurs propres (Us, Us, Us) associés dans l'ordre a 1, ~1

1 . .. .
et I D’aprés ce qui précéde, on peut choisir pour P la matrice de cette base dans la base

canonique et la matrice de ¢ dans cette nouvelle base est E1,1, projecteur sur Vect(U;) =
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Ker(A — I3) de direction Vect(Usz, Us) = Ker(A + i[;;) @ Ker(A + i]g) =Im(A — I3).

-1 2 0
4
Comme A — I3 = % —1 1 |, on remarque que toutes les colonnes ont la somme de
1 1
< = -1
1 1

leurs coordonnées nulles; ainsi 'image est incluse dans le plan d’équation z +y + z = 0. Par
égalité des dimensions, c’est ce plan.
x
Cherchons le noyau AX = X donne avec X = |y |, z = Zy puis z = —%m +y= 1—76y Q
z
est donc le projecteur sur la droite D de vecteur directeur (%, 1, %) de direction le plan IT
d’équation x +y + z = 0.
3. Comme (A"™), converge et l'application M +— M X, étant continue, (A" Xy), converge
vers QXo projeté de Xo sur D de direction II.
Comme R? = D @11, on cherche la composante de Xo sur D dans cette décomposition. Elle

3
4
est de la forme QXo=A| 1 | et Xo — Qxo € II donne alors
7
16
3 7 35\
a+b+c_A(Z+1+E)_ F
lim an,, Gt bto
ainsi | limb, | =QXo=—————1| 16
. 35
lim e, 7
O
Correction de ’Exercice 48
Retour a I’énoncé
s -1 0
. L. 0 s . 0
1. Le polynoéme caractéristique de B est xp(s) = . On peut le
—1 s

développer suivant la premiére colonne, les mineurs associés aux deux coefficients non nuls
étant des déterminants de matrices triangulaires :

xB(s)=s"—1
Le polynome caractéristique a donc n racines simples (les racines n-iémes de 'unité) : B est

diagonalisable dans M., (C).

2. L’endomorphisme b de C" canoniquement associé a B associe a chaque vecteur ej de la
base canonique le précédent ex_; et au premier e; le dernier e,. Ainsi ’endomorphisme b”
décale les vecteurs de base de p indices, soit bP(e;) = e;—p si i > p et bP(e;) = enyi—p sinon.
On a donc :

A=al, +asB+---+a,B" ' = ZakB’“l
k=1

ce qui se note A = P(B).
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Par la premiére question, il existe une matrice () inversible telle que

s1 0 0
0 S2 0
Q'BQ=D =
. Sn—1 0
0 .- 0 Sn
ol D est la matrice diagonale telle que s, = ¢ . On a alors :
P(s1) 0 0
0 P(s2) 0 :
QTAQ =
P(Snfl) 0
0 0 P(sn)

d’otr :

det(A) = ﬁ P(Sk) =

k=1 k

3. Soit P = Zkafl. On remarque que P est la dérivée du polynéme @ = ZXk. Or
k=1 k=0
() (1-X)Q=1—X""" donc en dérivant :

(%) I-X)P-Q=—-(n+1)X"
L’égalité () évaluée en sj racine n-iéme de 'unité donne alors
1—s)Q(sk) =1—spT' =1—s4

et donc si k # n (soit si # 1) Q(sk) = 1. On obtient alors par () :

(1 —sk)P(sk) =—(n+1)+1=—n<= P(sk) = 1 :T;k
et P(s,) = P(1) = @ - Diout:

= (- tP(1)n" !

-1

k=1 H(l — Sk)
k=1

On remarque alors que

n—1 n—1
X" -1 o
X71:||(X—sk):1+X+---—|—X =) x*
k=1 k=0

n—1

n—1
soit H (X —sx) = Z X", Une évaluation en 1 donne
k=1 k=0

n—1

H(l—sk):n

k=1
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Ainsi .
n"T 1
det(A) = (—1)" 1%
O

Correction de I’Exercice 49
Retour a ’énoncé

1
1.Casn=1: M = Cll de polyndéme caractéristique (Xfa)2 —1. Les valeurs propres de

a

A sont donc a+1 et a—1. M a deux valeurs propres distinctes : elle est donc diagonalisable.
Cas général : A est diagonalisable donc il existe une matrice inversible telle que P"*AP = D

matrice diagonale d’éléments diagonaux di,dz2, - ,dn).
. P O e _ p! O
Soit Q = (O P> d’inverse Q71 = < 0 P1> ; alors
D I
My =Q'MQ= "
1 =@ MQ (In D)

Si u est 'endomorphisme associé & M dans la base canonique de R?", M représente le méme
endomorphisme dans une base B1 = (v1, " ,Un, Unt1,** ,V2n). Pour tout j € [1,n], le plan
IT; engendré par (vj, vn+j) est stable par u et la restriction de u a ce plan a pour matrice dans

d;i 1
la base (vj, vn;) la matrice | ) dont on a vu en préalable qu’elle était diagonalisable.

d;
11 existe donc une base (wj, wn+;) de II; constituée de deux vecteurs propres de u. Comme
n
R* = @ II,, (w1, ,Wn,Wnt1,- - ,W2,) est une base de R*™ formé de vecteurs propres de
j=1
u; u et donc toutes ses matrices et notamment M sont diagonalisables.

2. On peut commencer par calculer le polynéme caractéristique de B mais cela ne donnera
que le spectre de B et pas les sous-espaces propres de B.

A
On peut remarquer que r = rg(B) = rg( ( ) =rg(A). Ainsi le noyau de B est de dimension

A
2n —r = n + dim(Ker(A)). 0 est donc valeur propre .

X
a. Soit s une valeur propre de B. Il existe X = ') avec X et X éléments de M., (R)
2

tels que BX = sX,ce qui équivaut a A(X1 + X2) = sX1 = sXo.
0 est valeur propre de B et le sous-espace propre associé est constitué des vecteurs
X .
< X 1+Y ol X; est quelconque et Y appartient au noyau de A.On retrouve le résul-
—Al
tat précédemment obtenu.
Sis#0, X1 =Xz et 2AX; = sX1; s est valeur propre de B si et seulement si g est valeur

. . X
propre de A et Es(B) le sous-espace propre de B associé a s est constitué des vecteurs <X1>
1
ot X1 est élément de E's (4).
b. Le noyau de B, sous-espace propre associé a 0 pour B est en isomorphisme avec
X1

R™ x Ker(A) par I'application qui a (X1,Y") associe X4y ; il est donc de dimension
-X1
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n + dim(Ker(A)).

E(B) a méme dimension que le sous-espace propre Es (A) associé & A pour % par l'isomor-
X1

X1

Ainsi si S* est le spectre de A éventuellement privé de 0 :

d= Y dimEy(B)= ) dim(Es(A))+ dim(Ker(A4)) + n
seSp(B) sES*

phisme X; —

d = 2n si et seulement si
n= Y dim(E,(A))+dim(Ker(4)) = > dim(E,(A))
sES* seSp(A)
B est diagonalisable si et seulement si A Dest.

3. On reprend les mémes notations que dans la question précédente. Le systéme BX = s X

)(22: 8)(1 )(22: S)(l
<~
.A)(1::S}(2 14)(12282)(1

X est non nul si et seulement si X7 I'est. Ainsi s est valeur propre de B si et seulement si s

équivaut a :

2

est valeur propre de A. De plus, le sous-espace propre Es(B) associé est formé des vecteurs

X .
< Xl ot X, appartient au sous-espace propre FE,2(A) de A.
SA1

X
L’application de E.2(A) dans Fs(B) qui a X; associe Xl > étant un isomorphisme, ces
SA1

deux espaces ont méme dimension. Chaque valeur propre o strictement positive de A améne
deux valeurs propres pour B, /0, dont les sous-espaces propres ont méme dimension que
le sous-espace propre de A associé a o ; le noyau de B a méme dimension que le noyau de A,
dimension non nulle lorsque 0 est valeur propre des matrices et les valeurs propres négatives
de A ne donnent aucune valeur propre de B. Si S*(A) désigne les valeurs propres strictement
positives de A et , on obtient alors que

d= > dim(E,(B))=2 ) dimE,(A) + dim Ker(A)
s€Sp(B) oesSt
Comme Z dim E,(A) + dimKer(A) < n (avec égalité si et seulement si A n’a pas de

cest
valeurs propres négatives)

d= Y dim(E,(B))< > dimE,(A)+n<2n
s€Sp(B) oes+

d = 2n si et seulement si Z dim E;(A) = n c’est & dire si et seulement si A est diagonali-

oceSt
sable et que toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

Correction de I’Exercice 50
Retour a I’énoncé

Pour montrer I’équivalence des trois propositions, on va prouver successivement que (a) =
(b), puis (b) = (c) et finalement (c) = (a)
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e (a) = (b) : Soit x¢ tel que F = (zo, f(z0),..., " *(x0)) engendre E; cette famille
est donc une base de E étant génératrice minimale.
Soit (ao, - ,an—1) n complexes tels que

En évaluant en xo, on obtient :
n—1
aor +arf(z) + -+ an_1 f" (wo) = Z arf*(z0) =0
k=0

et compte-tenu du caractére libre de F, tous les ay sont nuls. la famille idg, f,..., f**
est libre dans L£(E)

e (b)) = (c) : Soit B = (e1, -+ ,en) une base de E formée de vecteurs propres de f.

n—1
Soit (ag, - ,an—1) n complexes tels que Z arf* = 0. Cette égalité équivaut a
k=0

n—1
. k
Vi, ) anf*(e;) =0
k=0
Si s; est la valeur propre associée & e;, f*(e;) = she;. Ainsi
n—1 n—1
Zakfk =0<=Vjy, Zaks;? =0.
k=0 k=0

Terminons cette démonstration par contraposition. Si les s; ne sont pas deux a deux
distincts , alors le spectre de f est constitué de p valeurs distinctes o1,--- ,0, avec

p
1 <p<n. Soit P= H(X — o1); Ce polynome est de degré au plus n — 1 et admet

k=1
P

pour racines les valeurs propres de f. Si P = E arzx”, on a donc par ce qui précede :
k=0

P
Z Oékfk =0
k=0

la famille (idg, f,--- , f7) est liée ainsi que (idg, f,- -, f™ ') comme surfamille de la
premiére. On a prouvé que non(c) = non(b) soit par contraposition (b) = (c).

e (¢c) = (a) : On suppose que f a n valeurs propres distinctes. Soit B = (e1,- -+ ,en)
une base de E formée de vecteurs propres de f, e; étant associé & s;. Soit = un vecteur
de E de coordonnées (xi,--- ,x,) dans cette base. f*(z) a alors pour coordonnées
(s, - ,zF) dans cette méme base. La famille F = (z, f(z),---, f" *(z)) est une
base de F si et seulement si le déterminant dans la base B de cette famille est non

. . . . . j—1
nul. Ce déterminant a comme terme ligne ¢ colonne j z;s] ~ :

Ty e )
. . . n

dgt(]:): i - xpsTh . :Hggiv(sh... ,Sn)
. i=1

T - e
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ot V(s1,- -, 8n) désigne le déterminant de Vandermonde de (s1,--- , s») qui est non
nul puisque les n valeurs propres sont distinctes. Ainsi detp(F) est non nul si et
se;zulement si les coordonnées de x dans la base B sont toutes non nulles. Le vecteur

Z e; convient. On a ainsi trouvé un vecteur x tel que (z, f(x), ..., f~*(z)) engendre
j=1
E.

O

Correction de ’Exercice 51
Retour a I’énoncé

Procédons par analyse synthése.

Soit f une fonction de R™ dans lui-méme solution (donc f(x) > O pour tout = > 0).
Introduisons la suite définie par up = = et unt1 = f(un). On a alors unt+2 = f o f(un) et
donc en appliquant la relation & u,, pour tout entier naturel non nul :

Un+2 + Un+1 — 6un =0
Cette suite vérifie donc une relation de récurrence linéaire d’équation caractéristique :
+s5—6=(s—2)(s+3)=0

11 existe deux réels a et b tels que u, = a2™ 4+ b(—3)".

Si b est non nul, on a alors u, ~ (—3)"b, la suite (u,), ne garde pas un signe positif pour
tout n. Comme pour tout n, un = f(un—1) > 0, nécessairement b = 0.

On a alors u, = a2" et comme uyo = z, un, = 22". En particulier u1 = f(x) = 2z. Si une
fonction convient, c’est la fonction x +— 2.

Vérifions que cette fonction convient. f o f(z) = f(2z) = 4z et donc pour tout =z > 0 :

fof(@)+ f(x) = 6x;

Le probléme a une unique solution, la fonction x — 2z.

Correction de ’Exercice 52
Retour a I’énoncé

1. Toute symétrie vérifie s? = idg et il y a une infinité de symétries.

2. Si u? = a, u et a commutent. Soit M la matrice de u dans la base canonique. Le terme
(4,7) de MAest Osij=1et m;;_1sij>2. Leterme (¢,5) de AM est 0sii=mn et mit1,;
si ¢ < n. Aussi en posant m1,; = m;, on obtient que M et A commutent si et seulement si il
existe (mq,--- ,my,) tels que :

0 ma mao
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2
mi  2mime
0 m3 ’

Le bloc des deux premiéres lignes et deux premiéres colonnes de M? est alors <
La relation M? = A impose alors m? = 0 et 2m;ms = 1. Ces deux équations sont incompa-
tibles; Péquation M? = A n’admet pas de solution. a n’a pas de racines carrées.

3. u? = 0 équivaut a dire que Pimage de u est incluse dans le noyau. Soit r le rang de u et
dimension de 'image ; par le théoréme du rang, le noyau de u est de dimension n — r; aussi

siu?=0
n
r<m—r<=r< 5
Soit (e1, ez, - ,er) une base d’un supplémentaire S de N = Ker(u). Par le théoréme de
I’endomorphisme induit, (u(e1), - ,u(er)) est une base de Im(u) que 'on peut compléter en
une base (u(e1), - ,u(er), fr+1, -, fn—r) du noyau. En concaténant cette base du noyau
et la base de S, on obtient une base de E dans laquelle la matrice de A est de la forme
annoncée.
2

4. Soit B une racine carrée de a. L’équation u?> = aidp équivaut a (%) = idg donc

u = (s ou s est une symétrie par rapport a Ker(s —idg) de direction Ker(s + idg). Comme
E =Ker(s —idg) ® Ker(s + idg), s est diagonalisable et u = s l’est aussi.

5. Soit (e1,- -+ ,en) une base de vecteurs propres de a associés respectivement a si,-- - , Sn.
Si u? = a, u et a commutent ; les sous-espaces propres de a sont stables par u. Les valeurs
propres étant distinctes, les sous-espaces propres sont les droites D; = Vect(e;). La stabilité
de D; par u équivaut a dire que e; est vecteur propre de u donc il existe d; tel que u(e;) = d;e;.
u? = a équivaut alors a

Vi, di = si

qui admet deux solutions si s; # 0 et une seule si s; = 0.
Ainsi Péquation u? = a admet 2" solutions lorsque a a n valeurs propres distinctes non nulles
et 2”1 lorsque si a a n valeurs propres distinctes dont 0.

6.

a. Soit e1,- -, e,) une base de vecteurs propres de a associés respectivement & s1,- -+ , Sn.
Soit d; une racine carrée de s; et u ’endomorphisme de E défini par u(e;) = die;. u® et a
coincident sur une base, donc u? = a.

b. La matrice exhibée en question 3 n’a que 0 pour valeur propre (matrice triangulaire
supérieure n’ayant que des 0 sur sa diagonale) et n’est pas la matrice nulle : elle n’est pas
diagonalisable. L’équation u? = 0 admet donc des solutions non diagonalisables.

c. Soit s1, -, sp les valeurs propres de u et F; = Ker(u — s;idg) le sous-espace propre
associé. Comme toute solution de u?> = a commute avec a, les sous-espaces propres de a sont
stables par u et

(u|Ei)2 = SiidEi

La donnée des restrictions de u a chaque F; caractérise entiérement u puisqu’on connait alors
w sur une base de E formée de vecteurs propres de a. Si s; est non nul, u|g, est diagonalisable;
il existe une base B; de F; constitué de vecteurs propres de u. Si 0 n’est pas valeur propre,
la concaténation de ces p bases est une base de E formée de vecteurs propres de w; ainsi u
est diagonalisable.

Si 0 est valeur propre, quitte & permuter les indices, on suppose que s; = 0. Si le noyau est de
dimension 1 engendré par e; , le noyau de a étant stable par u, e; est vecteur propre de u et
u(e1) = die; impose d; = 0 soit d; = 0. On pose alors B1 = {e1}. La concaténation des bases
B; avec 1 < i < p donne une base de vecteurs propres. Dans ce cas, u est diagonalisable.
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Si le noyau est de dimension ¢ engendré par (e1, -+ ,eq), s0it u1 'endomorphisme du noyau
tel que uy(e;) = 0 pour j < g et ui(ey) = e1. ui = 0.

Soit d; une racine carrée de s; pour ¢ > 1 et u endomorphisme de F défini par u|g, = u1
et pour ¢ > lu|p, = diidg,.

u vérifie u? = a, ses valeurs propres sont 0, dg, - - - ,dp et les sous-espaces propres associés
Ker(u) = Vect(e1, - ,eq-1) et les E; pour ¢ > 2. La somme des dimensions des sous-
espaces propres de u est n — 1 (puisque la somme des dimensions des F; est n); u n’est
pas diagonalisable. On a ainsi prouvé que si le noyau de a est de dimension au moins 2, il
existe une solution non diagonalisable. Par contraposition, si toute solution de u? = a est
diagonalisable, a est diagonalisable et son noyau est de dimension au plus 1.

7. Le polynome caractéristique a deux racines s; et so.
Si s1 # s2, on se retrouve dans le cas étudié en question 5. Il existe Py inversible telle que

S1 0 _ , . . ,
A=PF < P, ! en désignant par d; une racine carrée de s;, on a alors

+d, 0 .
X =P Pt
°< 0 id2> 0

Il y a alors 3 solutions si s1s2 = 0 et 4 sinon.

0 S92

Dans la suite, s1 = sa = s et d est une racine carrée de s.
Si A =0, d’apres la question 3, X = 0 ou il existe une matrice inversible P telle que

x=p (Y Y p
0 0

Si A est diagonalisable, A = sl (s # 0), est une matrice de symétrie il existe P inversible

telle que
x—ap(t O )pr.
0 =1

Si A n’est pas diagonalisable, A est trigonalisable ; il existe a # 0 et une matrice P inversible

A:PC ﬁpl
0 s

Le sous-espace propre associé & s étant de dimension 1 et stable par ’endomorphisme de C?

telle que :

canoniquement associé a X, X est de la forme suivante

. a B 1 2 o® Bla+7) -1
X_P<Oq>P aX’_P<O . >P

2 2
a‘=p"=s

On a alors p . Si s = 0, ce systéme n’a pas de solution, on retrouve un cas
Blaty)=a

particulier de la question 2. Si s est non nul, o+« devant étre non nul , ils sont égaux entre

eux. On a donc deux solutions a =y =det = % oua=v=—det = “5d

8. Si a > 0, on se retrouve dans un cas similaire & la question 4 : — est une symeétrie et
«

est donc diagonalisable.
Sia = 0, on a vu en question 3 des endomorphismes non diagonalisables de carré ’application
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nulle.

Si a < 0 et u une solution de u? = a. Soit A dans le spectre de u; il existe = non nul tel que
u(z) = Az et alors u*(x) = A\®z = ax ce qui impose A\?> = « équation sans solution dans R.
u n’a pas de valeurs propres et n’est donc pas diagonalisable.

2

En conclusion, toute solution de ’équation u~ = aidg est diagonalisable si et seulement si

a > 0.
9.

a. On reprend les notations et raisonnement de la question 5. On a donc une base de
vecteurs propres (ei,--- ,e,) de a tels que u(e;) = die; avec Vi, d? = s;. Cette équation
n’a des solutions que si s; > 0. L’équation u? = a avec a admettant n valeurs propres

distinctes admet des solutions si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives et
toute solution est diagonalisable.

5 =5 4
b. Soit A=| 4 -4 4
-3 3 4
1
Les deux premiéres colonnes étant opposées, 0 est valeur propre et Uy = | 1 | est un vecteur
0
propre associé.
1
La somme de chaque ligne est 4 donc Uz = | 1 | est vecteur propre associé a la valeur propre
4.
La somme des valeurs propres étant égale a la trace, la derniére valeur propre est 1. Un vecteur
v . . 4x 4+ 4z = by . 8z=y 9
propre U = | y | associé vérifie soit ; le vecteur Up = | 8
—r+z=-y 8z = 9y
z 1
convient.
1 9 0 0 O
Soit P=]1 8 1|.Onadonc P'AP = [0 1 0]. Daprés ce qui précéde, X =
0 1 1 0 0 4
0 0 0
Pl0o +1 o0 |P"
0 0 +£2
z+9y+z =a
Inversons la matrice P en résolvant le systéme X' = PX soit ¢ o +8y+2 =1 .
y+z =z

Par différence des deux premiéres lignes, y = 2’ — ¢/, puis par report dans la troisiéme
2 = —x' +y' + 2 et enfin par report dans la premiére

r=2 —(—2'+y +2) -9 —y)=-T2"+ 8/ -2
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ainsi P! = ) Il y a donc 4 solutions :
19 0 0 O — 8 -1 0 9 2 -7 8 -1
Xi=|1 8 0 1 0 1—1020821—10
0 1 0 0 2 -1 1 1 0 1 2 -1 1 1
T =7 2
soit X1 6 —6 2| puis
-1 1 2
1 9 1 0 0o 0\ /-7 8 -1 0 9 -2 -7 8 -1
Xo=|1 8 1 01 0 1 -1 0 ]=10 —2 1 -1 0
0 1 1 0 0 -2 -1 1 1 0o 1 -2 -1 1 1
11 —-11 -2
soit Xo =10 —10 —2 | et leurs opposées —X; et —Xo.
3 -3 =2
10. si u?> = —idg, det(u)?> = (—=1)" > 0 donc n est pair. Posons n = 2p.

D’aprés ce qui précéde (question 8), u n’a pas de vecteur propre donc pour tout vecteur non
nul , (x,u(z)) est libre et comme u?(z) = —z le plan engendré par (z,u(z)) est stable par
u. Montrons par récurrence sur k que pour k < p, il existe une famille libre de la forme
(1, xk,u(z1), -, u(zr)).

e Initialisation : pour z1, tout vecteur non nul convient.

e Hérédité : supposons lexistence d’une famille libre (21, - , 2k, u(z1), -, u(zx)) avec
k <p. S =Vect(z1, - ,zk,u(x1), -+ ,u(zg)) est stable par u. Soit xx+1 un élément
n’appartenant pas & S et IIxy; le plan engendré par (zr41,u(xg+1)). S N ki1 est
stable par u comme intersection de sous-espaces stables. Si il contient un vecteur y
non nul, il contient aussi son image et donc le plan engendré par (y,u(y)); c’est donc
ITx+1 ce qui est absurde puisque zx4+1 ¢ S. Ainsi S et 11,41 sont d’intersection réduite
a{0}; (z1, -, Tk, Thy1,u(z1), - ,u(xk), u(zrs1)) est une base de S @ i1 et une
famille libre de E.

On a ainsi montré qu’il existe une famille libre de la forme (z1,-- ,zk, u(z1), -, u(xk))
tant que k < p. Pour k = p, on obtient une base dans laquelle la matrice de u est de la forme
annoncée.

11. On procéde comme en question 6 en décomposant E en sous-espaces propres de a E;
associé & s;; u et ¢ commutant, chaque sous-espace propre F; est stable par u. On étudie
les restrictions de uw a chaque sous-espace propre; cet ensemble de restrictions caractérise
u puisqu’ils définissent u pour les vecteurs propres de a donc notamment sur une base de
E formée de vecteurs propres de a. On désigne par u; la restriction de v & E;. On a donc
u? = s;idp,. Si s; < 0, on a vu en question précédente que cette équation a des solutions si
et seulement si dim(F;) est pair. Pour s; > 0, la solution /s; idg, convient. On a ainsi vérifié
que si a est diagonalisable, ’équation (*) a des solutions si et seulement si tout sous-espace
propre de a associé & une valeur propre strictement négative est de dimension paire.
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Correction de I’Exercice 53
Retour & I’énoncé

1. Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes sont unitaires et deux
a deux orthogonaux. Ainsi A,, est orthogonale si et seulement si

(m? =12 +4(m—-1-v2)?>=5
(—m+24+v2)°+1=5
(m*> = 1)(—m+2+v2)+2(m—-1-+v2)=0

La seconde équation équation conduit & —m + 2 + V2=242s0it m=+v20oum=—4++2

1 2
Si m = V2, Az = % <_2 1> ; il s’agit bien d’une matrice orthogonale de déterminant

1
1; fz est une rotation d’angle arccos (%>

Si m = —4 + /2, la matrice n’est pas orthogonale (les termes diagonaux ne sont ni égaux ,
ni opposés).

2. Comme en question précédente, les deux vecteurs colonnes de A,, étant orthogonaux, la
matrice est orthogonale si et seulement si

1

2 2 _
(m— )"+ (m+5)* =1
soit
2 m 5 1 2 1
— = = ~=1.
m+ 5+ 1 (m+ 4) +t1
, L. V3 .
Il y a deux solutions m = 1 + 5 Pour ces deux valeurs, les termes diagonaux de la

matrice sont opposés , ce sont des symétries orthogonales par rapport & des droites. La
droite de symétrie est l’ensemble des vecteurs fixes et admet donc pour équation

5 1
(m—z)m—k(m—ki)y—ﬂ
soit sim:fiJr?, (=34+V3)2z+ (1+2V3)y=0et sim:f%f§, —~(3+V3)z +
(1—-2v3)y=0.

O

Correction de I’Exercice 54
Retour a I’énoncé

1. Soit vi’ le vecteur unitaire tel que (v7,v7’) est une base B; orthonormale directe de E.
Dans la base Bi, @ s’écrit aﬁ + bv_f’. Toute isométrie est caractérisée par sa matrice dans

la base B;. La condition f(v_>1) =05 impose que la premiére colonne de la matrice soit (Z)

. —b . . b . .
Il y a donc deux solutions (Z > matrice de rotation et <Z > matrice de symétrie
a
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orthogonale. Deux isométries vérifient f(ﬁ) = U3 , une rotation et une symeétrie orthogonale
par rapport & une droite.

2. U et ¥ ont méme norme si et seulement si

m?+4=25
v

etv_f:

w2l

soit m = £+4/21 et les deux vecteurs ont pour normes 5. Les vecteurs 17{ =

5
sont unitaires. Par une isométrie f, f() = U si et seulement si f(u]) = 77 ; aussi il existe

une unique symétrie envoyant U sur U et une unique rotation.
Soit m = ev/21 (ou € € {£1}.

. . —b .
La matrice dans la base B de la rotation est de la forme (Z > et vérifie le systéme
a

suivant :
3a—4b=2
+4a+3b=m
. 6+4m 64 4ev21 —8+3m -8+ 3ev21
soit a = = et b= = .
25 25 25 25

b
La matrice dans la base B de la symétrie est de la forme <Z ) et vérifie le systéme

suivant :
3a+4b =2
—4a+3b=m
—4 —4ev/21 V21
soit a = m_ 6 2; et b= 8 —;sm = 8+ ZZ . On peut vérifier que dans tous

les cas a® + b2 = 1.

3. Soit f un endomorphisme orthogonal de E : soit f est une réflexion c’est & dire une
symétrie orthogonale par rapport & une droite donc le produit d’une seule réflexion soit
f appartient au groupe des rotations. Soit s une réflexion , s o f est un endomorphisme
orthogonal de déterminant —1 : c’est une réflexion. Ainsi

Vs € O(E)\ SO(E), 3s' € O(E)\ SO(E), so f=3s

ce qui équivaut & f = so s’ en composant & gauche par s.
Une rotation est le produit de deux symétries orthogonales par rapport a des droites dont
I'une d’elles est arbitraire ; la décomposition n’est pas unique.

4.

a. Soit v_f un vecteur unitaire de Ap et 172 un vecteur unitaire de As. Une isométrie
vectorielle f transforme A; en As si et seulement si f(v_f) = :I:@; il y a donc deux rotations
et deux symétries orthogonales telles que f(A1) = As. On peut remarquer que les deux
rotations ont des matrices opposées ainsi que les deux symétries.

b. Soit 77 un vecteur unitaire de A; et v3 = r(v1). Soit B; la base orthonormale directe

o1, v},. Dans cette base, 73 a pour coordonnées (cos(6),sin(6)). La rotation r a pour matrice

_ [cos(0) —sin(0)
Ro = <sm(9) cos(6)

b

—a

. . 1 0 .
), la symétrie s; a pour matrice 0 1 et so a une matrice de

la forme
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B étant fixe par s2, on a :

acos(0) + bsin(0) = cos(0)
bcos(f) — asin(f) = sin(h)

soit a = cos?(0) — sin®(#) = cos(26) et b = 2sin(f) cos() = sin(20).
Sp 0 51(17)1) = sz(ﬁ) = cos(29)ﬁ + sin(20)v] = TQ(W) — U4. 82051 et 2 sont deux rotations

qui envoient H sur @ : elles sont donc égales. On a donc sz 0 51 = r2.

Comme (s2 0 51)_1 = s;l o s;l = 51082, 8108y =72,

Correction de I’Exercice 55
Retour a ’énoncé
On remarque que A est symétrique et ses vecteurs colonnes sont deux & deux orthogonaux.
De plus
(12)> 44 +6° = 144 4+ 16 + 36 = 196 = (14)°

Les vecteurs colonnes sont unitaires : ’endomorphisme de R® de matrice A dans la base
canonique est un endomorphisme orthogonal symétrique : c’est une symétrie orthogonale.
Comme ce n’est ni 'identité ni son opposé, c’est une symétrie par rapport & un plan ou par
rapport & une droite. Si c’est une symétrie par rapport a un plan, dans une base orthogonale
1 0 O
adaptée au plan , la matrice sera de la forme [0 1 0 | donc de trace 1 et Si c’est une
0 0 -1
symeétrie par rapport & une droite, dans une base orthogonale adaptée & celle-ci , la matrice
1 0 0
sera de la forme [0 —1 0 | donc de trace —1. Comme tr(A)
0o 0 -1
I’endomorphisme associé & A est une symeétrie orthogonale par rapport & un plan donc

1
= —(124+6—-4) =1
14( 6 ) ’

une réflexion. Les éléments du plan sont ceux vérifiant AX = X, le plan a pour équation
—x 42y —3z=0.

Comme précédemment, On remarque que B est symétrique et ses vecteurs colonnes sont
deux & deux orthogonaux. De plus

(2)2+62 +32 _ 72

Les vecteurs colonnes sont unitaires; ’endomorphisme de R® de matrice A dans la base
canonique est un endomorphisme orthogonal symétrique de trace —1 : c’est une symeétrie
orthogonale par rapport & une droite A dont un systéme d’équations est

—br—6y+32=0
3 —2y —132=0

L’orthogonal de A est ’ensemble des éléments vérifiant AX = —X soit le plan d’équation
3x — 2y + z = 0 : un vecteur directeur de A est (3,—2,1).
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Correction de I’Exercice 56
Retour & I’énoncé

1. On vérifie aisément que les vecteurs colonnes de A sont deux & deux orthogonaux et
comme

8 +1+4°=81=9"=4"+4"+7°
ces vecteurs sont unitaires : A est une matrice orthogonale; f est un endomorphisme ortho-
gonal.
2. Si A est valeur propre de f, il existe un vecteur non nul W tel que f(E?) = \. f conservant

la norme, |A\| = 1; les seules valeurs propres possibles sont +1.Par développement suivant la
premiére colonne :

s|17 1 —4 3
det(A + I5) = <%) -4 13 -7|= (é) (17(169 + 56) + 4(13 4 32) — (=7 + 52)) £ 0
1 8 13

—1 n’est pas valeur propre. Comme le polynéme caractéristique est de degré 3, il admet au
moins une racine : ce ne peut étre que 1. 1 est donc valeur propre.
—r+y—4z=0
Le systéeme AX = X s’écrit ¢ 4z + 5y +7z=0 . En additionnant la premiére équation
z+8y—52=0
et la derniére , on obtient y = z puis en reportant x = —3y. Il s’agit donc d’une droite
de vecteur directeur (3,—1,—1). Le vecteur unitaire de cette droite de premiére coordonnée

1
\/ﬁ(3’ 1,-1).
3. P est un plan orthogonal & la droite Vect(w) stable par I'isométrie f, aussi le plan est
stable par f.
La restriction de f a ce plan n’a pas de valeurs propres (—1 n’est pas valeur propre de f et le

positive est donc W =

sous-espace propre associé a 1 est orthogonal de ce plan) : f|» est une rotation. Dans une
base (W, V') orthogonale du plan orienté par @ (c’est a dire telle que B = (¥, ¥, W) est
cos(#) —sin(d) O
une base directe de R?), f|p a pour matrice Ry et A est semblable & | sin(f)  cos(d) 0
0 0 1
matrice de f dans la base B’. Ainsi tr(A) = 2cos(d) +1 = % donc cos(0) = T
Il reste a connaitre le signe de sin(#) pour déterminer 6. Soit 7 un vecteur non colinéaire a
W de coordonnées (z,v, z) dans la base B’. On a alors

z  cos(f)z —sin(f)y 0
D= dBe,t(Y, FX), @)=y sin(@)z +cos(@)y 0| = sin(8)(« + %)
z z 1

de signe constant (celui de sin(0) puisque (z,y) # (0,0). Or ce déterminant est le méme dans

toutes les bases orthonormales directes. En choisissant X = 4, on a alors
1 1 8 3
D=—+|0 -4 -1|= >0
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. . . . 7 .
Aussi la restriction de f & P orienté par W est une rotation d’angle arccos(1—8). On dit que
f est une rotation de cet angle autour de I’axe dirigé par .

O

Correction de I’Exercice 57
Retour & I’énoncé

1. Comme sous-espaces propres de f, Fy et G sont stables par f et f étant une isomeétrie,
il en est de méme de leurs orthogonaux. De plus, comme F; N Ff‘ est réduit & {0g}, le seul
élément de Ffl fixe par f est Og.

2. Si A est valeur propre de f, il existe un vecteur non nul @ tel que f(W) = A\&. f
conservant la norme, |A\| = 1; les seules valeurs propres possibles sont +1. De plus, comme F
est de dimension 3, le polynéme caractéristique de f est de degré 3; il admet donc au moins
une racine réelle. 1 ou —1 est valeur propre de f : Fy ou Gy n’est pas réduit & {0g}.

3. Si Fy = E, alors f = idg.

4. Fﬁ‘ est une droite stable par f; la restriction de f a cette droite n’admet pas de vecteurs
fixes autre que Og. Tout vecteur non nul de cette droite a pour image un vecteur de cette
droite autre que lui-méme et de méme norme; ainsi si U est élément de Ffl, f(?) =-7.
On a alors FfL C Gy. Comme F est de dimension 2, la dimension de G’y ne peut excéder 1.
On a donc Gy = F}-. f est dons la réflexion (symétrie orthogonale) par rapport au plan Fy.

5.

a. FfL est un plan et la restriction de f & ce plan est une isométrie plane sans élément
fixe autre que O : c’est donc une rotation.

b. Dans une base décrite par D’énoncé, la matrice de f est de la forme

cos(d) —sin(d) O

sin(d)  cos(f) 0 ]. Ainsi tr(f) = 2cos(f) + 1.

0 0 1

c. f transforme (?,7,?) la base canonique de R® en la base (?,?,7) : c’est un

endomorphisme orthogonal. Les éléments (z,y, z) fixes par f vérifient x = y = z; c’est une

1
droite de vecteur directeur %(17 1,1). f est donc une rotation d’angle de mesure 6 autour
1
de Daxe dirigé par . Par la trace, 2 cos(6) + 1 = 0 donc cos(f) = —=.

2
1 - —=
J

Il reste a connaitre le signe de sin(6). Soit & = (i — j) élément de F}- et e =W Ael.

V2
Comme f(e1) = cos(f)et + sin(h)e3
11 -1
) 1 V3
sin(0) = (f(el), &) = det(w, e, f(e1)) = —=|1 -1 0|=-—-2
V3 o 2

. . 2 -
Il s’agit d’une rotation d’angle de mesure f?ﬁ autour de ’axe dirigé par .

6.

a. La restriction de f a l'orthogonal de G}‘ n’admet en dehors de Og ni élément fixes ni
éléments changés en leur opposé : ainsi ij n’est pas une droite (les seules isométries d’une
droite sont 'identité et son opposé). Gy n’est pas de dimension 2. Comme 1 n’est pas valeur
propre, —1 est valeur propre; la dimension de Gy vaut au moins 1. On a vérifié que G est
de dimension 1 ou 3. Si Gy est de dimension 3, f = —idg.
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b. La restriction de f a GJ% est une rotation r sans point fixe autre que Og. Soit 7 élément
de E décomposé en i + Z avec Y € Gy et 7 € GJ% On a alors f(7) = -9 +7(7Z) et
AT =Y +r%(2). f2(Z) = 7 si et seulement si 72(Z) = z. r? n’a des points fixes autre
que O si et seulement si 72 est I'identité ce qui impose si 0 est ’angle de la rotation r que
20 = 0[27] soit @ = kw avec k € Z mais alors r est soit 'identité soit son opposé ce qui est
exclus. Ainsi f2(7) = 7 si et seulement si z € Gy. On a bien vérifié que Gy = Ker(f%—idg).

c. On a vu précédemment que la restriction de f & P est une rotation. Soit (e1,e3)
une base directe de P orienté par W vecteur unitaire de Gy. Dans la base (6_1>,€_2>, @),

cos(d) —sin(d) O
a pour matrice | sin(f) cos(f) 0 |. Soit p la rotation de matrice dans cette base
0 -1

sin(@)  cos(0)
0 0
Soit 2 élément de E décomposé en if + 7 avec ¥ € Gy et Z € P (donc r(Z) € P). On a

alors
f@) == +r(@) et spop(@)=sp(¥+r(Z)=-V +r(Z),

ce qui prouve que s, o p = f De méme :
posp()=p(-¥ +7Z)=-7 +71(7)

ce qui vérifie s,op=f=posp.

0

cos(d) —sin(d) O
0 |. Les restrictions de p et f & P sont égales.
1

d. Soit f =spop=posp. Pour @ élément de PL, sp(p(7)) = —p(@) donc p(T) est
élément de P : P est stable par p; la seule droite stable par p est son axe car p # idg ;
donc ’axe de p est orthogonal & P. Or

2 _ 2
fP=pospospop=p

L’axe de p? est celui de f2; comme p et p* ont méme axe, I’axe de rotation de p est entiérement
déterminé. P son orthogonal est unique. Ainsi sp est entiérement déterminé par la donnée
de f et p= f osp est unique. La décomposition trouvée précédemment est unique.

O

Correction de I’Exercice 58
Retour & ’énoncé
Soient z élément de I'image de Idgp — u. Il existe 2’ tel que z =z’ — u(a’), on a alors :

Yy, (z,y) = (& —u(@),y) = (', y) — (u(z'),y)
Aussi si y est élément du noyau de Idg — u, comme u(y) =y :
(z,y) = (2", y) — (u(@), u(y)) = 0
puisque u conserve le produit scalaire. On a ainsi prouvé que
Ker(Idp — u) C Im(Idp — u)™
Par le théoréme du rang :

dim (Ker(Idg — u)) = n — dim (Im(Idg — u)) = dim (Im(IdE — u)L)
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Ker(Idg — u) est inclus dans Im(Idg — u)* et de méme dimension, les deux sous-espaces
sont donc égaux.

O
Correction de ’Exercice 59
Retour a ’énoncé
Soit U le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées valent 1. Alors
n n
S = Z ai,jzzzai’j:UTAU:<U,AU>
1<i,j<n i=1 j=1
ot (.,.) est le produit scalaire canonique de R™. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
IS| < U 1AV
Comme A est une matrice orthogonale |AU|| = ||U|| = v/n. On trouve bien ainsi I'inégalité
demandée :
> ay|<n
1<i,j<n
avec égalité si et seulement si AU et U sont colinéaires soit AU = +U.
O
Correction de I’Exercice 60
Retour a ’énoncé
Soient (C1,---,Ch) les colonnes de A et B la base canonique de R™. A partir de cette base

de R", on construit une base orthonormale B; de R™ par le procédé d’orthogonalisation de
Schmidt que 'on rappelle :

Cy
€1 = — donc Cl = HC’1H61
[Call
puis par récurrence (e1,- -+ ,ex—1) étant construit;
k—1 k
up = Cy — Z(C’k,ei)ei puis ex = Hu—kH; on a alors Cy = Z<Ck:7€i>ei~
‘ Uk ,
i=1 =1

Ainsi, si B désigne la base canonique de R" :
A =Matg(C,---,Cr) = Matg(B1) Matg, (C1,- - ,Chr)

qui est le résultat attendu puisque U = Matg(BB1) est une matrice orthogonale (changement
de bases orthonormales) et 7' = Matg, (C1,- -+ ,Cy) triangulaire par construction.

Le résultat demeure vrai si A n’est pas inversible mais il faut adapter le procédé d’orthogo-
nalisation précédent. Si la famille des C; n’est pas de rang n, soit F' le sous-espace engendré
par cette famille et r sa dimension.

On pose 1 = inf{i,C; # 0} puis 4, = inf(4, (Ciy, -+ ,Ci,_,, Cj)libre). On remarque que
i > ir—1 donc par récurrence iy > k.

(Ciyy--+,Ci,) est alors une base de F' auquel on peut appliquer le procédé précédent pour
obtenir une base orthonormale (e1,- - ,e,) que 'on compléte en une base orthonormale B
de R".
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Pour tout i entre 1 et n, on peut définir k tel que k = inf(j, (Ciy, -+ ,Cy;,Ci)) est lice;
comme C; ¢ Vect(Ciy, -+ ,Ci_,), k—1 < ip_1 < i < ix donc C; € Vect(er,--,ex) et
k > 4. La matrice des C; dans la base B; est donc triangulaire supérieure. On finit alors
comme précédemment.

O

Correction de I’Exercice 61
Retour & I’énoncé

1. On remarque immédiatement que f(z) = z si (a|z) = 0. 1 est donc valeur propre et le
sous-espace propre associé contient H = DL oil D est la droite engendrée par a.

De plus, f(a) = (1+ala||*)a donc a est vecteur propre associé a la valeur propre s = 1+a/|a||?
qui est différente de 1. Le sous-espace propre associé contient donc D. Comme D et son
orthogonal sont supplémentaires et que la somme des dimensions des sous-espaces propres
ne peut excéder la dimension de E, on a donc deux valeurs propres 1 et 14 a/a||* dont les
Sous-espaces propres associés sont respectivement D' et D.

2. ||f(a)|]| = ||la]| si et seulement si |s| = 1. Comme s # 1, la seule possibilité est s = —1 soit

a= On a alors f|g = idy et f|p = —idp : f est la réflexion (symeétrie orthogonale)

lall?”
par rapport & H.

3. On applique ce qui précéde avec a = (1,2,3). On a alors

2(z + 2y + 32)
14

1
7

La matrice de s dans la base canonique est donc :

s(z,y,2) = (z,y,2) — (1,2,3) = = (62 — 2y — 3z, —2x + 3y — 62, —3x — 6y — 22)

1 6 -2 -3
-3 -6 -2

On vérifie mentalement que cette matrice est bien symétrique, orthogonale et de trace 1.

O

Correction de ’Exercice 62
Retour a ’énoncé
1.

a. Supposons que f? = —idg et f € O(E). On a alors pour tout z, puisque f conserve le
produit scalaire :

2
(@, f(2)) = =(f(=), f(2)) = =(f(2),z)

ce qui, compte-tenu de la symétrie du produit scalaire, donne bien (z, f(x)) = 0.

b. Supposons que f? = —idg et Vo € E, (z, f(z)) = 0.En appliquant cette seconde

propriété & = + f(x) on obtient :
(@+ f(x), f(@) + [*(2)) = (z + f(2), f(z) —x) =0

En développant on obtient :
—(z,z) + (f(2), f(x)) =0

f conserve la norme; c’est donc bien un endomorphisme orthogonal.
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c. Supposons que f € O(E) et Vx € E, (z, f(x)) = 0. Pour tout couple (z,y) :

(fx)+ fly),z+y) =0

et donc en développant {f(z),y) + (z, f(y)) = 0.
En appliquant ce résultat au couple (f(z),y) on a alors :

(f2(@),9) + (f(2), () = —(&,y) + (f(2), f(y)) = 0

f conserve le produit scalaire : c’est donc un endomorphisme orthogonal.

2. comme f? = —idg, (det(f))® = (=1)" oft n est la dimension de E. (—1)" > 0 impose
alors n pair.

O

Correction de I’Exercice 63

Retour a ’énoncé

1. Si ¢;(M) = ¢;(M’), M; étant inversible, en multipliant & droite par M, ', on obtient
M = M'., ¢; est donc injective de G ensemble fini dans lui-méme : c’est une bijection.
L’inverse de ¢; est ¢; ' (M) = MM, '. Pour prouver que G est un sous-groupe de GLq(R) ,
il faut vérifier qu’il contient la matrice I4 et que toute matrice M de G a son inverse dans
G.

#;7" étant une application de G dans lui-méme, ¢ ' (M;) = I, est élément de G. Aussi pour
tout 4, on a ¢; ' (I) = M; " est élément de G.

2. @ est manifestement bilinéaire et symétrique. De plus

n

QUY,X) = = 3 [MX | 2 0

k=1

avec égalité si et seulement si pour tout k, M, X = 0 ce qui équivaut & X = 0 puisque les
matrices M}, sont inversibles.

Soit ¢ € [1,n]. Une autre écriture de Q est

QX,Y) = 1 > (MX,MY).

Mea
Une description de G est 'ensemble des ¢; (M) avec 1 < k < n. Aussi
1 n
QX,Y) =~ > (MM X, MgM;Y) = Q(M; X, M;Y).
k=1
L’application X +— M; X conserve le produit scalaire () : sa matrice M, est orthogonale pour
le produit scalaire Q.

1 — 1
3. PM; = — (M) = — M = P pour tout ¢. Aussi
ngfﬁ( k) n]\;G p

P2:1§ PM, =P
n
k=1

P est une matrice de projecteur.
P est la matrice d’un projecteur orthogonal pour @ si et seulement si Q(PX,Y) = Q(X, PY).
Or :

Q(PX,Y) = % i(MkPX, PY)

k=1
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Soit ¢; I’application de G dans G qui & M associe M; M. Pour les mémes raisons que ¢;, 9;
est bijective. Ainsi pour tout i :

1w 1
MP=>3"g(My)==> M=P
nk:l nMEG

et Q(PX,Y) = Q(PX,PY). En échangeant les roles de X et Y et par symétrie du produit
scalaire
Q(X, PY) = Q(PY, X) = Q(PY, PX) = Q(PX, PY) = Q(PX,Y)

P est un projecteur orthogonal pour Q.

Correction de I’Exercice 64
Retour & I’énoncé

1. Soit A une valeur propre de u et = un vecteur propre associé. Comme u(z) = Az,
l[u(@) ]l = [Alllz]

x étant non nul et u conservant la norme, |A| = 1 soit A = £1.

2. Soit G un sous-espace de E stable par u. La restriction de u & G conserve encore la
norme; ulc est donc une isométrie de G et est donc bijectif. Pour tout élément = de G, il
existe =’ éléement de G tel que 2 = u(z’). Soit y élément de G ; comme u conserve le produit
scalaire :

(z,u(y)) = (u(2), u(y)) = (z’,y) =0
u(y) est encore élément de Gt ce qui prouve la stabilité de G+ par w.

3. Comme somme de deux sous-espaces stables par u, S = E; @ E_ est stable par u. Il
faut prouver que cette somme est une somme orthogonale. Soit (z,y) € F+ X E_; on a alors
u(z) = z et u(y) = —y et comme u conserve le produit scalaire :

(u(@), u(y)) = —(z,y) = (z,y)
I
soit (xz,y) = 0. E4 et E_ sont des sous-espaces orthogonaux donc S = E & E_et

1 €1 1
E=S3F=FE.3E_&F.

F étant l'orthogonal d’un sous-espace stable par u, F' est stable par u. u|r est un endo-
morphisme sans valeur propre réelle (tous les vecteurs propres de u sont dans S) aussi la
dimension de F' est paire puisque son polyndéme caractéristique n’a pas de racine réelle et est
donc de degré pair.

4. Soit A la matrice de v dans une base B de E. Son polynoéme caractéristique n’a pas de
racines réelles et ses racines complexes sont deux & deux conjuguées. Soit « 'une d’elles et

. = = oo V+V V-V
V un vecteur propre associé : AV = aV et AV =aV. Soient V; = ;— et Vo = 5

i
Vi et Vo sont des vecteurs réels tels que V = Vi + iVa. Posons @ = a + ib avec a et b réels;
on a alors

AV = (a+ib)(Vi +iVa) = aVi — bVa +i(aVa + bVi) et AV = aVi — bVe —i(aVa + bV4)

ainsi

AV =aVi — bV et AVa =alVa + bV, .
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Soient v1 et vs les vecteurs de E de matrice V1 et Vo dans la base B. On a montré que
u(v1) = avi — buz et u(v2) = ave + bus.

L’espace engendré par (v1,v2) est donc stable par u. Il reste a prouver qu'il s’agit bien d’un
plan donc que vy et vz ne sont pas colinéaires. Supposons que v et vz sont colinéaires :
V' étant non nul, v; ou vz est non nul et son image lui étant colinéaire, c’est un vecteur
propre de u ce qui est en contradiction avec I’hypothése. Par ’absurde, on a bien vérifié que
Vect(v1, v2) est un plan. La restriction de u a ce plan est une isométrie sans point fixe de ce
plan : c’est donc une rotation.

5. Soit p = dim(Ey), ¢ = dim(E_) et 2r = dim(F).

Prouvons par récurrence sur r que si dim(F) = 2r et qu'une isométrie v de F n’a pas de

vecteurs propres, il existe une base orthogonale de F' dans laquelle cette isométrie a pour
R(61)

matrice :

R(6r)

e Initialisation : Si r = 1, on a démontré ce résultat dans la question précédente.

e Hérédité : Supposons la propriété vraie si dim(F) = 2(r — 1). Soit v une isométrie
de F' de dimension 2r sans valeurs propres. Alors par la question 4, il existe un plan
stable P pour lequel v|p est une rotation et admet donc dans Bp base orthonormale
de P une matrice Ry.. P> est stable par v d’aprés la question 2 et de dimension
2r — 2. La restriction v1 de v & P est une isométrie sans valeurs propres. Par hy-

pothése de récurrence, il existe une base B; de P1 dans laquelle v; a pour matrice
R(61)

. La base B1 U Bp est une base orthonormale de F

R(6,-1)
(comme concaténée de deux bases orthonormales de sous-espaces orthogonaux) dans
laquelle la matrice de v est de la forme attendue.
On a ainsi démontré par récurrence le résultat annoncé.

Soit B, une base de E;, B, une base orthonormale de E_ et E, une base orthonormale

R(61)
de F' dans laquelle la matrice de la restriction de u & F' est
R(6-)

B, U By U B, est une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est

IP
_Iq
R(60)

R(6:)

Si p, ¢ ou 7 est nul, la base correspondante n’existe pas et le bloc correspondant disparait.
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Correction de I’Exercice 65

Retour a ’énoncé

A étant symétrique, par le théoréme spectral, elle est diagonalisable dans M, (R). Soit s
une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. AX = sX donc A2X = s2X et
A3X = s3X. De la relation donnée A% + A% + A = 0 multipliée a droite par X on obtient

(s +s*+5)X =0

et comme X n’est pas nul, 5(32 + s+ 1) = 0. Le trindome n’admettant pas de racine réelle, la
seule valeur propre de A est 0. Comme elle est diagonalisable, elle est semblable & la matrice
nulle, c’est la matrice nulle.

La matrice nulle est la seule matrice symétrique réelle vérifiant A3 + A% + A = 0.

Correction de ’Exercice 66
Retour a I’énoncé

On remarque que la matrice S = AT A— AA7 est symétrique donc diagonalisable. Ses valeurs
propres sont toutes positives ou nulles et leur somme est égale a la trace de S. Or la trace
de S est nulle puisque ATA et AAT ont méme trace. Toutes les valeurs propres sont nulles.
Comme S est diagonalisable, elle est semblable & la matrice nulle, c’est la matrice nulle ce
qui équivaut & ATA = AAT.

O

Correction de I’Exercice 67
Retour a ’énoncé

1. si y est un vecteur, et p un projecteur orthogonal, y = p(y) + z ot (p(y),z) = 0. Aussi :
(y,p(v) = lpW)I* -

2. Soit x un vecteur propre associé a la valeur propre s de p1 o p2 o p1. On a alors, p; étant
un endomorphisme symeétrique :

sl|lz||* = (z,p1 0 p2 0 p1(x)) = (p1(),p2 0 p1(x))

Comme z est non nul, en appliquant la propriété démontrée en premiére question avec le
projecteur p2 et y = p1(x) :
2
_ llp2 omgx)ll >0
[z

De plus par propriété des projecteurs orthogonaux :

S

[p2 0 pr(@)[| < [[p1 (@) < ]|

donc s < 1.
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Correction de I’Exercice 68

Retour a ’énoncé

On rappelle le théoréme suivant :

Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (.,.) et F' un sous-espace vectoriel
de E de dimension finie. pr(z) est 'unique élément yo de F tel que

lz = yoll = min |z — y| .
1. On introduit sur R[X]? Papplication suivante

+oo
(P.Q) = / ¢ P(2)Q(x)dx

PQ étant un polynéme, I’application = — e “P(z)Q(z) est continue sur R™ et négligeable
devant la fonction intégrable = — e~ 2 au voisinage de D'infini : (P, Q) est bien défini.

C’est manifestement une forme bilinéaire symétrique telle que pour tout polynéme P,
(P,P) > 0 avec égalité compte tenu de la continuité, si et seulement si P(x) = 0 pour
tout > 0. P ayant alors une infinité de racines, c’est le polynéme nul. On a bien défini un
produit scalaire de R[X].

Si A = X? comme P = aX + b décrit R1[X] lorsque (a,b) décrivent R?, on cherche donc
a prouver l'existence de infpcg,(x]||A — P||*>. Le théoréme rappelé précédent nous affirme
cette existence, que cette borne inférieure et atteinte en Py = aoX + bo projeté orthogonal
de A sur Rq[X].

Ce projeté est caractérisé par étre un polynéme de degré au plus 1 tel que A — Py est
orthogonal & R;[X] ce qui équivaut a

(A=Po,1)=(A— Py, X)=0
puisque (1, X) est une base de R;[X].

“+oo
Soit la suite «,, définie par v, = / t"e "dt. (a0, bo) est donc solution du systéme
0

aogo1 + aobg = an
(S)
aoaz + a1bg = as

Par intégration par parties généralisées, on prouve que o, = nan,—1 et comme a9 = 1, on
obtient o, = n.
Le systéme (S) devient donc

ag+ob=2
(S)
2a0 +bp =6

soit ap = 4 et by = —2. Le polynéme P, est donc 4X — 2.
De plus, Py et A — Py étant orthogonaux :

IA]I* = [[Pol* + || A = Po?
Ainsi, le minimum cherché m vaut

m = ||A|]* = | Po||® = aa — (16a2 — 1601 + 4ap) = 24 —20 = 4 .

2. On définit sur Pensemble des fonctions continues sur [0, 1] le produit scalaire usuel

(fig) = /0 F®)g(t)dt .
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Soit f la fonction définie sur |0,1] par f(¢) = tIn(¢) prolongée par continuité en 0 par
f£(0) = 0. Soit F Iensemble des fonctions polynomiales de degré au plus 1. Le probléme posé
est alors infyecp ||f — g||*>. Le théoréme rappelé précédent nous affirme cette existence, que
cette borne inférieure et atteinte en g, : t — at + b projeté orthogonal de f sur F.

Ce projeté est caractérisé par étre de degré au plus 1 et tel que f — go est orthogonal & F' ce
qui équivaut a

(f —90,1) ={f =90, X) =0

ot X : t+— t. (a,b) est donc solution du systéme :

) a/ tdt+b/ dt = /f
a/otdt+b/ tdt = /tf

1 . . . . .
Or / t"dt = e Une intégration par parties généralisées sur lintervalle ]0,1] donne
n

0
alors pour n entier naturel :

1 n+41 1 1
I =/ " In(t)dt = {ﬂ} - / =
o n+l |, ., n+1/ (n+1)

Le systéme (S) s’écrit donc :

¢yt
© {2 5 4
373779
1 a ,1 1 a 1 1 1 . 1 1
Commeb——i—g, (§_Z)“_E__§+§_ﬁ aussi (a,b)—(a7—§).

Comme précédemment, le minimum cherché est
m = (f,f) — (g0, 90) -

1
f, ) = / t*In® tdt. Une intégration par parties sur Uintervalle [z,1] avec les fonctions
0 "
uit—Intetv:ite 3 donne alors

/ t* In®(t)dt = [u(t)u(t)]jc—g/ t* In(t)dt

et en faisant tendre x vers 0, tous les termes ayant une limite :

2L 2
De plus
Lt 1)? e ) t—2321"" 7
—— =) dt=— t—2)dt=|———| =—.
/0(6 3) 36 0( ) [ 108 ]0 108

Ainsim—z—L—L
T 27 108 108’
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Correction de I’Exercice 69
Retour & I’énoncé

1. L’application proposée est clairement une forme bilinéaire symétrique. De plus :
= [0+ (=0

avec égalité, compte-tenu de la continuité, si et seulement si f2(t) + (f'(¢))> = 0 pour tout
t € [0,1] donc f = 0. L’application proposée définit bien un produit scalaire sur F.

2. Soit e1 : x > €” et e2 : x +— e ®. On a alors W = Vect(e1,e2). C’est donc bien un
sous-espace vectoriel de F.

V apparait comme l'intersection des noyaux des formes linéaires f — f(0) et f — f(1) :
c’est donc bien aussi un sous-espace vectoriel de F.

Soient (f,g) € V x W. Par une intégration par parties, les fonctions étant de classe C? :

1 1 1
rr Nt _ " _ _ "
/Ofgf[fg]o /Ofg 0T /Ofg

<f,g>:/0 f(g—g”)g: 0

et ainsi

=g’
V et W sont en somme directe et orthogonaux.
Soit f élément de E. Vérifions que f € V @ W. On cherche donc g dans V et (a,b) € R? tels
que
f=g+aer+bea.

g = f —ae1 — bes est élément de E pour tout couple (a,b). De plus, f — ae1 — bes appartient
a+b=f(0)

L qui a une unique solution dans R? (son
ae+be”" = f(1)

a V équivaut au systéme {

L
déterminant est non nul). On a ainsi vérifié que E =V @ W.

3. Soit eg la fonction constante égale a 1 sur [0,1]. On remarque que f € U équivaut a
eo— f €V soit f =ep—gavecgeV.Ona donc

1
inf 2 N2y — inf 2y _ g — gl

it [ = b7 = inf o = )

Par le théoréme du projeté orthogonal, cette borne inférieure est un minimum atteint en
pv(eo) projeté orthogonal de eg sur V et vaut m = ||eo — pv (eo0)]|?.
I?

V et W étant supplémentaires et orthogonaux m = ||pw(eo)||” ot pw(eo) est le projeté

orthogonal de eg sur W ; il s’écrit ae1 + bez ou (voir la question précédente)

at+b=1
ae+be =1

La résolution de ce systéme par substitution ou formules de Cramer donne a = 1i et
e
e . e1 + eez
b= ——. Soit h = =—.
1+e ot pw (<o) 1+e
+ ee2)” + (e1 — eez)? 2 2, 22
B2 p? = (e1 _ .
+ (T+e)? (1+6)2(61 +e"e3)
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d’ou :

mzﬁ(/ole%dt—&-eZ/oleﬁtdt) :m%)Q(eZ—l—eQ(e*Q—l)):%.

Correction de I’Exercice 70
Retour & I’énoncé

1. A, est symétrique réelle donc diagonalisable. Les n — 3 derniéres colonnes sont égales a la
troisieme donc le rang de la matrice est celui de ses trois premiéres colonnes. Celles-ci sont
indépendantes donc A, est de rang 3. La dimension du noyau est donc n — 3 par le théoréme
du rang : 0 est une valeur propre de multiplicité 3.

3 2 1 6 5 3
2. 42=[2 2 1]|etA3=|5 4 2];ainsi B =0. En multipliant pat A? on a alors
1 1 1 3 2 1

pour tout p > 0 :

ARTS —2ABT? AT 4 AR =0
et en prenant la trace

Upt3 — 2Upy2 — 3Upy1 +up =0

avec up = 3, u1 = 2 et uz = 6.

T
X2
3. Soit s une valeur propre non nulle de A, et X = . un vecteur propre associé.
Tn
T1+x2+ -+ T =521
AX = sX donne alors : ¢ 1 + x2 = Sx2
T =sx;pour 3<i<n
. . . T s—1)z
On en tire que z1 = (s — 1)x2 puis pour i > 3, x; = == Q En reportant dans la
S s

premiére équation on obtient :
—2)(s—1
T2 (s-‘r%—s(s—l)) =0

T2 étant non nul puisque X n’est pas le vecteur nul, s est valeur propre non nulle de A,, si
(n—2)(s—1)
que les valeurs propres sont les racines de

Pu(X)=X?-2X’+(2-n)X+n-2.

et seulement si s + — s(s — 1) = 0. En multipliant par —s, on obtient alors

De plus, on peut remarquer que l’espace propre associé & 'une d’entre elles est de dimension

s(s—1)
S
1 puisqu’il est engendré par le vecteur X = s—1 . P, a donc trois racines distinctes
s—1

puisque A,, est diagonalisable et ses racines sont simples.
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1 an ai
a. Le systéme proposé a pour déterminant |1 3, 32|; on reconnait le déterminant de
1 w7
Vandermonde associé au triplet (cu,, Bn,7n). Ces trois nombres étant deux & deux distincts,
ce déterminant est non nul ; c’est un systéme de Cramer qui admet donc une solution unique.
On pourrait la calculer a partir des formules de Cramer ou par les méthodes usuelles mais il
y a plus rapide. Comme les racines de P, vérifient s° = 25> — (2 —n)s+2 —n :

s'=25" —(2-n)s* +(2-n)s=2(25" —(2—-n)s+2-n) - (2—n)s*+ (2—n)s

soit s* = (n 4 2)s? — (2 —n)s — 2(n — 2).
On a obtenu une solution de (S,) (z,y,2) = (—2(n — 2),n — 2,n + 2) et c’est donc 'unique

2—+3n-2
3

solution.
b. P,(z) = 3X? — 4X 4 (2 — n) admet deux racines x; =
_24++/3n-—2
=

<0et

To > 1. Les racines de P, vérifient donc :

an < 21 < Bn < T2 < Yn

Compte-tenu des remarques sur x1 et z2, an < 0 et v, > 1. Comme .S,y =2 —n < 0,
Bn > 0.
On remarque que P, (1) = —1 et P,(0) =n—2 > 0. P, change de signe sur l'intervalle ]0, 1],
cet intervalle contient une racine qui ne peut étre que 3, car vy, > 1.
P,(y/n) = —n+2(y/n — 1) ~ —n. Pour n assez grand, P,(y/n) < 0 donc v, > /n.
P,(vn+1)=nyn+3n+3y/n+1-2(n+2yn+1)—(n—2)(v/n+1)+n—2~n. Pour
n assez grand, P,(y/n+ 1) > 0 donc v, < v/n+ 1.

c. Par I'encadrement précédent, on obtient déja que ~y, ~ +/n. En utilisant le systéme
(Sn), on a:

4
Yn —

Comme 2 ~ n, dans le terme de droite, le terme qui ’'emporte est (n —2)y, ~ny/n. On a

nym =270+ (n = 2)7 —2(n — 2) .

alors : . )
n — NYn ny/n 1
77z_ﬁ: 7 g f_

WBom +vm) " 2nyn 2

. . . o1
ce qui prouve bien que la suite (y», — v/n)n a pour limite 5

Correction de I’Exercice 71

Retour a ’énoncé

1. En appliquant la propriété (P) a (z,x) on obtient que pour tout = (f(z),z) = 0. Si X est
valeur propre de f, il existe un vecteur x non nul tel que f(x) = Az. On a alors :

(f(@),2) = Alz|* =0

soit A = 0. La seule valeur possible est 0.

Si la dimension de E est impaire, xs le polynome caractéristique de f est de degré impair
et admet donc au moins une racine qui ne peut étre que 0 d’aprés ce qui précéde. Si 0 n’est
pas valeur propre, alors E est de dimension paire.
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2. Soit = dans I'image de f et y dans son noyau. Il existe ' tel que x = f(z’). On a alors
avec la propriété (P) :

(z,y) = (f(2'),y) = (', f(y)) =0
Les sous-espaces Im(f) et Ker(f) sont donc orthogonaux, donc en somme directe. Compte-
tenu du théoréme du rang, on a alors :

E =Tm(f) éKer(f) .

De plus, la restriction de f & son image vérifie encore la propriété (P) et n’admet pas O
comme valeur propre : I'image de f est de dimension paire.

3. En appliquant la propriété de I’énoncé au couple (f(z),y) puis (z, f(y)), on obtient :
V(z,y) € E27 —(s(2),y) = (f(), f(¥)) = (f(y), f(2)) = —(s(y), ) .

Ainsi par symétrie du produit scalaire, on a vérifié que pour tout couple (z,y),

(s(z),y) = (2,5(y)) -
s est bien un endomorphisme symétrique.
Comme s = f2 ITm(s) C Im(f) et Ker(f) C Ker(s). En appliquant la propriété () au couple
(f(z),z), on a alors
~(s(2), 2) = |f (@) .
Aussi si s(z) =0, f(z) = 0; Ker(s) C Ker(f). Les noyaux de f et s sont égaux.

Par le théoréme du rang, les images de f et s ont méme dimension et compte-tenu de
Pinclusion Im(s) C Im(f) , ces images sont égales.

4.

a. On a vu précédemment que, pour tout x, —(s(z),z) = ||f(x)||* . Aussi si s(z) = Az
avec A non nul, f(x) n’est pas le vecteur nul et

@I
]2

b. f2(z) = Az implique en composant par f, f3(x) = s(f(z)) = Af(z). f(z) étant non
nul, c’est bien un vecteur propre de s. Ce vecteur n’est pas colinéaire a = puisque 0 est la
seule valeur propre possible de f.

c. (z, f(z)) est une base de F, dont l'image (f(z), —Ax) est constituée d’éléments de Fy :
F, est stable par f.
Soit y un vecteur de F- donc orthogonal & z et & f(z). En appliquant la propriété (P) a
(z,y) puis (f(x),y) on obtient :

—(f(@),y) = (2, f(y)) = 0 puis (2, f(y)) = —(f*(2),y) = —Az,y) =0

f(y) est orthogonal & z et & son image : il appartient a Fj".

d. On a vu précédemment que si x est élément de Fy, il en est de méme de f(z) : E\ est
stable par f.
La restriction fy de f & E n’admet pas 0 comme valeur propre puisque ce sous-espace est
inclus dans 'image de f orthogonal du noyau. fy vérifie encore la propriété (P) pour les
éléments de E : aussi par la question 2, F est de dimension paire 2p.
Montrons par récurrence sur m < p qu'il existe (z1,x2,Zn) deux & deux orthogonaux et tels
que (z1, f(z1),- -+ yTm, f(xm)) est une famille libre de E.
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e Initialisation pour m =1 : On choisit z1 non nul de F) et on a vu que (z1, f(x1) est

libre.
e Hérédité : Soit m < p On suppose connu (z1,Z2," - ,Zm) deux a deux orthogonaux
et tels que Fr, = (z1,--- ,Zp, f(21), -+, f(xm)) est une famille libre de Ex. Comme

2m < 2p, orthogonal de F = Vect(F,,) dans E est de dimension au moins 1 :

m
SOit Tpm+1 un élément de F+*NE,. Comme F = '@1sz’ on a vu précédemment que
j=

f(zm+1) est aussi dans Porthogonal de F car cet élément est dans 'orthogonal de

chaque F;. Ainsi F, est en somme directe orthogonale avec F' : la concaténation

m—+1
de la base de F' (z1, f(x1), -, Tm, f(¥m)) avec la base (Tmy1, f(Tmy1) de Fr,
1
fournit une base de F' @ Fy,, .., donc une famille libre de E.
On a ainsi vérifié I’hérédité de la propriété tant que m < p.
Pour m = p, on a une famille libre maximale donc une base . Ces vecteurs sont deux a deux
orthogonaux d’apreés les questions précédentes. Pour avoir une base orthonormale, il suffit

donc de les normer. Dans les choix successifs des z;, on peut imposer qu'’ils soient unitaires.
On a vu alors que ||f(x)||* = —\. Soit a = v/—\.

On choisit donc By = (z1, f(zl),~~~ e ,mp,@). On a alors f(z;) = a@ et
f <M> = é:rl = —ax; donc la matrice est bien de la forme annoncée.

a a
5. Soit B = (e1,- - ,en) une base orthonormale de E. La i-éme coordonnée de x dans

cette base est (z,e;); ainsi si A est la matrice de f dans cette base a;,; = (f(ej),ei). [ est
antisymétrique implique

aij = (e, f(e;)) = —(f(ei), e5) = —aj.i
A est antisymétrique.

s étant symétrique, ses sous-espaces propres sont en somme directe et orthogonaux deux
a deux. Soit (A1,---, ;) ses valeurs propres non nulles. Soient B; une base orthonormale
de E, décrite dans la question précédente. La concaténation de ces bases et d’une base
orthonormale du noyau si il n’est pas réduit a {0} donne une base orthonormale de E ou la
matrice de A est antisymétrique et tridiagonale. Elle est diagonale en blocs avec des blocs de

taille 2 de la forme _gj et d’un éventuel bloc nul de taille la dimension du noyau.
a;
O
Correction de I’Exercice 72
Retour a ’énoncé
1. Soit w un endomorphisme symétrique positif.
Soit s une valeur propre de u et x; un vecteur propre associé. Comme u(zs) = Sxs,

(u(zs), zs) = s||zs]|® soit
1) s= (u(zs), zs) )
llzs|?
Ainsi si pour tout z de E, (u(z),z) >0, s> 0.
Réciproquement supposons que toutes les valeurs propres sont positives. Par le théoréme
spectral, u est diagonalisable dans une base orthonormale (e1, ez, - , e,) associés respecti-

vement & (81, S2,- -+ , Sn). Pour tout élément = de E, il existe un unique n-uplet (1, ,Zn)
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n
tel que x = Zmiei ; On a alors

i=1
n n n
u(z) = Zmiu(ei) = Zmisiei = (u(z),z) = Z $iT2 .
i=1 i=1 i=1
On a bien alors si toutes les valeurs propres sont positives
n
@) (u(x).a) =3 sia? >0
i=1

2. On reprend la démonstration précédente.

Si u est un endomorphisme défini positif, comme z; n’est pas nul, 'inégalité dans (1) devient
stricte.

On suppose toutes les valeurs propres de u strictement positives. Pour tout vecteur x non
nul, il existe au moins une composante z; non nul. Dans la somme intervenant dans (2), il
y a un indice i tel que s;z? > 0, les autres termes étant positifs ou nuls : ainsi pour tout
vecteur = non nul, (u(x),z) > 0.

3. Les deux questions suivantes sont la traduction matricielle des questions précédentes.
Soit u ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & A. A est symétrique équivaut a u est
autoadjoint (la base canonique de R™ est orthonormale pour le produit scalaire canonique).
De plus comme le produit scalaire de deux éléments x et y de R™ de matrices dans la base
canonique X et Y, on a alors (z,y) = XY donc {x,u(z)) = XTAX.

Ainsi Décriture matricielle de u endomorphisme symétrique est positif si et seulement si
toutes ses valeurs propres sont positives est donc sachant que A est symétrique A € S, si
et seulement si ses valeurs propres sont positives.

4. De méme, ’écriture matricielle de u endomorphisme symétrique u est défini positif si et
seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement positives est donc A € ST si et
seulement si A est symétrique et ses valeurs propres sont strictement positives.

Les valeurs sont strictement positives si et seulement si elles sont positives et 0 n’est pas
valeur propre , ce qui donne bien la deuxiéme équivalence.

O
Correction de I’Exercice 73
Retour a ’énoncé
, , . XTSX
Soit S cette matrice et X un élément non nul tel que SX = AX. On a alors A = ~XTx du
T1
signe de X7TSX. Si X = . |, on aalors
Tn

T
X SXZ E S4,jLidj
1<i,j<n
soit
T XiXj
(2
1<ig<n ' T
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. 1 1 .
Or pour tout entier naturel n = / z"dz, on obtient
n-+1 0

1 1 n n

T i1 X —

X SX:/0 > wiat™? dt:/o > (mitl(i z;t’ )) dt
1<i,j<n i=1 j=1

On pose alors P(t) = > ", z;t771. On a alors :

1 n ) 1
XTSX:/ (Zwitz)P(t)dtz/ tP(t)%dt >0 .
[ — 0

Les valeurs propres sont donc positives.
1
De plus, X7 SX = 0 si et seulement si / tP(t)?dt = 0. La fonction ¢ — tP?(t) étant

0
continue et positive sur [0, 1], 'intégrale est nulle si et seulement si pour tout ¢ € [0,1],
tP%(t) = 0 ce qui impose P(t) = 0 pour ¢ €]0,1]. P ayant une infinité de racines, c'est le
polynoéme nul donc X = 0. Aussi si X est non nul, A > 0. Les valeurs propres sont strictement

positives.
O
Correction de I’Exercice 74
Retour a ’énoncé
1. A étant une matrice symétrique positive : ses valeurs propres (s1,- - , Sn) sont positives et

il existe une matrice orthogonale P telle que A = PTDP ou D est la matrice diagonale telle
que d;; = s; notée Diag(s1, - ,s,). La matrice S = PTAP avec A = Diag(y/s1, - ,+/3n)
est une matrice symétrique positive telle que S? = A.

Prouvons que c’est la seule. Soit S symétrique positif tel que S* = A. Soit (E;)1<i<p les sous-
espaces propres de A : ce sont des espaces deux a deux orthogonaux. On a alors I’existence
d’une matrice orthogonale tel que

U1Ir1

O'QIT
A=pP" c P

prrp
ol o; est valeur propre de A de multiplicité r;.
S et A commutant, les sous-espaces propres de A sont stables par S. Aussi S est de la forme :

S1

Sa
S=p" , P

Sp

ot les S; sont symétriques et positives (le spectre de S est 'union des spectres des S;). On
a alors pour tout i S7 = ;1. Si s est valeur propre de S;, s est valeur propre de S?, donc
s? = 0; et comme s > 0, s = \/0i. S; étant diagonalisable avec une unique valeur propre,
Si = +/0il,,. S est donc unique.

On remarque que si A est définie positive, il en est de méme de S puisque A étant inversible,

S Iest aussi.
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2. On utilise la question précédente; aussi il existe S définie positive telle qued = S2.
Comme pour tout couple de matrices, MN et NM ont méme polynéme caractéristique,
AB = S(SB) et SBS ont méme polynoéme caractéristique. La trace et le déterminant en
étant des coefficients au signe prés, ces deux matrices ont méme trace et méme déterminant.
Ainsi

det(AB) = det(SBS) et tr(AB) = tr(SBS) .
On remarque que SBS est symétrique (car (SBS)” = STBTST = SBS). De plus, pour
tout X :

XTSBSX = (SX)"B(SX) >0

car B € S;. De plus, B étant définie positive, (SX)” B(SX) = 0 si et seulement si SX =
0, mais comme S est inversible (puisque définie positive), X = 0. Ainsi SBS est définie
positive. Toutes ses valeurs propres sont strictement positives, leur somme et leur produit
sont strictement positifs. Cette matrice étant symétrique donc diagonalisable, la trace est la
somme des valeurs propres et le déterminant en est le produit. On a donc vérifié que SBS
et donc AB ont une trace et un déterminant strictement positifs.

3. On a donc pour tout X, 0 < XTAX < XTBX.

a. Dans le cas ot det(B) = 0, 0 est valeur propre de B. Aussi il existe X non nul tel que
BXo = 0. Alors

0< XJAXo < XIBXo=0.
Ainsi XTAXo =0 donc A n’est pas définie positive : 0 est valeur propre de A :
det(A) = 0 < det(B) .

b. Cas ott B = I, : Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Alors
_XTAX _ XTAX _ )
© XTX = XTBX —
Toutes les valeurs propres deA sont inférieures a 1; il en est de méme de leur produit. Comme

A

A est diagonalisable, ce produit est égal au déterminant de A donc det(A) < 1 = det(B).
c. Cas général : Si B n’est pas inversible, le cas a été traité en cas a. Si B est inversible,
B est symétrique définie positive. Soit S la matrice définie positive telle que B = S2. On a
alors :
B—-A=S(,-S"'As™")S
Pour tout X, il existe Y tel que X = SY. On a alors :
X", =8 "AS )X =Y"(B-A)Y >0et X" (S'ASTHX =YTAY >0

By =1, et Ay = ST'AS™! sont des matrices symétriques positives telles que B; — A; est
symétrique positive. Par la question b :

_det(A)  det(A)
~ det?(S)  det(B)
soit comme det(B) > 0, det(A) < det(B).

<1

det(Al)

Correction de I’Exercice 75

Retour a ’énoncé

Cette correction utilise les résultats sur les matrices symétriques positives ou définies posi-
tives, mais elle propose en général en paralléle une démonstration permettant de ne pas les
connaitre.
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1. L’échange de deux éléments x; et z; échange dans la matrice de Gram les colonnes i et j
et les lignes ¢ et j ; chacun de ces deux échanges multiplie le déterminant par —1 : finalement,
le déterminant est inchangé.

De méme, 'ajout & un des éléments x; d’'une combinaison linéaire des autres modifie de la
méme fagon ’ensemble des lignes et l'ensemble des colonnes de la matrice de Gram; ces
opérations ne changeant pas le déterminant, le déterminant de Gram est inchangé.
Multiplier un élément x; par A effectue la méme opération sur la i-éme colonne de la matrice
de Gram ainsi que sur sa i-éme ligne. Chacune de ses opérations multiplie le déterminant
par A aussi G(Az1, -+ ,2n) = N2G(z1, -+, T0) .

2. ATG(x1, - ,x0)A = Z ai(z<x¢, x;j)a;). On a alors par bilinéarité du produit scalaire :
=1

j=1

n n n n n
ATG(z1, - an)A = ZO{i<ZI»‘i,Z&j(L‘j> = <ZO[¢1‘@',ZQ]’1’]’> = ZaixiHQ >0
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Par caractérisation des matrices symétriques positives , toutes les valeurs propres de la ma-
trice symétrique G(x1,- -+ ,x,) sont positives ou nulles (la démonstration est dans ’exer-
cice 72 : si s est valeur propre de la matrice de Gram de vecteur propre A associé,
o ATG(x1, - ,an)A
ATA
déterminant est le produit de ses valeurs propres (comptées avec leur multiplicité) : aussi,

). La matrice de Gram étant symétrique, elle est diagonalisable et son

toutes les valeurs propres étant positives ou nulles, G(z1,- - ,xn) > 0.

Ce déterminant est nul si et seulement si 0 est valeur propre de la matrice G(z1,- -+ ,zn).
aq

Soit Ag = | . | un vecteur non nul du noyau de la matrice.
On

AGG(@1, -+ ) Ao = || D cumsl|* =0
i=1

n

donc Z a;x; = 0, la famille est liée. On a ainsi prouvé que si 0 est valeur propre, la famille
i=1

est liée.

Pour la réciproque, on peut utiliser la caractérisation des matrices définies positives. Si 0
aq

n’est pas valeur propre, pour tout A = non nul, ATG(z1,---,2,)A > 0 et donc

Qn

n
Z a;x; # 0. La famille est libre.
i=1
Si on ne connait pas les matrices symétriques positives, on peut le démontrer autrement. On
n
suppose la famille liée. Il existe donc un vecteur non nul A tel que Zaixi = 0. L’un des

i=1
coefficients a; est non nul; quitte & permuter x; avec x; de la famille, on suppose a1 # 0.
Par la premiére question, on a alors :

a?G(:pl, s xpn) = Glarw, T2, 0, Tn) = G(Z QT T2, @) = G(0, 22, ,2n) =0
i—1
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et donc G(z1---,zn) = 0 puisque a1 # 0.
lza]® (@1, 22)
(x1,22) w2

égalité si et seulement si la famille (z1,x2) est liée correspond exactement a 'inégalité de

Pour n = 2, G(z1,22) = = |lz1]]?||lz2]]? — (w1, 22))%. G(z1,22) > 0 avec

Schwarz |((z1,z2)| < ||z1|| ||z2|| avec égalité si et seulement si la famille (x1, z2) est liée.
n
3. Soit ' = = — pr(z) ot pr(x) = Zaixi est le projeté orthogonal de = sur F. D’aprés la

=1
premiére question

n
G(xlv"' ,xn,x) :G(xla"' ,ZEn,LB—ZOQ'QH = G(xlv"' ,xn,x/)
=1

Or 2’ est dans l'orthogonal de F donc (x’,x;) = 0 pour tout i. Ainsi :

g(xla"' wan) On,l

G(x1, -+ ,Tn,x) = =G(z1, - zn)|2 |

( 1 n ) On,l ||$lH2 ( 1 n)” H

Comme ||z’'|| = ||z — pr(z)|| = d(x, F), on a bien vérifié le résultat demandé.

On remarque que si (x1,---,x,) est liée, cette égalité a peu d’intérét puisque les deux

déterminants de Gram sont nuls.

4. Soit ; = x—pr,_, (z) ott pr,_, (x) est le projeté orthogonal de x; sur F;_; le sous-espace
engendré par (z1,- - ,x;—1)(autrement dit z; est le projeté orthogonal de z; sur Porthogonal
de Fj_1). D’aprés la question précédente

Gz, ,x5) = Gz, ,zj1)|2f]?

Or ||z]|? < ||z;]|* avec égalité si et seulement si x; € F-; donc si a; est orthogonal a tous
les z; avec i < j. Ainsi

Gz, ,25) < Gz, @)z

avec égalité si et seulement si (z1,---,x;—1) est liée ou pour tout i < n, {(x;,z;) = 0. En
appliquant ce résultat pour j variant de 2 & n on a alors :

n

n
Glar, - \@n) < Glon o swan)lanl® < v < Glonoswy) T] aal® <o < [l
i=1

i=j+1
En cas d’égalité, comme les vecteurs sont non nuls, G(z1, - ,zn) # 0:lafamille (z1, - ,xn)
est libre et pour tout j < n, (z;,---,z;) est libre. Ainsi les n — 1 inégalités deviennent des

égalités si et seulement si
Vi € [2,n], Vi € [1,5 — 1], {(xs,z;) =0

c’est a dire si et seulement si les vecteurs (z1,- -+ ,Zn) sont deux a deux orthogonaux.

5.

n
a. Comme z; = E Dk,j€k €t que BB est une base orthonormale, on obtient :
k=1

gig = (i, @5) = D Pribh.g
k=1
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qui est le terme (i, j) de la matrice PTP. On a donc G(z1,- -+ ,xn) = PTP.
b. Si PX =0, G(z1,--- ,xn)X = 0. Réciproquement si PYPX =0, X"PTPX =0 or

XTP"PX = (PX)"PX = |PX|* =0

donc PX = 0. P et P”P ont méme noyau N. P étant une matrice a p lignes et n colonnes,
par le théoréme du rang, son rang est égal 4 n — dim N . PT P est une matrice carrée a n
lignes et n colonnes, aussi son rang est = n — dim N : P et PT P ont méme rang.

c. Lorsque p = n, on obtient alors G(z1,--- ,&,) = (det P)%. L’échange de deux vecteurs
transforme det(P) en — det(P) mais ne modifie pas le carré. Ajouter & un élément une
combinaison linéaire des autres ne modifie pas le déterminant donc laisse le carré de ce
déterminant inchangé. Multiplier un élément de la famille par A multiplie le déterminant par
X et donc le carré par A2. On a ainsi retrouvé dans ce cas particulier les résultats obtenues
en premiére question.

De plus, (det P)® > 0 et vaut O si et seulement si la famille est liée.

6.

a. Par la question précédente, le rang de A est le rang de AT A. La matrice AT A étant
symétrique, elle est semblable & une matrice diagonale D (de méme rang) dont le rang est
le nombre de termes non nuls. La diagonale de cette matrice D est constituée des valeurs
propres de AT A comptées avec leur multiplicité. Ainsi D, ATA et A ont comme rang le
nombre de valeurs propres non nulles de AT A comptées avec leur multiplicité.

b. AT A étant symétrique, par le théoréme spectral :

R" = Ker(ATA) & §

ol S est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres associés aux valeurs propres
non nulles de A7 A. Si de plus A> = ATA , comme Im(A4?) C Im(A) et que ces deux sous-
espaces ont méme dimension par la question précédente, ils sont égaux. De plus, Ker(A) C
Ker(A?) et ayant méme dimension par le théoréme du rang, ces deux noyaux sont égaux.

Tout sous-espace propre d'une matrice est inclus dans son image, aussi S C Im(ATA); de
plus, ces espaces ont méme dimension n — dim(Ker A), ils sont donc égaux. On a donc bien

R"™ — Ker(A) & Im(A) .

7.
a. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. On a alors par les deux questions
précédentes :

G(C,---,Cn) = (det P)* < TTIICk|?
k=1
qui équivaut a

det(P) < [] llcx
k=1

P étant inversible, ses colonnes forment une famille libre de R™. Aussi, par la question 4, il
v a égalité si et seulement si les vecteurs sont deux & deux orthogonaux.
b. Comme pour tout couple (i, 7), |pi ;| < 1,

Vk, Gkl = | D _p2i <V
i=1
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donc
det(P) < (n)?
avec égalité si et seulement si les vecteurs colonnes sont deux a deux orthogonaux et pour

n
tout k, ||Ck|| = /n soit prk = n ce qui impose que pour tout couple (i, k), p;r = 1.

i=1
c. L’orthogonalité de C; et C; impose
(Ci,Cy) = pikpsk =0
k=1

La somme de n nombres valant 1 ou —1 est nulle : la moitié valent 1 et autre —1, ce qui
impose la parité de n.

Si H de taille n et de vecteurs colonnes C,--- ,C, convient, on introduit la matrice H' de
H
taille 2n défini par H' = (H I ) Vérifions qu’elle convient. Tous ses coefficients valent
1 ou —1.
. . 1. . . / Ci ’ Cj
Soient deux indices 1 <1i < j < n alors C; = c et C; = c et
i J

(Ci,Cj) =2(Ci,Cy) = 0.

—Cjn

Soient deux indices 1 < i < n < j alors C = <CZ> et Cj = < c
j—n

et leur produit
Ci ) p

scalaire est nul.

Soient deux indices n < i < j < 2n alors C} = (C?i_") et C} = (ch_") :
i—n j—n

(C;,Cj) = 2(Cr—i,Crj) =0.

Les vecteurs colonnes de H' sont deux a deux orthogonaux.
1 -1

Pour n = 2, la matrice H; = 11 convient. D’apreés ce qui précéde, la suite de matrices

. H, —-H, . . .
définies par Hp41 = ( P p) est une suite de matrices d’Hadamard et H), est de taille

H, H,
2P,

8. On peut déja remarquer que les deux familles ont méme rang puisque si A est la matrice
de (z1, - ,xn) dans une base orthonormale, G(z1, -+ ,zn) = AT A et a le méme rang que
A d’aprés la question 5. Ainsi

rg(g(xh T 7'7)”)) = rg(mlf o 7x71) .

a. Les deux familles étant de rang maximal n, ce sont des bases de E. Soient f l'unique
isomorphisme défini par f(x;) = y;. Vérifions que c’est une isométrie. Soit x un élément de
n

E;x= g a;z;. On a alors

=1

el = > aas(@i, ;)

1<i,j<n
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n
et comme f(z E aif(x;) = E aiyi :
=1

I1£ ()1

> wa;(yiu) -
1<ij<n
Les deux familles ayant méme matrice de Gram, pour tout couple (i,7), (i, ;) = (Yi,Y;);
f conserve la norme de tout élément, c’est une isométrie vectorielle.

b. Comme (z1,--- ,2,) et (y1, - ,yr) ont méme matrice de Gram, elles ont méme rang ;
la famille (yi,- - ,yr) est aussi libre.
Soit F l'espace vectoriel engendré par (z1,---,z,) (et donc par (w1, -+ ,2n)) et F' celui
engendré par (yi,--- ,yr). S0it (€r41,- - - ,en) une base orthonormale de F*- et ()41, -- ,el)
une base orthonormale de F'*. Comme (1, -+ ,Tr,€rt1,- - ,€n) est une base de E, il existe
une unique application linéaire f telle linéaire telle que f(x;) = y; pour i < r et f(e;) = e}

r n

pour i > r. Vérifions qu’il s’agit d’une isométrie. Si z = E a;T; + E a;e;, on a alors :

i=1 i=r+1
n
&S —Hzam\l + Z aieil* = Y aay(zi,z) + Y af
i=r+1 1<i,5<r i=r+1
De méme, comme f(x Zalyl—i— Z aie; :
i=r+1
IF @I = > aias(yi,u) Z ai= Y aajlzi,a;) Z a;
1<i,5<r i=r+1 1<4,5<r i=r+1

donc f conserve la norme, f est une isomeétrie. Il reste a vérifier que pour tout 4, f(x;) = v,
ce qui est déja vrai par définition de f pour ¢ < r.
Soit r < j < n. Comme z; est élément de F, il existe un unique r-uplet X; = (a1, - ,ar)

tel que x = Z a;x;. Ce r-uplet est solution du systéme

i=1
Vk € [1,7], ) ailwi, o) = (aj, zx)
<$j, {L'1>
écrit matriciellement G(z1, -+ ,2,)X; = . La matrice étant inversible
<xj7 3}7«>
G(z1,- -+ ,zr) étant inversible, X, est 'unique solution du systéme
<:Cj7 .CU1>
G(z1, -+, op) X =
<xj7 xT>
(y1,- - ,yr) étant de rang r, c’est une base de Vect(y1, - - ,yn). Le vecteur Y; des coordonnées
de y; dans la base (y1,- -+ ,yr) est donc 'unique solution de
(Y5, 91) (zj, 1)
g(yly"' ayT‘)X: = :
(Y5, yr) (z;,r)
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Comme pour tout couple (¢,7), (zi,z;) = (yi,y;), les deux systémes précédents sont les
ai

mémes et par unicité de la solution, X; =Y; = | © [. Ainsi
ar

flaj) =Y aif(w) =) awyi =y
1=1 1=1

On a vérifié que f est une isométrie telle que pour tout ¢, f(x;) = y;.

9.

a. Soient R™ muni de sa structure euclidienne canonique, B sa base canonique, (z1, -+ ,Zn)
la famille de vecteurs de matrice A dans B et (y1,- - ,yn) la famille de vecteurs de matrice
B dans B. Par la question 5, ATA = G(z1,--- ,2,) et BTB =G((y1,- - ,yn); aussi les deux
familles ont méme matrice de Gram et d’aprés ce qui précéde, il existe f € O(R"™) tel que
pour tout ¢, f(x;) = y;. Soit @ la matrice de f dans la base B, C; la matrice de z; dans la
base B (qui est la i-éme colonne de A) et C; la matrice de y; dans la base B (qui est la i-éme
colonne de B); on a alors C; = QC; ce qui donne B = QA.

b. AT A est une matrice de Gram et d’aprés la premiére question elle est symétrique
positive (c’est a dire dont toutes les valeurs propres sont positives ou nulles); il existe une
matrice orthogonale P telle que ATA = PTDP ou D est la matrice diagonale telle que
di,; = s; > 0 notée Diag(s1,- -+ ,s,). La matrice S = PTAP avec A = Diag(/s1, -+ ;1/5n)
est une matrice symétrique positive telle que S% = AT A.

Comme S est symétrique S? = STS = AT A. Par la question précédente, il existe une matrice
U de O(n) telle que A =US.

Remarque : S est la racine carrée symeétrique positive de AT A et est donc unique (cf exercice
74).

c. Traduisons matriciellement le probléme posé. Soit A la matrice de (u1,--- ,u,) dans
Bo base canonique de R™. Soit une base B = (e1,- - , e,) orthogonale de matrice U dans la
base By et p un projecteur orthogonal de matrice IT dans la base canonique ; p(e;) = u; pour
tout ¢ équivaut & A = IIU. p est un projecteur orthogonal équivaut a IT est symétrique de
valeurs propres 0 et 1. C’est presque ce qui précede sauf que la matrice orthogonale est &
droite du produit. On va donc travailler avec la transposée de A puisque A = IIU équivaut
a AT =U"IL
Supposons l'existence de U et IT comme décrits précédemment. Alors

ATA=UT?v =u~'tiv

La matrice de Gram de (u1,---,un) est semblable & II et a donc comme seules valeurs
propres possibles 0 et 1.

Réciproquement, supposons que AT A n’admet comme valeurs propres possibles que 0 et 1. En
utilisant la question précédente, il existe une matrice I symétrique a valeurs propres positives
et une matrice orthogonale O telle que A7 = OII soit A = HO” = IIU avec U = 0T = 0~!
orthogonale. On a alors TI> = AA” et ATA = OTIO™*. T1I? et G(uz,- - - ,un) sont semblables.
Si s est une valeur propre de II, s> en est une de II2. Le spectre de G(u1,- -+ ,un) donc
de II1? étant inclus dans {0, 1}, celui de II est aussi. 7 est bien la matrice d’un projecteur
orthogonal.

10. On désigne par B la base canonique de R™. Soit A la matrice de ® et par Bg celle de E
formé des p premiers vecteurs de B.
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I. 0
0 0
Pour déterminer o, on recherche sa matrice dans la base B. Soit M la matrice de o dans la

La matrice de 7 dans la base B est J,. =

B D
® dans la base Bg. Il reste & déterminer B, C et D pour que o soit une isométrie.
MT M = I, donne alors pour le bloc en haut & gauche ATA+ BTB =1I,. Cela correspond
au fait que les p premiers vecteurs colonnes de la matrice M sont unitaires et deux & deux

. A C . .
base B écrite en blocs sous la forme ( . moo|lg = ® équivaut & A est la matrice de

orthogonaux. On cherche donc B vérifiant
B'B=1-A"A.
Soit § = I, — AT A. S est symétrique et pour tout = € RP de matrice X dans la base Bg :
XTSX =X"X - XTATAX = XX — (AX)TAX = |z|* — || ®(2)||> > 0

S est une matrice symétrique positive dont toutes les valeurs propres sont positives. Par le
théoréme spectral, S est diagonalisable & ’aide d’une matrice orthogonale ; il existe P € O(n)
telle que S = PTDiag(sl7 -+, 8p)P ol les s; sont positifs. On peut alors choisir choisir pour
B la racine carrée de cette matrice a savoir

B = P"Diag(v/51,- -+ v/5) P .

Il reste & déterminer les p derniéres colonnes de M. M est orthogonale si et seulement si ces
r colonnes sont unitaires, orthogonales deux a deux et orthogonales aux p premiéres. Soit
F le sous-espace de R" engendré par les p premiéres colonnes. Il est de dimension au plus
p; son orthogonal est donc au moins de dimension p : pour les derniéres colonnes de M, on
peur donc choisir les p premiers vecteurs d’une base orthonormale de F-. On a ainsi prouvé
I’existence de M donc de o.

O
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