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La petite histoire...

Ce polycopié recouvre la partie algèbre du programme de mathématiques de PC et PC*. Il

est constitué pour chaque chapitre du programme d'un résumé de cours suivi d'exercices. Le

programme de PCSI est supposé acquis, notamment les notions suivantes :

• les nombres complexes ,

• les espaces vectoriels,

• les applications linéaires,

• les matrices et les déterminants,

• l'espace vectoriel des polynômes réels R[X] ou complexes C[X],

• les espaces euclidiens ou préhilbertiens réels,

• les suites réelles ou complexes,

• les séries numériques,

• les fonctions d'une variable réelle à valeurs réelles ou complexes,

• Les équations di�érentielles linéaires d'ordre 1 et d'ordre 2 à coe�cients constants.

Les notations suivantes sont utilisées :

• <e : partie réelle d'un complexe,

• =m : partie imaginaire d'un complexe,

• b.c : la partie entière d'un réel,

• < ., . > : le produit scalaire

• Rn[X] : l'ensemble des polynômes réels de degré au plus n,

• Cn[X] : l'ensemble des polynômes réels de degré au plus n,

• AT : transposée de la matrice A.

• [[a, b]] avec (a et b entiers) : les entiers naturels de l'intervalle [a, b],

• Mp,q(K) : l'ensemble des matrices de taille (p, q) (à p lignes et q colonnes) à coe�cients

dans K.
• Mp(K) : l'ensemble des matrices carrées d'ordre p (à p lignes et p colonnes) à coe�-

cients dans K.
• In : la matrice identité carrée d'ordre n.
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Chapitre 1

Espaces vectoriels

I. Résumé de cours :

Le corps de base noté K est un sous-corps de C.

1. Rappels sur les espaces vectoriels :

Les notions de première année sont supposées acquises et notamment les dé�ni-
tions d'espaces vectoriels, de sous-espaces vectoriels, de sous-espaces vectoriels
engendrés par une famille �nie d'éléments, de deux sous-espaces supplémen-
taires, applications linéaires et les propriétés qui en découlent. Ce paragraphe
en reprend cependant des propriétés importantes.

(i) Familles libres �nies

Dé�nition : Soit J un ensemble �ni. Une famille (ei)i∈J d'éléments de E
est une famille libre si et seulement si

∀(λi) ∈ KJ ,
∑
i∈J

λiei = 0E =⇒ ∀i ∈ J, λi = 0 ·

Propriété : Une famille de polynômes non nuls échelonnée en degré est
libre.

Remarque : Soit I un ensemble d'indices. Une famille E (ei)i∈I d'éléments
de E est une famille libre si et seulement si toutes ses sous-familles
�nies sont libres.

(ii) Espaces vectoriels de dimension �nie :

Dé�nition : G = (ei)i∈I avec I �ni est une famille génératrice de E si
et seulement si E = Vect(G) .
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Théorème de la base extraite : De toute famille génératrice �nie
d'un K-espace vectoriel non nul, on peut extraire une base de E.

Théorème de la base incomplète : Toute famille libre d'un espace
vectoriel de dimension �nie peut être complétée en une base.

Complément : les éléments complétant cette famille libre peuvent être
extraits d'une famille génératrice de l'espace vectoriel.

Théorème-dé�nition : Tout espace vectoriel non réduit à {0E} ad-
mettant une famille génératrice �nie admet des bases �nies et toutes
les bases de cet espace ont le même cardinal n appelé dimension de

E. On pose par extension dim{0E} = 0.

Propriétés : Soit E un espace vectoriel non réduit à {0E} de dimension
�nie n.

• Soit G une famille génératrice de E comportant r éléments alors
r ≥ n. De plus, toute famille génératrice minimale est une base
(c'est-à-dire si r = n, G est une base de E).

• Soit L une famille libre de E comportant p éléments alors p ≤ n.
De plus, toute famille libre maximale est une base (c'est-à-dire si
p = n, L est une base de E).

• Tout sous-espace vectoriel F de E, espace vectoriel de dimension
�nie n, est de dimension �nie r qui véri�e r ≤ n et il y a égalité si
et seulement si E = F . Cette propriété demeure si n = 0.

Dé�nition : Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension �nie. Une
base de E est une base adaptée à F si et seulement si elle est constituée
d'une base de F complétée en une base de E.

(iii) Premières propriétés des applications linéaires :

Dé�nition : Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. u application
de E dans F est linéaire si et seulement si

∀(α, β) ∈ K2, ∀(x, y) ∈ E2, u(αx+ βy) = αu(x) + βu(y) .

Propriétés :

• Soit B = (ei)1≤i≤n une base de E et F = (fi)1≤i≤n une famille
de F . Il existe une unique application linéaire u de E dans F telle
que ∀i ∈ [[1, n]], u(ei) = fi ; autrement dit une application linéaire
est entièrement caractérisée par la donnée d'une base de l'espace de
départ et son image.

S. Sidaner 5/148 Creative Commons : BY:© $\© C©



Algèbre en PC ou PC* Mat' les Ressources

• L(E,F ) ensemble des applications linéaires de E dans F est un
espace vectoriel sur K. Si E et F sont de dimension �nie, il en est
de même de L(E,F ) et dim(L(E,F )) = dimE dimF .

• La composée d'applications linéaires est linéaire.

• L(E) est une algèbre sur K.

Théorème d'isomorphisme induit : Si u est une application linéaire
de E de sur F , u induit un isomorphisme de tout supplémentaire du
noyau de u sur l'image de u.

et son corollaire (rg u est la dimension de Im(u)) :

Théorème du rang : Si u est une application linéaire de E de dimen-
sion �nie sur F (de dimension �nie ou non),

dim(E) = rg u+ dim Keru ·

2. Produit et somme d'espaces vectoriels

(i) Produit �ni d'espaces vectoriels :

Théorème-dé�nition : Soient Ei avec i ∈ [[1, p]] un ensemble de p
K-espaces vectoriels. Le produit de ces espaces vectoriels noté∏
i=1p

Ei formé des éléments x = (xi)1≤i≤p est muni d'une structure

d'espace vectoriel .

Propriété : Si les espaces vectoriels Ei sont de dimension �nie,

dim

(
p∏
i=1

Ei

)
=

p∑
i=1

dim(Ei).

(ii) Somme �nie de sous-espaces :

Dé�nition : Soit E un espace vectoriel et (Ei)1≤i≤p un ensemble de p
sous-espaces vectoriels de E. Leur somme est dé�nie par

p∑
i=1

Ei = {x ∈ E,∃(xi)i ∈ E1 × · · · × Ep, x =

p∑
i=1

xi}·

Autrement dit,
p∑
i=1

Ei est l'image de l'application linéaire

p∏
i=1

Ei 7→ E

(x1, · · · , xp) 7→
p∑
i=1

xi

.
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Propriété :
p∑
i=1

Ei est le plus petit sous-epace vectoriel de E contenant

p⋃
i=1

Ei.

(iii) Somme directe et caractérisation.

Dé�nition :
p∑
i=1

Ei est une somme directe notée
p
⊕
i=1
Ei si et seulement si

tout élément de cette somme admet une unique écriture sous la forme
p∑
i=1

xi où xi ∈ Ei.

Remarque : La dé�nition équivaut à dire que l'application∏
i=1p

Ei 7→
p
⊕
i=1
Ei

(x1, · · · , xp) 7→
p∑
i=1

xi

est bijective.

Théorème de caractérisation d'une somme directe :

Une somme
p∑
i=1

Ei de sous-espaces vectoriels est directe si et seulement

si elle véri�e l'une des caractérisations suivantes :

1. ∀(xi) ∈
p∏
i=1

Ei,

p∑
i=1

xi = 0E =⇒ ∀i, xi = 0E ,

2. ∀i ∈ [[1, p]], Ei ∩
∑
j 6=i

Ej = {0E},

3. ∀i ∈ [[2, p]], Ei ∩
i−1∑
j=1

Ej = {0E},

4. Toute famille (xi)i∈J avec J ⊂ [[1, p]] d'éléments non nuls, tels
que pour tout i xi ∈ Ei, est libre.

(iv) Cas de la dimension �nie

Dé�nition : Si E =
p
⊕
i=1
Ei, une base adaptée à cette décomposition est

une base obtenue par concaténation de bases Bi des Ei.
Propriétés :

• Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de dimension �nie
admet un supplémentaire.

• Formule de Grassmann : si F et G sont deux sous-espaces vectoriels
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de dimension �nie de E

dim(F +G) + dim(F ∩G) = dimF + dimG·

Théorème : Soit S =

p∑
i=1

Ei sous-espace de E de dimension �nie.

Alors dimS ≤
p∑
i=1

dimEi et il y a égalité si et seulement si la somme

est directe.

3. Déterminants de matrices carrées de Mn(K).

(i) Rappels :

Dé�nition : Le déterminant est l'unique application dé�nie surMn(K)

à valeurs dans K véri�ant les trois propriétés suivantes :

(1) det est linéaire par rapport à chacune des colonnes de sa variable ;

(2) det est antisymétrique par rapport aux colonnes de sa variable ;

(3) det(In) = 1.

Propriétés :

• det(AB) = det(A) det(B).

• A ∈ GLn(K)⇐⇒ det(A) 6= 0 et on a alors det(A−1) =
1

det(A)
.

• det(λA) = λn det(A).

• det(AT ) = det(A).

(ii) Calcul de déterminants

Rappel de l'e�et des opérations élémentaires :

• Echanger deux colonnes (respectivement lignes) multiplie le déter-
minant par −1 ;

• Multiplier une rangée (ligne ou colonne) par λ multiplie le détermi-
nant par λ ;

• Ajouter à une colonne (respectivement ligne) une combinaison li-
néaire des autres ne change pas le déterminant.

Propriété : Le déterminant d'une matrice triangulaire est le produit de
ses termes diagonaux.

Dé�nition : Soit A = (ai,j) une matrice carrée d'ordre n. On désigne
par mineur d'ordre (i, j) le déterminant ∆i,j de la matrice d'ordre
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n− 1 obtenue à partir de A en enlevant la ligne i et la colonne j et par
cofacteur de ai,j le nombre a∗i,j = (−1)i+j∆i,j .

Théorème du développement en ligne ou en colonne : Pour tout
couple (i, j), on a

det(A) =
n∑
k=1

(−1)i+k∆i,kai,k︸ ︷︷ ︸
Dvt ligne i

=
n∑
k=1

(−1)j+k∆k,jak,j︸ ︷︷ ︸
Dvt colonne j

(iii) Matrices dé�nies par blocs

Dé�nition : La matrice M à n = r+ s lignes et m = p+ q colonnes peut

être décrite en blocs M =

(
A B

C D

)
où les matrices A,B,C et D sont

de taille respectives (r, p), (r, q),(s, p) et (s, q) par :

mi,j =


ai,j si i ≤ r et j ≤ p
bi,j−p si i ≤ r et j > p

ci−r,j si i > r et j ≤ p
di−r,j−p si i > r et j > p

·

Les calculs sur les matrices en blocs (addition, multiplication par un sca-
laire, produit) se font comme pour les calculs matriciels entre coe�cients
(si les tailles des matrices le permettent).

Propriété : Calcul d'un déterminant en blocs :

det

(
A B

0 C

)
= det(A) det(C) ·

(iv) Déterminant de Vandermonde.

Soient x1, · · · , xn n scalaires donnés et V(x1, · · · , xn) la matrice carrée
d'ordre n de terme général vi,j = xi−1j et de déterminant V (x1, · · · , xn).

Théorème (déterminant de Vandermonde) :

V (x1, · · · , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
... xi−1j

...

xn−11 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi)·
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Exemple d'application Polynômes de Lagrange :
Soient (a0, a1, · · · , an) n + 1 scalaires de K deux à deux distincts et
(b0, b1, · · · , bn) éléments de Kn+1.
Il existe un unique polynôme P de Kn[X] tel que pour tout i ∈ [[0, n]],
P (ai) = bi.(voir exercice 4).

(v) Matrices carrées semblables.

Dé�nition : Soient deux matrices A et B deMn(K).
B est dite semblable à A si et seulement si il existe une matrice P inver-
sible telle queB = P−1AP .

Propriétés :

• la relation "être semblable" est une relation d'équivalence.

• Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent
un même endomorphisme dans deux bases di�érentes.

• Deux matrices semblables ont même déterminant.

• Soient E un espace vectoriel de dimension �nie n, B et B′ deux
bases de E, f un endomorphisme de E et A et A′ les matrices de f
dans les bases B et B′. Alors det(A) = det(A′).

Dé�nition : Le déterminant d'un endomorphisme de E espace vectoriel
de dimension �nie est le déterminant des matrices de cet endomorphisme
dans les bases de E.

Propriétés : si E est un espace vectoriel de dimension �nie et f et g des
endomorphismes de E :

• det(f ◦ g) = det(f) det(g).

• f ∈ GL(E)⇐⇒ det(f) 6= 0 et on a alors det(f−1) =
1

det(f)
.

• ∀λ ∈ K, det(λf) = λn det(f).

4. Trace d'une matrice, d'un endomorphisme

(i) Trace d'une matrice carrée.

Dé�nition : Si A est une matrice carrée d'ordre n, sa trace est le scalaire
n∑
i=1

ai,i et est noté tr(A).

Propriétés :

• La trace est une forme linéaire surMn(K).

• Pour toute matrice A deMn(K), tr(A) = tr(AT )
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• Si A ∈Mn,p(K) etMp,n(K), tr(AB) = tr(BA).

• Deux matrices semblables ont même trace.

(ii) Trace d'un endomorphisme.

Théorème-dé�nition : Si u ∈ L(E), tr (MatB(u)) ne dépend pas de
B et est appelé trace de l'endomorphisme u.

Propriétés : Soit E un espace vectoriel de dimension �nie.

• La trace est une forme linéaire sur L(E).

• Si f et g sont deux endomorphisme de E, tr(f ◦ g) = tr(g ◦ f).

II. Exercices sur les espaces vectoriels

Sauf mention contraire tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension
�nie sur un corps K (sous-corps de C) précisé si nécessaire.
Les indications pour certains de ces exercices débutent page 53.

1. Espaces vectoriels

La correction de ces exercices commence page 58.

Exercice 1.
Soit En = {P ∈ C[X], (Xn + 1)P = P (X2)}
1. Montrer que En est un sous espace vectoriel de C[X].

2. Que dire du degré de P élément de En ? En déduire la dimension de En et
conclure.
Correction

Exercice 2.
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension quelconque. Soit (S1) un système
de n1 vecteurs de rang s1 dont on extrait un système S2 de n2 vecteurs de rang
s2, prouver que n1 − s1 ≥ n2 − s2.
Correction

Exercice 3.
On se place dans l'ensemble des fonctions dé�nies sur R à valeurs réelles.
Démontrer l'indépendance linéaire des familles suivantes :

1. (fk)k∈[[0,p]] avec fk : x 7→ ekx.

2. (fn)n∈[[0,2p]] avec f2k : x 7→ cos(kx) et f2k−1 : x 7→ sin(kx).
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3. (ga)a∈L avec ga : x 7→ |x − a| et L = {a1, · · · , ap} ⊂ R, les ai étant deux à
deux distincts.
Correction

Exercice 4 (Polynômes de Lagrange).
Soient (a0, a1, · · · , an) n+ 1 scalaires de K deux à deux distincts.

1. Soient (b0, b1, · · · , bn) éléments de Kn+1. En utilisant le déterminant de
Vandermonde, montrer qu'il existe un unique polynôme P de Kn[X] tel que
pour tout i ∈ [[0, n]], P (ai) = bi.

2. Soit i �xé avec 0 ≤ i ≤ n. Déterminer le polynôme Li de degré au plu sn
tel que pour tout j, Li(aj) = δi,j c'est à dire 1 si i = j et 0 sinon.

3. Prouver que (L0, · · · , Ln) est une base de Kn[X] et donner les coordonnées
d'un polynôme P de degré au plus n dans cette base.
Correction

Exercice 5.
Soit E un sous-espace vectoriel de C[X] de dimension n ≥ 1.

1. Montrer que E admet une base formée de polynômes de même degré.

2. Prouver qu'il existe une base de polynômes (P1, · · · , Pn) telle que
(deg(Pk))1≤k≤n est une suite strictement croissante.

Correction

Exercice 6.
Soit E un R−espace vectoriel de dimension �nie n ≥ 2.

1. Montrer que E possède une in�nité de sous-espaces vectoriels de dimension
p avec 1 ≤ p ≤ n− 1.

2. Soit (Ei)1≤i≤p une famille de sous-espaces vectoriels de E tous di�érents de

E. Prouver que
p
∪
i=1
Ei 6= E.

Enoncé équivalent (obtenu par contraposition) : Montrer que si (Ei)1≤i≤p est
une famille �nie de sous-espaces vectoriels de l'espace vectoriel E de dimension

�nie tels que
p
∪
i=1
Ei = E, l'un des sous-espaces est E.

Correction

Exercice 7.
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Soient H,K deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension
�nie. Montrer que dimH = dimK si et seulement si H et K ont un supplé-
mentaire commun.
Correction

Exercice 8.
Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n ≥ 2 et H l'ensemble des sous-
espaces vectoriels de E. Soit f une application de H dans R telle que :

∀(F,G) ∈ H2, F +G = F ⊕G =⇒ f(F +G) = f(F ) + f(G) .

Déterminer f .
Correction

2. Applications linéaires

La correction de ces exercices commence page 63.

Exercice 9.
Soient deux projecteurs p et q d'un espace E de dimension n, tels que p◦q = 0.
Montrer rg p+rg q ≤ n puis que p+q−q ◦p est un projecteur dont on donnera
image et noyau.
Correction

Exercice 10.
Soit E un espace vectoriel de dimension �nie et f un endomorphisme de E.

Prouver qu'il existe un endomorphisme g tel que :


rg(f) = rg(g)

g = g ◦ f ◦ g
f = f ◦ g ◦ f

·

Correction

Exercice 11.
Soient E, F et G trois espaces vectoriels (de dimension �nie ou non),
u ∈ L(E,F ) et v ∈ L(F,G). On pose alors w = v ◦ u.
Montrer que w est un isomorphisme si et seulement si v est surjective, u est
injective et F = Im(u)⊕Ker(v).
Correction

Exercice 12.
Soit ∆ l'application dé�nie sur R[X] dé�nie par ∆(P )(X) = P (X+1)−P (X).
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1.

a. Montrer que ∆ est un endomorphisme de R[X] de noyau R.
b. Soit n ≥ 1 et ∆n la restriction de ∆ à Rn[X] ; montrer que Im(∆n) est

Rn−1[X] et en déduire que ∆ est surjective.

2. Montrer que R[X] = XR[X]⊕ R ; en déduire que pour tout polynôme Q il
existe un unique polynôme P tel que P (X + 1)− P (X) = Q(X) et P (0) = 0.

3.

a. On pose pour d ≥ 1, Ad =
X(X − 1) · · · (X − d+ 1)

d!
et A0 = 1. Calculer

∆(Ad).
b. véri�er que pour n ∈ Z, Ad(n) ∈ Z.
c. Déterminer tous les polynômes de R[X] tels que ∀n ∈ Z, P (n) ∈ Z.

4. Soit n ∈ N. Montrer qu'il existe un unique n+ 1-uplet (a0, · · · , an) tel que
pour tout P ∈ Rn[X],

P (X + n+ 1) =
n∑
k=0

akP (X + k)

et le calculer.
Correction

Exercice 13.
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions �nies et u ∈ L(E,F ) . On
dit que v ∈ L(F,E) véri�e (*) si et seulement si

u ◦ v ◦ u = u et v ◦ u ◦ v = v .

1. Montrer que si v véri�e (*), E = Ker(u)⊕ Im(v) et F = Ker(v)⊕ Im(u).

2. Soient E1 un supplémentaire de Ker(u) dans E et F1 un supplémentaire de
Im(u) dans F . Montrer qu'il existe un unique v ∈ L(F,E) véri�ant (*) et tel
que E1 = Im(v) et F1 = Ker(v)

Correction

Exercice 14.
Soient E et F deux espaces vectoriels tels que dimE = n. Soient u et u deux
éléments de L(E,F ) .

1.

a. Montrer que | rg(u)− rg(v)| ≤ rg(u+ v) ≤ rg(u) + rg(v).
b. Dans cette question, E = F . On suppose de plus que u+ v est inversible

et v ◦ u = 0. Montrer que : rg(u) + rg(v) = n·
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2. Véri�er que rg(u+v) = rg(u)+rg(v) si et seulement si Im(u)
⋂

Im(v) = {0F }
et Ker(u) + Ker(v) = E.

3. Montrer que

dim(Ker(u+ v)) ≤ dim(Ker(u) ∩Ker(v)) + dim(Im(u) ∩ Im(v))·

Correction

Exercice 15 (Endomorphismes nilpotents).
Un endomorphisme f de E espace vectoriel sur K est dit nilpotent si il existe
k ∈ N tel que fk = 0.

1. Soit f un endomorphisme non nul d'un espace E de dimension n, tel que
f2 = 0.
a. Montrer que rg(f) ≤ n

2
. Soit r un entier tel que r ≤ n

2
; trouver un

endomorphisme de E de rang r véri�ant f2 = 0.
b. Montrer qu'il existe une base B′ telle que la matrice de f dans la base B′

soit de la forme

(
0r,n−r Ir

0n−r,n−r 0n−r,r

)
=

 0r,r 0r,n−2r Ir
0n−2r,r 0n−2r,n−2r 0n−2r,r

0r,r 0r,n−2r 0r,r

.

c. Soit C = {g ∈ L(E) | g ◦ f = f ◦ g} le commutant de f . Déterminer la
dimension de C en étudiant les matrices des éléments du commutant dans la
base B′.
2. Soit p l'indice de nilpotence de f (c'est à dire le plus petit indice k tel que
fk = 0).
a. Prouver qu'il existe un élément x de E tel que la famille
{x, f(x), . . . , fp−1(x)} est libre. En déduire que si n désigne la dimension de
E, fn = 0.
b. Lorsque p = n, prouver l'existence d'une base dans laquelle f a pour

matrice Nn =



0 1 0 . . . 0
... 0 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 . . . . . . 0



3. Soient a ∈ R et A =


1 a a2 a3

0 1 a a2

0 0 1 a

0 0 0 1

.
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a. Calculer An pour n ∈ N.
b. A est-elle inversible ? Si oui, calculer A−1. Calculer An pour n ∈ Z.

Correction

Exercice 16 ( Noyaux et images itérés).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie ou non et u un endomorphisme
de E. On note u0 = idE et uk+1 = u ◦ uk = uk ◦ u lorsque k ∈ N et on pose
Nk = Ker(uk) et Ik = Im(uk).

1.

a. Montrez que (Nk) croit(au sens de l'inclusion) et que (Ik) décroît.
b. Montrez que (Nk) est soit strictement croissante, soit strictement crois-

sante jusqu'à un certain rang p à partir duquel elle est constante.

2. On suppose à présent que E est de dimension �nie n. Posons dk = dim(Nk).
a. Montrez que dk+1 ≤ dk + d1.
b. Montrez que la suite (dk)k est strictement croissante jusqu'à un certain

rang p ≤ n à partir duquel elle est constante. Véri�ez que E = Np ⊕ Ip.
3.

a. On suppose dans cette question que E est de dimension 3 et u ∈ L(E) tel
que u2 6= 0 et u3 = 0. Déterminez la dimension de Nk et Ik et comparez ces
espaces. En déduire qu'il existe une base B = (e1, e2, e3) de E telle que

MatB(u) =

0 1 0

0 0 1

0 0 0


b. On revient au cas général et on suppose qu'il existe q tel que uq = 0 avec

uq−1 6= 0. Montrer que q ≤ n. Prouver l' existence d' une base B′ de E dans
laquelle A la matrice de u est triangulaire supérieure avec que des zéros sur sa
diagonale (soit ai,j = 0 si j ≥ i).
Correction

3. Calcul matriciel

La correction de ces exercices commence page 74.

Exercice 17.

Chercher les matrices A ∈M3(R) telles que A3 =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

.

Correction
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Exercice 18.
Soient A ∈ M3,2(R), B ∈ M2(R) et C ∈ M2,3(R) telles que

ABC =

 1 1 −2

−2 x 1

1 2 1

 . Trouver x.

Correction

Exercice 19.

Soit A ∈ M3,2(K) et B ∈ M2,3(K) telles que AB =

0 0 0

0 1 0

0 0 1

. Calculer

BA.
Correction

Exercice 20.
Soit f un endomorphisme de R2n de matrice L dans la base canonique de R2n.
Les vecteurs de Kn sont assimilés à des matrices unicolonnes.

1. Soit l'application h :

Cn → R2n

X + iY 7→

(
X

Y

)
. Véri�er que h est un isomor-

phisme de R-espaces vectoriels.
2. Soit Φ = h−1◦f ◦h. Montrer que les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

• Φ est un endomorphisme de Cn en tant que C−espace vectoriel

• Il existe deux matrices A et B carrées d'ordre n telles que L =

(
A B

−B A

)

• L commute avec

(
On In
−In On

)
Correction

Exercice 21 (Calcul de déterminants).

1. Soient n ≥ 1, (a, b, c) ∈ R3 et ∆n le déterminant d'une matrice tridiagonale
An de terme général ai,j dé�ni par :

ai,j =


0 si |j − i| > 1

a si i = j

b si j = i+ 1

c si j = i− 1
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soit ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b (0)

c
. . . . . .
. . . . . . b

(0) c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Calculer ∆n en fonction de α et β racines de

l'équation x2 − ax+ bc = 0.

2. Soit n ≥ 2. Calculer Dn le déterminant de la matrice An carrée d'ordre n
de terme général |i− j| soit

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 . . . n− 1

1 0 1
...

2 1 0
. . .

...
. . . . . . 1

n− 1 . . . 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3. Soient (a1, a2, · · · , an, b1, · · · , bn) une famille de 2n réels avec n ≥ 2. Calcu-
ler : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b1 b1 . . . . . . b1
b2 a2 + b2 b2 . . . b2
...

. . .
...

...
. . . bn−1

bn . . . . . . bn an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. Soit n ≥ 2. Soient a1, · · · , an, b1, · · · , bn 2n réels tels que pour tout couple
(i, j) aj + bi 6= 0. Calculer le déterminant de la matrice Mn de terme général

en ligne i et colonne j
1

aj + bi
.

5. Soit D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 x3 x4

1 2x 3x2 4x3 5x4

1 4x 9x2 16x3 25x4

1 y y2 y3 y4

1 2y 3y2 4y3 5y4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

a. Montrer que pour tout a réel :

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 x3 (x− a)4

1 2x 3x2 4x3 (x− a)3Q1(x)

1 4x 9x2 16x3 (x− a)2Q2(x)

1 y y2 y3 (y − a)4

1 2y 3y2 4y3 (y − a)3Q1(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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où Q1 et Q2 sont des fonctions polynomiales de x. Donner Q1.
b. Calculer D(x, y).

6. Prouver que :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x . . . xk . . . xn

1 2x . . . (k + 1)xk . . . (n+ 1)xn

...
...

1 2n−1x . . . (k + 1)n−1xk . . . (n+ 1)n−1xn

1 y . . . yk . . . yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n−1∏
k=1

k!

)
x
n(n−1)

2 (y−x)n .

Correction

Exercice 22.

Soient A et B deux éléments deMn(R) et M =

(
A −B
B A

)
.

On pose J =

(
In iIn
iIn In

)
.

1. Calculer det J .

2. Prouver que si M est une matrice carrée, det(M) = det(M).

3. Montrer qu'il existe C1 et C2 éléments deMn(C) tels que P =

(
C1 0

0 C2

)
véri�e MJ = JP . En déduire que detM ≥ 0. Que peut-on dire de ce détermi-
nant si A et B commutent ?
Correction

Exercice 23.
Soient A ∈Mp,q(K) et B ∈Mq,p(K) avec p 6= q.

1. Déterminer det(AB) det(BA).

2. Montrer que det(Ip −AB) = det(Iq −BA).
Correction

4. Trace d'une matrice

La correction de ces exercices commence page 82.

Exercice 24.
Soit Φ une forme linéaire dé�nie surMn(C) à valeurs dans C telle que pour tout
couple (A,B) de matrices Φ(AB) = Φ(BA). Prouver que Φ est proportionnelle
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à la trace.
Correction

Exercice 25.
Soit A ∈ Mn(K). Résoudre X + XT = tr(X)A et donner la dimension de
l'ensemble des solutions.
Correction

Exercice 26.
Soient deux matrices A et B deMn(C). Trouver les matrices M véri�ant

M + tr(M)A = B .

Correction

Exercice 27 ( Endomorphismes de rang 1).

1. Soit A ∈Mn,p(K) une matrice de rang 1 où K = R ou C.
a. Montrer qu'il existe C et L dansMn,1(K) \ {0} etM1,p(K) \ {0} respec-

tivement tels que A = C × L.
b. Soient L, L′ dans M1,n(K) et C, C ′ dans Mn,1(K) tels que CL 6= 0 et

CL+ C ′L′ = 0. Montrer qu'il existe un scalaire λ non nul tel que C ′ = λC et
L′ = −1

λ L.

2. Soit A ∈Mn(K) une matrice de rang 1.
a. Montrer que A2 = tr(A)A. Donner une condition nécessaire et su�sante

pour que A soit la matrice d'un projecteur.
b. Fabriquer une base deMn(K) formée de matrices de projecteurs de rang

1 en utilisant les matrices élémentaires Ei,j .

3. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n ≥ 2 et f un endomorphisme
de E de rang 1.
a. Montrer que, soit Im f ⊂ Ker f , soit E = Im f ⊕Ker f .
b. Montrer que A, carrée d'ordre n et de rang 1 est semblable soit à E2,1

soit à kE1,1 (avec k 6= 0).
c. Montrer que deux matrices de rang 1 sont semblables si et seulement si

elles ont même trace.
Correction
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Exercice 28 (Matrices de trace nulle et matrices nilpotentes).
Soit n un entier naturel non nul et K = R ou C. Ei,j est la matrice ne contenant
qu'un 1 en place (i, j) et des 0 partout ailleurs.

1.

a. Soit D une matrice diagonale d'ordre n dont les termes diagonaux sont
distincts deux à deux. On dé�nit l'application linéaire

ϕ :
Mn(K) 7→ Mn(K)

M 7→ MD −DM
.

Déterminer Ker(ϕ) et Im(ϕ).
b. Montrer que si a est un endomorphisme de E espace vectoriel sur K,

non nul et distinct d'une homothétie ( c'est à dire qu'il n'existe pas λ tel que
a = λidE), il existe un vecteur u ∈ Cn tel que u et a(u) soient linéairement
indépendants. En déduire qu'une matrice A deMn(K) de trace nulle est sem-
blable à une matrice de diagonale nulle.
c. Montrer que tr(A) = 0 si et seulement si il existe un couple (U, V ) tel que

A = UV − V U .
2. Une matrice A est dite nilpotente si et seulement si il existe un entier p tel
que Ap = 0.
a. En utilisant les résultats vus en dernière question de l'exercice sur les

noyaux imbriqués page 16, montrer que An = 0 et que A est de trace nulle.
b. Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer que

A+B et AB sont nilpotentes.

3. Soit l'espace vectoriel N intersection de tous les sous-espaces vectoriels de
Mn(K) qui contiennent les matrices nilpotentes.
a. Montrer que A est élément de N si et seulement si A est une combinaison

linéaire de matrices nilpotentes.
b. Soient i et j distincts. Montrer que Ei,j et Ei,i − Ejj appartiennent à
N .
c. Prouver que N est le sous(espace vectoriel des matrices de trace nulle.

Correction
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Chapitre 2

Réduction des matrices et des

endomorphismes

I. Résumé de cours sur la réduction

1. Stabilité de sous-espaces :

(i) Sous-espaces stables par un endomorphisme.

Dé�nition : F sous-espace vectoriel de E est stable par u endomor-
phisme de E si et seulement si u(F ) ⊂ F c'est à dire

∀x ∈ F, u(x) ∈ F ·

Remarque : si u est un endomorphisme de E, {0}, E, Im(u) l'image de
u et Ker(u) son noyau sont des sous-espaces stables par u.

Propriétés :

• Si F est stable par u, u induit un endomorphisme u|F sur F et
Ker(u|F ) = Ker(u) ∩ F .

• Si deux sous-espaces sont stables par un endomorphisme, il en est
de même de leur intersection et de leur somme.

• Si u laisse tous les sous-espaces vectoriels de E stables, il existe α
tel que u = α idE .

• Si deux endomorphismes commutent, le noyau et l'image de l'un
deux sont des sous-espaces stables par l'autre.

(ii) Endomorphismes stabilisant un sous-espace vectoriel.

Propriétés :

22
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• L'ensemble des endomorphismes stabilisant un sous-espace donné
est une sous algèbre de L(E).

• Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension �nie p ≥ 1 et B
une base de E adaptée à F . F est stable par l'endomorphisme u si

et seulement si MatB(u) =

(
A B

0 C

)
où A ∈Mp(K).

(iii) Endomorphisme stabilisant des sous-espaces.

Propriétés :

• Si E =
p
⊕
i=1
Ei, u stabilise chaque Ei si et seulement si dans une base

adaptée à la somme directe la matrice de u est diagonale en blocs.

• Soit B = (e1, · · · , en) une base de E et Ek = Vect(e1, · · · , ek). u
stabilise chaque Ei si et seulement si la matrice de u dans la base
B est triangulaire supérieure.

• Soit B = (e1, · · · , en) une base de E et Fk = Vect(ek, · · · , en). u
stabilise chaque Fi si et seulement si la matrice de u dans la base B
est triangulaire inférieure.

2. Éléments propres :

(i) Dé�nition des éléments propres

Une droite de vecteur directeur x0 est stable par un endomorphisme u si
et seulement si (u(x0), x0) est une famille liée.

Dé�nitions : Soit u un endomorphisme de E. λ est valeur propre de u
si et seulement si il existe un vecteur non nul x tel que u(x) = λx. x est
un vecteur propre associé à λ. Le sous-espace propre de l'endomor-
phisme u associé à λ est Ker(u− λ idE). L'ensemble des valeurs propres
de u est appelé spectre de u et est noté Sp(u).

Dé�nitions : Soit A une matrice carrée d'ordre n. λ est valeur propre
de A si et seulement si il existe un vecteur non nul X de Kn tel que
AX = λX. X est un vecteur propre associé à λ. Le sous-espace

propre de la matrice A associé à λ est Ker(A − λIn).L'ensemble des
valeurs propres de A est appelé spectre de A.

(ii) Famille de vecteurs propres.

Propriété : Si deux endomorphismes commutent, les sous-espaces
propres de l'un des deux sont stables par l'autre.

Théorème : Une famille �nie de vecteurs propres associés à des va-
leurs propres deux à deux distinctes forment une famille libre.
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Corollaire : La somme d'un nombre �ni de sous-espaces propres d'un
endomorphisme est une somme directe.

(iii) Dé�nition du polynôme caractéristique.

Théorème-dé�nition : Soit E un espace vectoriel de dimension n et
u un endomorphisme de E.
La fonction χu : x 7→ (−1)n det(u − xidE) = det(x idE −u) est une
fonction polynomiale unitaire de degré n. Le polynôme associé est ap-
pelé polynôme caractéristique de u.

Dé�nition : De même, le polynôme caractéristique χA de la matrice A
est le polynôme associé à la fonction polynomiale x 7→ det(xIn −A).

Propriétés :

• Le terme en Xn−1 de χu est − tr(u) et le terme constant est
(−1)n det(u).

• Les valeurs propres sont les racines du polynôme caractéristique.

• Si le polynôme caractéristique est scindé de racines s1, · · · , sn (dis-

tinctes ou non), on a det(u) =
n∏
k=1

sk et tr(u) =
n∑
k=1

sk.

• Si F est stable par u, le polynôme caractéristique de u|F est un
diviseur du polynôme caractéristique de u.

(iv) Multiplicité d'une valeur propre.

Dé�nition : La multiplicité d'une valeur propre de u est sa multi-
plicité comme racine de χu.

Remarque : lorsque le corps de base est C (ou que le polynôme caractéris-
tique est scindé dans K), la somme des multiplicités des valeurs propres
est n = dimE. Le nombre de valeurs propres comptées avec leur multi-
plicité est égal à la dimension de l'espace.

Théorème : Soit u un endomorphisme de E, λ une valeur propre de
multiplicité νu(λ) et Eλ(u) le sous-espace propre associé. On a alors
1 ≤ dim(Eλ(u)) ≤ νu(λ).

(v) Valeurs propres complexes d'une matrice réelle.

Soit A une matrice réelle. Si λ est une valeur propre complexe de A, λ
l'est aussi. De plus, ces deux valeurs propres ont même multiplicité et les
sous-espaces propres associés ont même dimension.

Si AV = λV , AV = λV , le plan réel de Rn engendré par V1 =
V + V

2
et

V2 =
V − V

2i
est stable par A.
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3. Réduction d'un endomorphisme en dimension �nie :

(i) Dé�nition d'un endomorphisme, d'une matrice diagonalisable.

Dé�nition : Un endomorphisme u d'un espace vectoriel de dimension
�nie est dit diagonalisable si et seulement si u il existe une base dans
laquelle la matrice de u est diagonale.

Cette dé�nition équivaut à dire que u admet une base de vecteurs propres.

Dé�nition : Une matrice carrée A deMn(K) est dite diagonalisable
est dit si et seulement si l'endomorphisme de Kn associé est diagonali-
sable.

A matrice de Mn(K) est diagonalisable si et seulement si elle est sem-
blable a une matrice diagonale.

(ii) Critères de diagonalisation.

Théorème : u est diagonalisable si et seulement si E est la somme
des sous-espaces propres de u.

Remarque : Si E =
p
⊕
i=1

où chaque Ei est stable par u et u|Ei est une

homothétie de rapport λi (avec pour i 6= j, λi 6= λj), alors les Ei sont les
sous-espaces propres de u et u est diagonalisable.

Théorème : u, endomorphisme de E espace vectoriel de dimension
n, est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des
sous-espaces propres est égale à n.

Corollaire : Tout endomorphisme dont le polynôme caractéristique est
scindé et admet n racines distinctes est diagonalisable et ses sous-espaces
propres sont des droites.

Théorème : u est diagonalisable si et seulement si le polynôme ca-
ractéristique est scindé et pour chaque valeur propre λ, la dimension
du sous-espace propre associé est égal à sa multiplicité soit

dim(Eλ(u)) = νu(λ) .

(iii) Applications de la diagonalisation :

Calcul des puissances d'une matrice diagonalisable.
Application à la résolution des récurrences linéaires d'ordre p à coe�-
cients constants lorsque l'équation caractéristique admet p racines dis-
tinctes.
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4. Trigonalisation.

(i) Endomorphisme ou matrice trigonalisable :

Dé�nition : Un endomorphisme u d'un espace vectoriel de dimension
�nie est dit trigonalisable si et seulement si il existe une base dans
laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.
Une matrice carrée A de Mn(K) est dite trigonalisable si et seule-
ment si elle est semblable à une matrice triangulaire supérieure.

Théorème : Un endomorphisme (respectivement une matrice) est
trigonalisable si et seulement si son polynôme caractéristique est scindé.

Remarque : Tout endomorphisme d'un espace vectoriel complexe est tri-
gonalisable.Toute matrice deMn(C) est trigonalisable.

(ii) Etude de récurrences linéaires d'ordre 2 :

On retrouve le résultat suivant :

Soit une suite véri�ant la relation aun+2 + bun+1 + cun = 0 pour tout
n ∈ N avec a non nul.
On lui associe son équation caractéristique (Ec) : as2 + bs+ c = 0.

• Si Ec a deux racines s1 et s2 dans le corps K, il existe deux scalaires
α et β tel que ∀n, un = αsn1 + βsn2 .

• Si Ec a une racine double s1 dans le corps K, il existe deux scalaires
α et β tel que ∀n, un = (α+ βn)sn1 .

• Si K = R et Ec a deux racines complexes conjuguées reiθ et re−iθ ,il
existe deux réels α et β tel que ∀n, un = rn (α cos(nθ) + β sin(nθ)).

II. Exercices sur la réduction

Sauf mention contraire tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension
�nie sur un corps K (sous-corps de C) précisé si nécessaire.
Les indications pour certains de ces exercices débutent page 55.

1. Sous-espaces stables

La correction de ces exercices commence page 88.

Exercice 29.
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme de E tel
que f3 = 0 et f2 6= 0.

1. Prouver l'existence d'un vecteur x tel que (x, f(x), f2(x)) est une base de
E. En déduire le rand de f .
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2. Prouver que la seule droite stable par f est D = Vect(f2(x)).

3. Soit P un plan stable par f . Démontrer l'existence d'un vecteur y tel que
(y, f(y)) est une base de P . En déduire que f2(y) = 0.

4. Quels sont les sous-espaces stables par f ?
Correction

Exercice 30.
Soient E un espace vectoriel, u un endomorphisme de E tel que un = IdE et
V un sous espace stable par u.

Soit p un projecteur tel que Im(p) = V et q =
1

n

n∑
k=1

uk ◦ p ◦ un−k.

1. Montrer que Im(p) = {x ∈ E, p(x) = x}.
2. Montrer que q commute avec u et tous les ui où i ∈ N.
3. Montrer que Im(q) est inclus dans V . En déduire que p ◦ q = q.

4. Montrer que q est un projecteur tel que q ◦ p = p

5. Montrer que Ker(q) est un supplémentaire de V stable par u.
Correction

Exercice 31.
Soit E un R - espace vectoriel de dimension n ≥ 3 et f un endomorphisme de
E tel que : f 6= 0 et f3 + f = 0 .

1. Montrer que E = Ker(f)⊕Ker(f2 + id).

2. Véri�er que dim Ker(f2 + id) ≥ 1. Soit x non nul tel que x ∈ Ker(f2 + id),
montrer que (x, f(x)) est une famille libre de Ker(f2 + id).

3. On suppose dans cette question que E est de dimension 3.
a. Déterminer la dimension de dim Ker(f2 + id).
b. En déduire l'existence d'une base B de E dans laquelle f a pour matrice

A =

0 0 0

0 0 −1

0 1 0


c. Trouver le commutant de f dé�ni par Cf = {g ∈ L(E), f ◦ g = g ◦ f} .

En déduire les éléments u ∈ L(E) tel que u2 = f .
Correction
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Exercice 32.
Soit E de dimension �nie n ≥ 1 sur R et u un endomorphisme qui n'admet
pas de droite stable et tel que u2 + au+ bId = 0.

1. Prouver que n est pair.

2. Véri�er que pour tout x non nul, Vect(x, u(x)) est un plan stable par u.

3. Montrer que E est la somme directe de sous-espaces vectoriels de dimension
2 stables par u. En déduire qu'il existe une base dans laquelle la matrice de u

est diagonale en blocs carrés de taille 2 de la forme

(
0 k

1 `

)
en précisant les

valeurs de k et `.
Correction

Exercice 33.
Soient n ≥ 3 et Sn l'ensemble des permutations de [[1, n]], c'est à dire l'ensemble
des bijections de {1, · · · , n} dans lui-même. Pour tout σ ∈ Sn, on désigne par
uσ l'application linéaire de Rn dans lui-même qui à x = (x1, . . . , xn) associe
(xσ(1), . . . , xσ(n)).

1. Déterminer 4 sous-espaces de Rn stables par toutes les applications uσ
lorsque σ décrit Sn et préciser leur dimension.

2. Trouver l'ensemble des sous-espaces de Rn qui sont stables par toutes les
applications uσ lorsque σ décrit Sn.
Correction

2. Eléments propres d'un endomorphisme, d'une matrice

La correction de ces exercices commence page 93.

Exercice 34.

On rappelle que
n∑
j=1

j2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Après avoir déterminé leur rang, donner les valeurs propres avec les dimensions
des sous-espaces propres associés des matrices suivantes et leur polynôme ca-
ractéristique :

1. A matrice carrée d'ordre n de terme général ai,j = ij ;

2. Bα matrice carrée d'ordre n ≥ 3 de terme général bi,j = α + i+ j où α est
un réel donné.
Correction
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Exercice 35.
Valeurs propres et vecteurs propres de la matrice A dé�nie par ai,j = 1 si
|i− j| = 1 et 0 sinon soit

A =



0 1 0 . . . 0

1 0 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . 0 1

0 . . . 0 1 0


·

On commencera par chercher les valeurs propres réelles.
Est-elle diagonalisable ?
Correction

Exercice 36.
Soit n ≥ 3 et a et b deux complexes distincts. On considère la matrice suivante

deMn(C) A =


0 a . . . a

b
. . . . . .

...
...

. . . . . . a

b . . . b 0

.

1. Montrer que le polynôme caractéristique de A est
a(X + b)n − b(X + a)n

a− b
.

2. A est-elle diagonalisable ?
Correction

Exercice 37.
Dans cet exercice, K = R ou C

1. Soit C =

a1...
an

 ∈Mn,1(K). On pose M = CCT .

a. Chercher le rang de M . En déduire le polynôme caractéristique de M .
b. M est-elle diagonalisable ?

2. Soit A ∈Mn,p(K) et B ∈Mp,n(K).
a. Montrer que AB et BA ont les mêmes valeurs propres non nulles.
b. Prouver la relation suivante liant les polynômes caractéristiques de AB

et BA :
Xp det(XIn −AB) = Xn det(XIp −BA)
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En déduire que si A et B sont deux matrices carrées d'ordre n, AB et
BA ont même polynôme caractéristique χAB = χBA.
c. Retrouver ainsi le polynôme caractéristique de la matriceM de la première

question.
Correction

Exercice 38.
Soient u, n ∈ L(E) deux endomorphismes d'un C-espace vectoriel E de dimen-
sion �nie p, u inversible, n nilpotent (c'est à dire qu'il existe q tel que nq = 0),
avec u ◦ n = n ◦ u.
1. Chercher le polynôme caractéristique de n. En déduire que det(idE+n) = 1.

2. Démontrer que det(u+ n) = detu.
Correction

Exercice 39 (Polynômes annulateurs).

1. Soit A une matrice véri�ant Ak +
k−1∑
j=0

ajA
k−1−j = 0. Montrer que toute

valeur propre de A est racine du polynôme P (X) = Xk +

k−1∑
j=0

ajX
k−1−j .

2. Soit A deM5(R) telle que A3 = A2−2A. Montrer que A n'est pas inversible.

3. Trouver le polynôme caractéristique de A inversible d'ordre 5, telle que
A3 − 3A2 + 2A = 0 et trA = 8.

4. Soit A ∈Mn(C) véri�ant A3 = 2A2 −A. Prouver que trA ∈ N.
5. Soit A ∈Mn(R) telle que A5 = A+ In. Montrer que detA > 0.

6. Montrer que si A ∈ Mn(R) véri�e A4 + A3 + 2A2 + A+ In = 0, n est pair
et tr(A) est un entier relatif.

7. Soit A ∈Mn(R) telle que A2+A+In = 0. Calculer la trace et le déterminant
de A. Donner une matrice véri�ant une telle équation.
Correction

Exercice 40 (Matrices stochastiques).
Soit A = [ai,j ] une matrice carrée réelle d'ordre n telle que pour tout couple

(i, j), ai,j > 0 et pour tout i,
n∑
j=1

ai,j = 1.

1. Montrer que 1 est valeur propre de A et que le sous-espace propre associé
est de dimension 1.
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2. Prouver que si λ complexe est valeur propre, alors |λ| ≤ 1.

3. Prouver que 1 est la seule valeur propre de module 1.
Correction

Exercice 41.
Soit E un C-espace vectoriel de dimension n ≥ 1, u et v deux endomorphismes
de E tels que u ◦ v − v ◦ u = αu+ βv.

1.Montrer que u et v ont un vecteur propre commun en traitant successivement
les cas :
a. α = β = 0

b. β = 0 et α 6= 0. Dans ce cas, commencer par prouver que Ker(u) est un
sous-espace stable par v non réduit à {0}.
c. α et β non nuls.

2. En déduire qu'il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et v
sont triangulaires.
Correction

Exercice 42.
Soit E un espace vectoriel de dimension n, p un projecteur de rang r non nul
et distinct de n ; soit l'application Φ endomorphisme de L(E) dé�ni par

Φ(f) = −p ◦ f + f ◦ p .

Déterminer les valeurs propres de Φ et les dimensions des sous-espaces propres
associés. Φ est-il diagonalisable ?
Correction

Exercice 43.
Soit E l'ensemble des fonctions continûment dérivables sur [0, 1] à valeurs
réelles. Soit T l'application de E dans lui-même telle que

∀x ∈ [0, 1], T (f)(x) =
1

2

(
f(
x

2
) + f

(
x+ 1

2

))
.

Le but de l'exercice est de rechercher les valeurs propres de T et de donner des
précisions sur les sous-espaces propres.

1. Véri�er que T ∈ L(E) et que son noyau n'est pas réduit à la fonction nulle.
Qu'en déduire pour le spectre de T ?

2. Exprimer Tn(f)(x) pour f ∈ E, x ∈ [0, 1] et n ∈ N.
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3.

a. Étudier lim
n→∞

Tn(f)(0) puis lim
n→∞

Tn(f)(x) pour x ∈ ]0, 1].

b. 1 est il valeur propre de T ? Si oui préciser le sous-espace propre associé.
c. Soit un réel λ tel que |λ| > 1. Est il valeur propre de T ?
d. Soit λ une valeur propre autre que 1 et f une application du sous-espace

propre associé. Véri�er que
∫ 1

0
T (f)(t)dt =

∫ 1

0
f(t)dt = 0 .

4.

a. Exprimer
(
T (f)

)′
.

b. En déduire que si λ est une valeur propre de T autre que 1, 2λ est aussi

valeur propre. Prouver alors que Sp(T ) ⊂ {1}∪] − 1

2
,
1

2
] . 1

2 appartient-il au

spectre de T ? Si oui préciser le sous-espace propre associé.

5. On pose In =]− 1

2n
,

1

2n
[.

a. Montrer que pour tout entier naturel n, Sp(T ) ⊂
n⋃
p=0

{ 1

2p
} ∪ In .

b. Déterminer le spectre de T et prouver que les sous-espaces propres associés
à des valeurs propres autres que 0 sont des droites.
Correction

3. Réduction d'endomorphismes, de matrices et applications

La correction de ces exercices commence page 106.

Exercice 44.
Soit A ∈MnC (avec n ≥ 2) une matrice triangulaire supérieure dont les termes

diagonaux véri�ent ap,p = e
(2p−1)iπ

n . Calculer An.
Correction

Exercice 45.

Soit (a, b, c, d, e, f) six réels et A la matrice suivante : A =


1 a b c

0 1 d e

0 0 2 f

0 0 0 2


Donner une condition nécessaire et su�sante sur (a, b, c, d, e, f) pour que la
matrice A soit diagonalisable.
Correction
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Exercice 46.
Soit u un endomorphisme de E espace vectoriel de dimension �nie n ≥ 2 sur

K. Soient p sous-espaces stables par u tels que E =
p
⊕
k=1

Ek.

1. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si les restrictions de u à
chacun des Ei sont diagonalisables.

2. Soient deux nombres a1 et a2 du corps K et la matrice A2 =

(
0 a2
a1 0

)
.

Donner une condition nécessaire et su�sante pour que A2 soit diagonalisable
lorsque K = C, puis lorsque K = R.
3. Soient n nombres (ai)1≤i≤n du corps K et la matrice An de terme général
aj si i + j = n + 1 et 0 sinon, soit en utilisant le symbole de Kronecker
ai,j = ajδi,n+1−j . Donner une condition nécessaire et su�sante pour que An
soit diagonalisable lorsque K = C puis lorsque K = R.
Correction

Exercice 47.
On dé�nit trois suites (an), (bn), (cn) par a0 = a, b0 = b, c0 = c et pour tout
entier naturel n 

an+1 = 3
4bn

bn+1 = 3
4an + cn

cn+1 = 1
4(an + bn)

·

On note Xn =

anbn
cn

.

1. Montrer qu'il existe A ∈M3(R) telle que Xn+1 = AXn. A est-elle diagona-
lisable ?

2. Montrer que (An) converge vers Q représentant un projecteur de R3 dont
on déterminera le noyau et l'image.

3. Montrer que (an), (bn), (cn) convergent et donner leurs limites.
Correction

Exercice 48 (Déterminants circulants).

1. On introduit la matrice B =


0 1 . . . . . . 0

0 0
. . . . . . 0

...
. . . 1

1 0

. soit bi,j = 1 si j = i+ 1
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ou (i, j) = (n, 1) et 0 sinon. Montrer que B est diagonalisable dansMn(C).

2. Soient (a1, · · · , an) n complexes et la matrice

A =


a1 a2 . . . . . . an

an a1
. . . . . . an−1

...
. . .

a2 a1


le terme général ligne i colonne j de cette matrice est donc aj−i+1 si j ≤ i et
an+j−1+1 si i < j. Écrire la matrice A en fonction de B et de ses puissances.

En déduire le déterminant de A en introduisant le polynôme P =
n∑
k=1

akX
k−1.

3. Donner une expression réelle de detA lorsque ak = k.
Correction

Exercice 49.
Soit n ≥ 1 et A ∈Mn(R) .

1. On suppose dans cette question que A est diagonalisable. M =

(
A In
In A

)
est-elle diagonalisable ? On pourra étudier au préalable les cas n = 1.

2. Soit B =

(
A A

A A

)
a. Donner les éléments propres de B en fonction de ceux de A.
b. Déterminer une condition nécessaire et su�sante pour que B soit diago-

nalisable ?

3. Mêmes questions avec B =

(
0 In
A 0

)
.

Correction

Exercice 50.
Soit f un endomorphisme diagonalisable de E espace vectoriel complexe de
dimension n. Montrer l'équivalence des trois propositions suivantes :

(i) il existe un élément x de E tel que (x, f(x), . . . , fn−1(x)) engendre E ;

(ii) la famille idE , f, . . . , fn−1 est libre dans L(E) ;

(iii) f a n valeurs propres distinctes.

Correction
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Exercice 51.
Trouver toutes les fonctions de R+∗ dans lui-même véri�ant :

∀x > 0, f ◦ f(x) + f(x)− 6x = 0 ·

Correction

4. Application : racines carrées d'un endomorphisme

Exercice 52.
Soit E un K espace vectoriel de dimension �nie n ≥ 2, et a ∈ L(E). On se
propose d'étudier l'équation :

u2 = a (∗)

où u est un endomorphisme de E.

Première partie : K = R ou K = C

1. Montrer que l'équation (∗) peut avoir une in�nité de solutions en donnant
un exemple.

2. Soit l'endomorphisme a deKn de matrice A =



0 1 0 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
. . . . . .

...
...

. . . 0

. . . 1

0 · · · · · · · · · · · · 0


.

Montrer que l'équation (∗) n'admet pas de solution.

3. Soit u un endomorphisme non nul. Montrer que u2 = 0 si et seulement si il

existe une base de E dans laquelle u a pour matrice

(
0r,n−r Ir

0n−r,n−r 0n−r,r

)
avec

r ≤ n
2 .

Deuxième partie : K = C

4.Montrer que si a = α idE avec α 6= 0, toute solution de (∗) est diagonalisable.
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5. On suppose que a admet n valeurs propres distinctes. Montrer que (∗) admet
un nombre �ni N(a) (qui dépend de a) de solutions. Quelles sont les valeurs
possibles de N(a) ?

6. On suppose que a est diagonalisable.
a. Montrer que (∗) admet au moins une solution.
b. Donner un exemple d'endomorphisme a tel qu'il existe des solutions u de

(∗) non diagonalisables.
c. Montrer que si Ker(a) est de dimension 0 ou 1, toute solution de (∗) est

diagonalisable. La réciproque est-elle vraie ?

7. Soit A ∈M2(C). Résoudre X2 = A où X ∈M2(C).

Troisième partie : K = R

8. Donner une condition nécessaire et su�sante portant sur α pour que les
solutions de u2 = α idE soient diagonalisables.

9.

a. On suppose que a admet n valeurs propres distinctes. Donner une condi-
tion nécessaire et su�sante pour que l'équation (∗) admette des solutions et
prouver qu'alors toute solution est diagonalisable.

b. Résoudre X2 =

 5 −5 4

4 −4 4

−3 3 4

 dansM3(R) .

10. Soit u telle que u2 = −idE . Montrer que n est pair et qu'il existe une base

de E où u admet pour matrice

(
0 −Ip
Ip 0

)
.

11. On suppose que a est diagonalisable. Prouver que l'équation (*) a des
solutions si et seulement si tout sous-espace propre de a associé à une valeur
propre strictement négative est de dimension paire.
Correction
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Chapitre 3

Espaces vectoriels euclidiens

I. Résumé de cours :

Dans ce chapitre, E est un espace euclidien, c'est à dire un espace vectoriel
réel de dimension �nie muni d'un produit scalaire noté 〈., .〉 dé�ni en première
année. La norme associée à ce produit scalaire est noté ‖.‖.

1. Rappel de résultats de première année :

• Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit E un espace vectoriel réel muni d'un
produit scalaire 〈., .〉. Alors pour tout couple (x, y) de E,

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖

avec égalité si et seulement si la famille (x, y) est liée.

• Existence du projeté orthogonal : Soit E un espace vectoriel réel muni
d'un produit scalaire 〈., .〉 et F un sous-espace vectoriel de E de dimension
�nie. Pour tout x de E, il existe un unique élément y de F tel que x− y
soit orthogonal à F . Cet élément est le projeté orthogonal de x sur F et
si (e1, · · · , ep) une base orthonormale de F ,on a

y = pF (x) =

p∑
i=1

〈ei, x〉ei ·

• Distance à un sous-espace : Soit E un espace vectoriel réel muni d'un
produit scalaire 〈., .〉 et F un sous-espace vectoriel de E de dimension
�nie. La distance de x à F dé�nie par d(x, F ) = inf

y∈F
(‖x−y‖) est atteinte

37
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en un unique élément de F qui est pF (x). Ainsi

d(x, F ) = ‖x− pF (x)‖ = min
y∈F
‖x− y‖ .

• Dans un espace vectoriel euclidien E, l'orthogonal d'un sous-espace vec-
toriel F en est un supplémentaire soit E = F ⊕ F⊥.

• Un espace vectoriel euclidien admet des bases orthonormales.

2. Isométries vectorielles :

(i) Dé�nition

Dé�nition : Soit u un endomorphisme de E. u est une isométrie vec-

torielle si et seulement si u conserve la norme c'est à dire pour tout x
de E, ‖u(x)‖ = ‖x‖.
u isométrie vectorielle est un endomorphisme bijectif ; les isométries vec-
torielles sont aussi appelées des automorphismes orthogonaux.

Propriété : Les symétries orthogonales sont des automorphismes ortho-
gonaux. Les symétries orthogonales par rapport à des hyperplans s'ap-
pellent des ré�exions.

(ii) Caractérisation

Théorème : u endomorphisme de E est un automorphisme orthogonal
de E si et seulement si u véri�e l'une des propriétés suivantes :

• u conserve le produit scalaire c'est à dire

∀(x, y) ∈ E2, 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉

• u transforme toute base orthonormale en une base orthonormale.

• u transforme une base orthonormale donnée en une base ortho-
normale.

(iii) Quelques propriétés :

• Si a et b sont des vecteurs unitaires, il existe une ré�exion qui trans-
forme a en b.

• Si un sous-espace vectoriel F est stable par u isométrie vectorielle,
il en est de même de F⊥ son orthogonal.

Théorème-dé�nition : L'ensemble des endomorphismes orthogo-
naux O(E) est un sous-groupe de GL(E) appelé groupe orthogonal
de E.
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3. Matrices orthogonales.

(i) Dé�nition

Dé�nition : Une matrice deMn(R) est orthogonale si l'endomorphisme
de Rn qui lui est canoniquement associé est une isométrie vectorielle.

Remarque : si P est la matrice de passage de la base canonique de Rn à
B, P est orthogonale si et seulement si B est une base orthonormale de
Rn.
Théorème (Di�érentes caractérisations) :

• Une matrice A est orthogonale si et seulement si AAT = In si et
seulement si AT A = In.

• u endomorphisme de E est un automorphisme orthogonal si et
seulement si sa matrice dans une (toute) base orthonormale est
une matrice orthogonale.

• Si B est une base orthonormale, P matrice de passage de B à
B′ est une matrice orthogonale si et seulement si B′ est une base
orthonormale.

(ii) Groupe orthogonal :

Propriété : L'ensemble des matrices orthogonales forment un groupe
noté O(n) ou On(R) appelé groupe orthogonal d'ordre n.

Propriété : Le déterminant d'une matrice orthogonale est ±1.

Dé�nition : SO(n) = {A ∈ O(n), detA = 1} est un sous-groupe de O(n)

appelé groupe spécial orthogonal d'ordre n.

(iii) Orientation d'un espace vectoriel euclidien

Théorème : La relation B′RB dé�nie sur les bases orthonormales
de E par "la matrice de changement de bases de B à B′ appartient
au groupe spécial orthogonal" est une relation d'équivalence possédant
deux classes d'équivalence.

Dé�nition : Orienter un espace vectoriel euclidien est choisir comme
référence l'une des deux classes d'équivalence dé�nies précédemment.
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4. Isométries vectorielles d'un plan euclidien

(i) Matrices orthogonales

Théorème : Les matrices de O2(R) sont les matrices de la forme

Rθ =

(
cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)
ou Sθ =

(
cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ)

)
.

SO2(R) est un sous-groupe commutatif de O2(R).

(ii) Caractérisation de O(E) où E est un plan euclidien

Les endomorphismes orthogonaux d'un plan euclidien sont des rotations
si leur déterminant vaut 1 ou des symétries par rapport à des droites si
leur déterminant vaut −1.

Théorème : Si r est une rotation d'un plan euclidien orienté, il existe
un nombre α (unique modulo 2π) tel que dans toute base orthonormale
directe, MatB(u) = Rα. α est l'angle de la rotation.

Propriété : Si r est une rotation d'angle α, l'écriture complexe de cette
transformation est z 7→ eiαz.

5. Endomorphismes symétriques :

(i) Dé�nition

Dé�nition : Un endomorphisme u est dit symétrique (ou auto-adjoint)
si et seulement si ∀(x, y) ∈ E2, 〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉.
Propriété : Les endomorphismes symétriques constituent un sous-espace
vectoriel de L(E).

Propriété : Un endomorphisme est symétrique si et seulement si sa ma-
trice dans une base orthonormale est une matrice symétrique.

(ii) Projecteurs et symétries orthogonaux

Propriété : Un projecteur est un endomorphisme symétrique si et seule-
ment si c'est un projecteur orthogonal.

Propriété : Soit p un projecteur. p est un projecteur orthogonal si et
seulement si pour tout x de E, ‖p(x)‖ ≤ ‖x‖.

Propriété : Soit f un endomorphisme de E. Deux des trois propriétés
suivantes impliquent la troisième :

• (a) f est un endomorphisme orthogonal

• (b) f est un endomorphisme symétrique

• (c) f ◦ f = idE (autrement dit, f est une symétrie)
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(iii) Réduction des endomorphismes symétriques.

Lemme : Les valeurs propres d'une matrice symétrique réelle sont réelles.

Théorème spectral : Un endomorphisme symétrique d'un espace
euclidien E admet une base orthonormale de vecteurs propres

Corollaire : pour toute matrice symétrique réelle A, il existe D diagonale
réelle et P orthogonale telles que A = PDP−1 = PDP T .

Application : Si deux endomorphismes symétriques commutent, ils ad-
mettent une base de vecteurs propres communs.

(iv) Endomorphismes symétriques positifs

Ce paragraphe est hors programme mais néanmoins intervient régulière-
ment dans les concours. Il fait l'objet d'une des sections d'exercices dont
le premier exercice est la démonstration des résultats énoncés dans ce
paragraphe.

Dé�nition : Un endomorphisme symétrique u est dit positif (respective-
ment dé�ni positif) si et seulement si pour tout x de E, 〈u(x), x〉 ≥ 0

(respectivement pour tout x non nul de E, 〈u(x), x〉 > 0).

Théorème : u endomorphisme symétrique u est positif (respective-
ment dé�ni positif) si et seulement si son spectre est inclus dans R+

(respectivement R+∗).

Dé�nition : Soit Sn l'ensemble des matrices symétriques de taille n. On
désigne par S+n l'ensemble des matrices symétriques de taille n telles
∀X,XTAX ≥ 0. On désigne par S++

n l'ensemble des matrices symé-
triques de taille n telles ∀X 6= 0, XTAX > 0.

On a alors les équivalences suivantes :
A ∈ S+n ⇐⇒ A ∈ Sn et Sp(A) ⊂ R+

A ∈ S++
n ⇐⇒ A ∈ Sn et Sp(A) ⊂ R+∗ ⇐⇒ A ∈ S+n et detA 6= 0
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II. Exercices sur les espaces vectoriels euclidiens

Les indications pour certains de ces exercices débutent page 57.

1. Endomorphismes orthogonaux

La correction de ces exercices commence page 120.

Isométries vectorielles en dimension 2 ou 3

Exercice 53.
Soit E un plan euclidien orienté muni d'une base orthonormée B. Soit m un
réel.

1. Soit fm de matrice dans la base B de matrice

Am =
1√
5

(
m2 − 1 −m+ 2 +

√
2

2(m− 1−
√

2) 1

)
.

Pour quelles valeurs de m fm est un endomorphisme orthogonal. Préciser alors
la nature de fm.

2. Mêmes questions avec Am =

m− 1
4 m+ 1

2

m+ 1
2 −m+ 1

4

.

Correction

Exercice 54.
Soit E un plan euclidien orienté.

1. Soient −→v1 et −→v2 deux vecteurs unitaires. Combien d'isométries vectorielles f
véri�e f(−→v1) = −→v2 ? Parmi elles, combien y-a-t-il de rotations ?

2. Soit B = (
−→
i ,
−→
j )une base orthonormale de E, m un réel donné et −→u =

3
−→
i + 4

−→
j et −→v = 2

−→
i + m

−→
j . Déterminer les réels m pour lesquels −→u et

−→v ont même norme. Pour chacune de ces valeurs, trouver l'unique symétrie
vectorielle s qui échange −→u et −→v et l'unique rotation qui transforme −→u en −→v
( On donnera les matrices de ces isométries dans la base B).
3. Prouver que toute isométrie de E s'écrit comme le produit d'au plus deux
symétries par rapport à des droites. Cette écriture est-elle unique ?

4. Soient ∆1 et ∆2 deux droites vectorielles distinctes.
a. Combien d'isométries vectorielles f véri�e f(∆1) = ∆2 ? Parmi elles,

combien y-a-t-il de rotations ?
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b. Soit r une rotation telle que r(∆1) = ∆2 et si la symétrie orthogonale
par rapport à ∆i. Ecrire s2 ◦ s1 puis s1 ◦ s2 comme puissances de r.
Correction

Exercice 55.
Reconnaître les transformations de R3 de matrices

A =
1

14

12 4 −6

4 6 12

−6 12 −4

 puis B =
1

7

 2 −6 3

−6 −3 −2

3 −2 −6


Correction

Exercice 56.

Soit f la transformation de R3 de matrice A =
1

9

 8 1 −4

−4 4 −7

1 8 4

.

1. Montrer que f est une isométrie vectorielle.

2. Véri�er que 1 est la seule valeur propre de f et donner un vecteur propre
unitaire −→w associé à la valeur propre 1 de première coordonnée positive.

3. Soit P l'orthogonal de la droite engendrée par −→w . Montrer que ce plan est
stable par u. Caractériser la restriction de f à P.
Correction

Exercice 57 (Classi�cation des isométries en dimension 3).
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3. Pour toute isométrie f de
E, on pose Ff = Ker(f − idE) et Gf = Ker(f + idE).

1.Montrer que Ff , F⊥f , Gf , G
⊥
f sont stables par f . Démontrer que la restriction

de f à F⊥f n'admet pas d'élément �xe autre que 0E .

2. Démontrer que Ff ou Gf n'est pas réduit à {0E}.
3. Dans cette question, on suppose que dim(Ff ) = 3. Que pouvez vous dire de
f ?

4. Dans cette question, on suppose que dim(Ff ) = 2.
Prouver alors que F⊥f = Gf . Caractériser f .

5. Dans cette question, on suppose que dim(Ff ) = 1.
a. Montrer que la restriction de f à F⊥f est une rotation r.
b. On suppose que E est orienté. Soit −→w un vecteur unitaire de Ff . Une base

orthonormale (−→e1 ,−→e2) du plan F⊥f est dite directe dans le plan orienté par −→w
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si et seulement si (−→e1 ,−→e2 ,−→w ) est une base directe de E. Si θ est l'angle de la
rotation r, f est appelée rotation d'axe Vect(−→w ) d'angle θ. Quelle est la trace
de f ?

c. Caractériser l'endomorphisme f de matrice

0 1 0

0 0 1

1 0 0

 dans la base ca-

nonique de R3.

6. Dans cette question, on suppose que dim(Ff ) = 0.
a. Montrer que Gf est de dimension 1 ou 3. Que dire de f si Gf est de

dimension 3.
Dans la suite, on suppose Gf de dimension 1.
b. Véri�er que Gf = Ker(f2 − idE).
c. Soit P = G⊥f . Prouver que f = sP ◦ ρ où ρ est une rotation d'axe Gf .

Véri�er que sP et ρ commutent.
d. La décomposition de u sous la forme sP ◦ ρ = ρ ◦ sP avec P un plan et ρ

une rotation est elle unique ?
Correction

Isométries vectorielles en dimension n>1

Exercice 58.
Soit E un espace euclidien de dimension n et u ∈ O(E).
Montrer que Im(IdE − u)⊥ = Ker(IdE − u).
Correction

Exercice 59.
Soit A = (ai,j)i,j une matrice orthogonale de O(n). Prouver que∣∣∣∣∣∣

∑
1≤i,j≤n

ai,j

∣∣∣∣∣∣ ≤ n .
Quand y-a-t-il égalité ?
Correction

Exercice 60 (Décomposition QR d'une matrice).
Soit A ∈ GLn(R). En utilisant un procédé d'orthogonalisation de Schmidt,
montrer qu'il existe une matrice orthogonale U et une matrice triangulaire
supérieure T telle que M = UT . Le résultat demeure t-il si M ∈Mn(R) ?
Correction
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Exercice 61.
Soit E) un espace vectoriel euclidien. Soit a ∈ E \ {0} et α ∈ R∗. On dé�nit
f ∈ L(E) par

∀x ∈ E, f(x) = x+ α〈a|x〉a .

1. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f .

2. Trouver une condition nécessaire et su�sante pour que f soit un endomor-
phisme orthogonal et caractériser f dans ce(s) cas.

3. On choisit E = R3. Donner la matrice de s ré�exion par rapport au plan
d'équation x+ 2y + 3z = 0.
Correction

Exercice 62.
Soit f un endomorphisme de E espace vectoriel euclidien.

1. Montrer que deux des trois propriétés suivantes impliquent la troisième :

• f2 = −idE .
• f ∈ O(E).

• ∀x ∈ E, 〈x, f(x)〉 = 0

2. Prouver que si un tel endomorphisme existe, E est de dimension paire.
Correction

Exercice 63.
Soit G = {M1, · · · ,Mn} un ensemble stable par produit de n matrices de
Md(R) inversibles et distinctes.

1. SoitMi ∈ G ; montrer que φi(M) = MMi dé�nit une application de G dans
G bijective. En déduire que G est sous-groupe de GLd(R).

2. Montrer que Q(X,Y ) = 1
n

n∑
k=1

〈MkX,MkY 〉 est un produit scalaire sur Rd

pour lequel toute matrice Mi est une matrice orthogonale .

3. Soit P =
1

n

n∑
k=1

Mk . Véri�er que P est une matrice de projection. L'endo-

morphisme associé est-il un projecteur orthogonal pour Q ?
Correction

Exercice 64.
Soit u ∈ O(E) où E est un espace euclidien.

1. Montrer que 1 et −1 sont les seules valeurs propres possibles de u.
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2. Montrer que l'orthogonal d'un sous-espace G stable par u est stable par u.

3. Soient E+ = Ker(u− idE), E− = Ker(u+ idE) et F = (E+⊕E−)⊥. Véri�er
que F est de dimension paire et que

E = E+

⊥
⊕ E−

⊥
⊕ F .

4. Si E est de dimension paire et que u n'a pas de valeur propre réelle, prouver
qu'il existe un plan stable par u. Que pouvez-vous dire de la restriction de u à
ce plan ?

5. Prouver l'existence d'une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de

u est diagonale par blocs de la forme



Ip
−Iq

R(θ1)
. . .

. . .

R(θr)


où R(θ) est la matrice habituelle de la rotation plane d'angle θ et où p, q et r
sont des entiers naturels(éventuellement nuls).
Correction

2. Endomorphismes symétriques et applications

La correction de ces exercices commence page 131.

Endomorphismes et matrices réelles symétriques

Exercice 65.
Étudier l'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n ≥ 1 véri�ant
A3 +A2 +A = 0.
Correction

Exercice 66.
Soit A ∈ Mn(R) telle que les valeurs propres de ATA− AAT soient réelles et
positives. Montrer que ATA = AAT .
Correction
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Exercice 67.
Soit E un espace euclidien,

1. Soit p un projecteur orthogonal de E. Prouver que pour tout élément y de
E, 〈y, p(y)〉 = ‖p(y)‖2.
2. Soient p1 et p2 deux projecteurs orthogonaux. Montrer que le spectre de
p1 ◦ p2 ◦ p1 est inclus dans [0, 1].
Correction

Exercice 68.
Calculer de manière géométrique (en prouvant l'existence de ces nombres) :

1. inf
(a,b)∈R2

∫ +∞

0
e−x(x2 − ax− b)2dx

2. inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0
(t ln t− at− b)2dt

Correction

Exercice 69.

1. Montrer rapidement que (f, g) 7→ 〈f, g〉 =

∫ 1

0
(fg + f ′g)′ est un produit

scalaire sur l'ensemble E = C2([0, 1]) des fonctions à valeurs réelles de classe
C2.
2. Véri�er que V = {f ∈ E, f(0) = f(1) = 0} et W = {f ∈ E, f ′′ − f = 0}
sont de sous-espaces de E supplémentaires et orthogonaux.

3. Soit U = {f ∈ E, f(0) = f(1) = 1}. Trouver inf
f∈U

∫ 1

0
f2 + (f ′)2.

Correction

Exercice 70.
Soit n ≥ 3 un entier naturel. On pose la matrice :

An =


1 1 1 · · · 1

1 1 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · 0


Les seuls termes non nuls sont ceux de la première colonne, de la première ligne
et en place (2, 2). Ces termes non nuls valent 1.

1. Montrer que An est diagonalisable et déterminer le rang de An.
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2. On pose, ∀p ∈ N, up = tr(Ap3). Calculer la matrice B = A3
3− 2A2

3−A3 + I3.
Déterminer une relation de récurrence simple véri�ée par la suite (up).

3. Montrer que les valeurs propres non nulles de An sont les racines du poly-
nôme :

Pn(X) = X3 − 2X2 + (2− n)X + n− 2

4. On note αn, βn et γn les 3 valeurs propres non nulles de An rangées par
ordre croissant.
a. On considère le système suivant :

(Sn) :


x+ αny + α2

nz = α4
n

x+ βny + β2nz = β4n

x+ γny + γ2nz = γ4n

Montrer que (Sn) admet une unique solution (xn, yn, zn) et la calculer.
b. Prouver que αn < 0 < βn < 1 et pour n su�samment grand,

√
n ≤ γn ≤

√
n+ 1 .

c. Démontrer que lim
n→∞

(γn −
√
n) =

1

2
.

Correction

Exercice 71 (Endomorphismes antisymétriques).
Soit f un endomorphisme dé�ni sur E euclidien et véri�ant

(P) ∀(x, y) ∈ E2, 〈f(x), y〉 = −〈x, f(y)〉

1. Montrer que 0 est la seule valeur propre possible de f . Que peut on dire de
la dimension de E lorsque 0 n'est pas valeur propre ?

2. Montrer que E = Im(f)
⊥
⊕Ker(f) et que le rang de f est pair.

3. Montrer que s = f ◦ f est un endomorphisme symétrique tel que
Im(s) = Im(f) et Ker(s) = Ker(f).

4. Soit λ une valeur propre non nulle de s et x un vecteur propre associé.
a. Montrer que λ < 0.
b. Véri�er que f(x) est un autre vecteur propre associé à λ .
c. Soit Fx = Vect

(
x, f(x)

)
; montrer que Fx et F⊥x sont stables par f .

d. Montrer que Eλ le sous-espace propre de s associé à λ est de dimension
paire, stable par f . Véri�er l'existence d'une famille (x1, · · · , xp) de vecteurs de
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Eλ 2 à 2 orthogonaux telle que (x1, f(x1), · · · , xp, f(xp)) est une base de Eλ. En
déduire que Eλ admet une base orthonormale Bλ dans laquelle la matrice de la

restriction de f à ce sous-espace est diagonale en blocs de la forme

(
0 −a
a 0

)
.

5. Montrer que dans toute base orthonormale la matrice de f est antisymé-
trique. Démontrer qu'il existe une base orthonormale de E dans laquelle f a
pour matrice une matrice A antisymétrique tridiagonale, c'est à dire telle que
ai,j = 0 pour |i− j| > 1.
Correction

Endomorphismes et matrices symétriques positifs

Exercice 72 (résultat du cours).
Soit E un espace euclidien.

1. Un endomorphisme symétrique u est dit positif si et seulement si pour tout
x de E, 〈u(x), x〉 ≥ 0 . Montrer que u endomorphisme symétrique est positif
si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

2. Un endomorphisme symétrique u est dit dé�ni positif si et seulement si pour
tout x non nul de E, 〈u(x), x〉 > 0 . Montrer que u endomorphisme symétrique
u est dé�ni positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

3. On désigne par S+n l'ensemble des matrices symétriques de taille n telles que
∀X,XTAX ≥ 0. Montrer que A ∈ S+n si et seulement si A ∈ Sn (ensemble des
matrices symétriques de taille n) et ses valeurs propres sont positives.

4. On désigne par S++
n l'ensemble des matrices symétriques dé�nies positives

de taille n c'est à dire telles que telles ∀X 6= 0, XTAX > 0. Montrer que

A ∈ S++
n ⇐⇒ A ∈ SnSp(A) ⊂ R+∗ ⇐⇒ A ∈ S+n et detA 6= 0 .

Correction

Exercice 73.
Montrer que les valeurs propres de la matrice S de terme général(

1

i+ j

)
1≤i,j≤n

sont strictement positives.

Correction
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Exercice 74.
Soit A une matrice réelle symétrique d'ordre n positive.

1. (Racine carrée d'une matrice symétrique positive) Montrer qu'il existe une
unique matrice S symétrique positive telle que A = S2.

2. Soient A et B deux matrices symétriques dé�nies positives. Montrer que
Sp(AB) ⊂ R+

∗ et tr(AB) > 0.
On utilisera le fait que si M et N sont deux matrices carrées d'ordre n, MN

et NM ont même polynôme caractéristique (résultat vu en exercice page 30).

3. Soit A et B deux matrices symétriques positives telle que B−A est positive.
Montrer que detA ≤ detB en étudiant successivement les cas suivants :
a. detB = 0,
b. B = In,
c. le cas général.

Correction

3. Déterminant de Gram

Exercice 75.
Soit E un espace préhilbertien réel. Soient (x1, · · · , xn) n éléments de E avec
n ≥ 2. On désigne par matrice de Gram de (x1, · · · , xn) notée G(x1, x2, · · · , xn)

la matrice (n, n) de terme général gi,j = 〈xi, xj〉. Son déterminant sera noté
G(x1, · · · , xn).

1. Prouver que G(x1, · · · , xn) n'est pas modi�é lorsqu'on échange deux élé-
ments de la famille ou si on ajoute à un élément une combinaison linéaire des
autres. Véri�er que pour tout réel λ,

G(λx1, · · · , xn) = λ2G(x1, · · · , xn) .

2. Soit AT = (α1, · · · , αn) ∈ Rn. Véri�er que

ATG(x1, · · · , xn)A = ‖
n∑
i=1

αixi‖2 .

En déduire que G(x1, · · · , xn) ≥ 0 et G(x1, · · · , xn) = 0 si et seulement si la
famille (x1, · · · , xn) est liée. Montrer que l'inégalité de Cauchy-Schwarz est un
cas particulier de ce résultat.

3. Soient (x1, · · · , xn) une famille d'éléments de E et F le sous-espace engendré
par cette famille. Prouver que pour tout x de E :

G(x1, · · · , xn) d(x, F )2 = G(x1, · · · , xn, x)
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4. Soit (x1, · · · , xn) une famille de n vecteurs non nuls. Montrer que pour tout
j ≤ n,G(x1, · · · , xj) ≤ G(x1, · · · , xj−1)‖xj‖2. En déduire queG(x1, · · · , xn) ≤
n∏
k=1

‖xk‖2 avec égalité si et seulement si les vecteurs sont deux à deux ortho-

gonaux.

5. On suppose E de dimension �nie p. Soit B = (e1, · · · , ep) une base ortho-
normale de E et P la matrice de (x1, · · · , xn) dans B.
a. Exprimer G(x1, · · · , xn) en fonction de P .
b. Montrer que le rang de G(x1, · · · , xn) est égal au rang de la famille

(x1, · · · , xn).
c. Lorsque p = n, retrouver les résultats de la première question et les

conclusions de la seconde question.

6. Soit A ∈Mn(R)

a. Montrer que le rang de A est le nombre de valeurs propres non nulles de
AT A comptées avec leur multiplicité.

b. On suppose de plus que ATA = A2. Montrer que Rn = Ker(A)
⊥
⊕ Im(A).

7.

a. Soit P ∈ GLn(R) de vecteurs colonnes C1, . . . , Cn. Véri�er l'inégalité
d'Hadamard

| detP | ≤
n∏
k=1

‖Ck‖

avec égalité si et seulement si les vecteurs C1, . . . , Cn sont deux à deux ortho-
gonaux.
b. On suppose de plus que ∀(i, j), |pi,j | ∈ [0, 1]. Prouver que | detP | ≤ n

n
2 et

qu'il y a égalité si et seulement si ∀(i, j), pi,j ∈ {−1, 1} et les vecteurs colonnes
sont deux à deux orthogonaux.
c. On s'intéresse aux matrices d'Hadamard décrites dans la question précé-

dente à savoir les matrices inversibles H dont tous les coe�cients valent ±1 et
dont les vecteurs colonnes sont deux à deux orthogonaux.
Montrer que si il existe une matrice d'Hadamard H de taille n, n est pair.
Véri�er que si H est une matrice d'Hadamard de taille n, la matrice H ′ de

taille 2n dé�nie par H ′ =

(
H −H
H H

)
est aussi une matrice d'Hadamard. En

déduire l'existence de matrices d'Hadamard pour tout n = 2p avec p ∈ N∗.
8. Soient E un espace euclidien de dimension n, (x1, x2, · · · , xn) de rang r et
(y1, y2, · · · , yn) deux familles de E ayant même matrice de Gram.
a. Si r = n, démontrer qu'il existe f ∈ O(E) tel que pour tout i, f(xi) = yi.
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b. Soit r < n. Quitte à permuter les éléments des familles, on suppose que
(x1, · · · , xr) est libre. Prouver que (y1, · · · , yr) est libre et démontrer qu'il
existe f ∈ O(E) tel que pour tout i, f(xi) = yi.

9.

a. Prouver que si A et B matrices deMn(R) véri�ent ATA = BTB, il existe
Q ∈ O(n) telle que B = QA.
b. En déduire pour toute matrice A ∈Mn(R). l'existence d'un couple (U, S)

avec U ∈ O(n) et S ∈ S+n tel que A = US.
c. Soient (u1, · · · , un) une famille de vecteurs non tous nuls de Rn.

Montrer qu'il existe un projecteur orthogonal p et une base orthonormale
(ei)1≤i≤n telle que ∀i, p(ei) = ui si et seulement si le spectre de G(u1, · · · , un)

est inclus dans {0, 1}.
10. On se place dans Rn muni du produit scalaire canonique où n est pair
(n = 2p). Soit E le sous-espace vectoriel engendré par les p premiers vecteurs
de la base canonique. On appelle π la projection orthogonale sur E. Soit Φ

un endomorphisme de E tel que ∀x ∈ E, ‖Φ(x)‖ ≤ ‖x‖. Montrer qu'il existe
σ ∈ O(Rn) tel que Φ = π ◦ σ|E .
Correction
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Indications

Indications sur l'Exercice 1

2. On pourra remarquer que Xn − 1 est élément de En.

Indications sur l'Exercice 7

On pourra raisonner par récurrence sur codimH = n− dim(H).

Indications sur l'Exercice 8

On pourra commencer par prouver que toutes les droites ont même image.

Indications sur l'Exercice 12

3.c. On pourra remarquer que (A0, · · · , Ad) est une base de Rd[X].

4. On pourra procéder par récurrence sur n.

Indications sur l'Exercice 14

3. Considérer w la restriction de u à Ker(u+ v).

Indications sur l'Exercice 15

3. Il sera judicieux d'introduire N4.

Indications sur l'Exercice 16

2.a. On pourra considérer la restriction de u à Nk+1.

Indications sur l'Exercice 17

Si A3 = B, alors AB = BA.

Indications sur l'Exercice 18

On cherchera à majorer le rang de ABC.

Indications sur l'Exercice 19

On découpera judicieusement A et B.

Indications sur l'Exercice 21

1. Etablir une relation de récurrence linéaire d'ordre 2 dé�nissant ∆n.

5. On pourra remarquer que si Li désigne la ligne i, Li+1(x) =
d

dx
(xLi(x)) pour i = 1 ou

i = 2.
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6. On pourra remarquer que le passage de la ligne i à la ligne i + 1 pour i < n se fait par

l'opération suivante Li+1(x) =
d

dx
(xLi(x)) et faire apparaître (y−a)n (avec a réel) en place

(n+ 1, n+ 1) puis choisir a = x.

Indications sur l'Exercice 23

2. On pourra introduire les matrices carrées d'ordre p+ q

(
Ip A

B Iq

)
et

(
−Ip 0

B −Iq

)
.

Indications sur l'Exercice 28

1.b. Pour la première partie de cette question, on pourra procéder par récurrence.

3.b. On pourra calculer

(
1 −1

1 −1

)2

.
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Indications sur l'Exercice 30

2. On commencera par véri�er que q ◦ u = u ◦

(
1

n

n−1∑
k=0

uk ◦ p ◦ un−k
)
.

3. On pourra remarquer que Im(p ◦ un−k) est inclus dans V pour tout k.

Indications sur l'Exercice 31

1. En supposant qu'il existe y ∈ Ker(f) et z ∈ Ker(f2 + id) tels que x = y+ z, on montrera

que z = −f2(x) et y = x+ f2(x) .

Indications sur l'Exercice 33

2. Démontrer que ce sont les seuls en utilisant les transpositions ( éléments de Sn échangeant

deux éléments et laissant les autres �xes).

Indications sur l'Exercice 35

On pourra chercher une relation de récurrence sur les coordonnées d'un vecteur propre associé

à s en lui ajoutant deux coordonnées x0 et xn+1 nulles.

Lorsque |s| < 2, on introduira θ = arccos(
s

2
).

Indications sur l'Exercice 37

2.b. On pourra introduire la matrice carrée d'ordre n+ p de la forme

(
−A XIn
−Ip On

)
et une

autre à déterminer de la forme

(
B XIp
? ?

)

Indications sur l'Exercice 39

6. On pourra remarquer que i est racine de P (x) = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1.

Indications sur l'Exercice 40

1. On pourra introduire un vecteur propre X et introduire un indice k pour lequel xk =

max(xi)).

Indications sur l'Exercice 41

1.b. On pourra raisonner par l'absurde et utiliser la trace.

1.c. On se ramènera au cas précédent.

Indications sur l'Exercice 42

On pourra travailler dans une base adaptée à la décomposition E = Im(p)⊕Ker(p).
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Indications sur l'Exercice 43

2. On pourra commencer par calculer T 2(f)(x) et T 3(f)(x) pour établir une formule donnant

Tn(f)(x) à démontrer par récurrence.

3.a. Penser aux sommes de Riemann.

Indications sur l'Exercice 46

1. On pourra montrer que Ker(u− λidE) =
p
⊕
k=1

Ker(u|Ek − λidEk )

3. On décomposera Kn en sous-espaces stables par l'endomorphisme canoniquement associé

à An.

Indications sur l'Exercice 47

2. Pour déterminer le noyau et l'image de Q, on fera intervenir la matrice A− I3.

Indications sur l'Exercice 48

3. On pourra montrer que si s est une racine de l'unité autre que 1, P (s) =
−n

s(1− s) .

Indications sur l'Exercice 51

On pourra introduire la suite dé�nie par u0 = x et un+1 = f(un).

Indications sur l'Exercice 52

2. si u2 = a, u et a commutent.
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Indications sur l'Exercice 54

4.b. On montrera que s2 ◦ s1 = r2 et on remarquera que s2 ◦ s1 et s1 ◦ s2 sont inverses l'une

de l'autre.

Indications sur l'Exercice 59

Si U est le vecteur de Rn dont toutes les coordonnées valent 1, on remarque que
∑

1≤i,j≤n

ai,j =

〈X,AX〉.

Indications sur l'Exercice 63

1. On prouvera que Id est élément de G.

Indications sur l'Exercice 68

1. On pourra introduire sur R[X] le produit scalaire 〈P,Q〉 =

∫ +∞

0

e−xP (x)Q(x)dx

Indications sur l'Exercice 69

3. On pourra remarquer que f ∈ U si et seulement si f = 1− g où g ∈ V .

Indications sur l'Exercice 70

3. On pourra considérer s ∈ R une valeur propre non nulle de An associée au vecteur propre

XinMn,1(R) non nul et étudier le système AnX = sX.

4.c. On cherchera un équivalent de γ2
n(γ2

n − n) en utilisant le système (Sn).

Indications sur l'Exercice 71

3. On commencera par prouver l'égalité des noyaux en véri�ant que pour tout x 〈s(x), x〉 =

−‖f(x)‖2.

Indications sur l'Exercice 73

On pourra se rappeler que
1

n+ 1
=

∫ 1

0

xndx

Indications sur l'Exercice 75

5.b. On montrera que Ker(P ) = Ker(PTP ).

9.c. On appliquera la question précédente à AT .
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Corrections

Correction de l'Exercice 1

Retour à l'énoncé

1. En est non vide car il contient le polynôme nul. De plus si P et Q sont éléments de En
et α un complexe :

(Xn + 1)(αP +Q) = α(Xn + 1)P + (Xn + 1)Q = αP (X2) +Q(X2) = (αP +Q)(X2) .

Ainsi αP +Q est élément de En.

On a bien véri�é que En est un sous-espace vectoriel de C[X].

2. Si P n'est pas le polynôme nul, deg(P (X2)) = 2 deg(P ), on obtient n+deg(P ) = 2 deg(P ) ;

tout polynôme non nul de En est de degré n.

Supposons que En n'est pas réduit à {0}. Soient P et Q deux polynômes de En non nuls de

termes dominants respectifs an et bn.
P

an
−Q
bn

est élément de En de degré strictement inférieur

à n : c'est donc le polynôme nul ; les polynômes P et Q sont proportionnels. Aussi soit En
est réduit à {0} et est de dimension 0 soit tous les polynômes non nuls sont proportionnels

à l'un d'eux et En est de dimension 1. On remarque que le polynôme Xn − 1 est élément de

En donc En = Vect(Xn − 1).

Correction de l'Exercice 2

Retour à l'énoncé

Soit F1 = Vect(S1) sous-espace de E de dimension s1 et F2 = Vect(S2) sous-espace de F1 de

dimension s2.

Les n1 − n2 éléments de S1 n'appartenant pas à S2 engendrent un espace vectoriel F3 de

F1 tel que F2 + F3 = F1 aussi dim(F3) + dim(F2) ≥ dim(F1) donc dim(F3) ≥ s1 − s2. Mais

comme F3 admet une famille génératrice de n1 − n2 éléments dim(F3) ≤ n1 − n2, on a donc

obtenu que s1 − s2 ≤ n1 − n2 ce qui équivaut à l'inégalité demandée n2 − s2 ≤ n1 − s1.

Correction de l'Exercice 3

Retour à l'énoncé

1. Soit (αk)1≤k≤p une famille de scalaires tels que

p∑
k=0

αkfk = 0 c'est à dire :

∀x ∈ R,
p∑
k=0

αke
kx = 0

ce qui équivaut à dire que le polynôme P =

p∑
k=0

αkX
k admet pour racines tous les nombres

de la forme ex donc tous les réels strictement positifs. P ayant une in�nité de racines, c'est

le polynôme nul et tous les scalaires sont nuls. La famille proposée est donc libre.

2. Soit (αk)1≤k≤2p une famille de scalaires tels que

2p∑
k=0

αkfk = 0 c'est à dire :

∀x ∈ R,
p∑
k=0

α2k cos(kx) +

p∑
k=1

α2k−1 sin(kx) = 0
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Comme cos(kx) =
eikx + e−ikx

2
et sin(kx) =

eikx − e−ikx

2i
= −i e

ikx − e−ikx

2
, l'égalité précé-

dente peut s'écrire après multiplication par 2epix :

p∑
k=1

(α2k + iα2k−1)e(p−k)ix + 2α0e
pix +

p∑
k=1

(α2k − iα2k−1)e(p+k)ix = 0

ce qui équivaut à dire que pour tout réel x, eix est racine du polynôme

P =

p∑
k=1

(α2k + iα2k−1)Xp−k + 2α0X
p +

p∑
k=1

(α2k − iα2k−1)Xp+k

Tous les nombres de module 1 sont racines de P ; P ayant une in�nité de racines, c'est le

polynôme nul et tous ses coe�cients sont nuls soit :

∀k ∈ [[0, p]], α2k + iα2k−1 = α2k − iα2k−1 = 0 et 2α0 = 0

ce qui prouve que tous les scalaires sont nuls : la famille proposée est libre.

3. Soit (αk)1≤k≤p une famille de scalaires tels que

p∑
k=0

αkgak = 0. La fonction ga est continue

sur R et dérivable sauf en a or αigai = −
∑
k 6=i

αkgak . La fonction de droite dans cette égalité

est dérivable en ai ; il en est donc de même de αigai ce qui impose αi = 0. Tous les scalaires

sont nuls ; la famille proposée est libre.

Correction de l'Exercice 4

Retour à l'énoncé

1. On recherche P sous la forme
∑
k

= 0nαkx
k. Les conditions P (ai) = bi conduisent

au système linéaire V


α0

...

αn

 =


b0
...

bn

 où la matrice V a pour terme général xj−1
i−1 avec

1 ≤ i, j ≤ n + 1. On reconnait la transposée de la matrice de Vandermonde associée à

(a0, a1, · · · , an) dont le déterminant est non nul puisque les ai sont deux à deux distincts.

Le système admet une unique solution : P existe et est unique.

2. La question précédente prouve l'existence et l'unicité de Li. Li admet pour racines les n

nombres aj avec j 6= i : il a donc au moins n racines ; comme il est de degré au plus n et non

nul (Li(ai) = 1), ce sont ses seules racines et elles sont simples. Ainsi il existe λi tel que

Li = λi

n∏
j = 1

j 6= i

(X − aj)
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La condition Li(ai) = 1 donne alors λi = (

n∏
j = 1

j 6= i

(ai − aj))−1, d'où

Li =

n∏
j = 1

j 6= i

X − aj
ai − aj

.

3. Il su�t de prouver que cette famille est libre puisqu'elle comporte n + 1 éléments. Soit

(α0, · · · , αn) tel que
n∑
i=0

αiLi = 0

En évaluant en aj , on obtient αj = 0. La famille est donc libre. C'est une base de K[X].

Si P =

n∑
i=0

αiLi, une évaluation en aj donne immédiatement αj = aj . Tout polynôme de

degré au plus n s'écrit donc

P =

n∑
i=1

P (ai)

n∏
j = 1

j 6= i

X − aj
ai − aj

.

Correction de l'Exercice 5

Retour à l'énoncé

1. Le cas n = 1 est trivial.

Soit n ≥ 2. Soit (Q1, · · · , Qn) une base de E et r le degré maximal de cet ensemble de

polynômes. Quitte à permuter les éléments de cette base (ce qui ne change pas le caractère

basique de cette famille), on suppose que deg(Qn) = r.

Pour tout i ∈ [1, n− 1], on remplace Qi par Pi dé�ni par

Pi =

{
Qi si deg(Qi) = r

Qi +Qn sinon
.

Chaque polynôme Pi est obtenu successivement par ajout éventuel du dernier polynôme ,

ce qui ne change pas le caractère basique. De plus, le degré de Pi est toujours r car lorsque

deg(Qi) 6= r, Qi est de degré strictement inférieur à Qn ; la somme est donc du degré de

Qn soit r. (P1, · · · , Pn−1, Qp) est une base de E constitué de polynômes de même degré r.

Remarque : l'exercice précédent fournit explicitement de telles bases.

2. Démontrons ce résultat par récurrence sur n.

Initialisation dans le cas n = 1 : Tout polynôme non nul de E est une base de E.

Hérédité : on suppose la propriété vraie pour tout sous-espace de C[X] de dimension n − 1

avec n ≥ 2.

Soient E de dimension n et (Q1, · · · , Qn) une base de E rangé par degré croissant (ce qui

est possible car la permutation des éléments d'une base ne modi�e pas le caractère basique
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de cette famille). On pose Pn = Qn. Pour tout i < n, on e�ectue l'opération suivante :

Si deg(Qi) < deg(Qn), on pose Ri = Qi.

Si deg(Qi) = deg(Qn) = r, soient ai et an les coe�cients dominants de ces polynômes ; on

peut remplacer Qi par Ri = Qi −
ai
an
Qn. Ri est un polynôme de degré au plus r et le terme

en Xr est nul ( ai −
ai
an
an = 0) : c'est donc un polynôme de degré strictement inférieur à

Qn. La base (R1, · · · , Rn−1, Pn) est une base de E donc

E = E1 ⊕Vect(Pn)

avec E1 = Vect(R1, · · · , Rn−1).Tous les éléments de la base de E1 sont de degré strictement

inférieur à r donc E1 ⊂ Cr−1[X].

E1 étant de dimension n− 1, par hypothèse de récurrence, il admet une base (P1, · · · , Pn−1)

tel que deg(P1) < · · · < deg(Pn−1) < r = deg(Pn) et (P1, · · · , Pn−1, Pn) est une base de E

qui répond à la question. Le résultat a ainsi été démontré par récurrence.

Correction de l'Exercice 6

Retour à l'énoncé

1. Soit (e1, e2, · · · , en) une base de E. Pour tout réel a, on introduit Fa = Vect(e1 + ae2) si

p = 1 et si p > 1 Fa = Vect(e1 + ae2, e3, · · · , ep+1) ; Fa est un espace vectoriel de dimension

p. Pour a 6= b, e1 + be2 /∈ Fa donc les sous-espaces Fa sont tous distincts et sont en nombre

in�ni.

2. Procédons par récurrence sur n la dimension de E.

Si n = 0, E = {0} et le seul sous-espace de E est E.

Si n = 1, E n'a que 2 sous-espaces {0} et lui-même. Si les Ei sont di�érents de E, ils sont

tous égaux à {0} et leur union est encore réduit au singleton {0}.
Supposons la propriété vraie pour les espaces vectoriels de dimension n ≥ 1. Soit E de

dimension n+ 1 et (Ei)1≤i≤p une famille de sous-espaces vectoriels de E tels que
p
∪
i=1
Ei = E.

Soit H un hyperplan de E, c'est à dire un sous espace vectoriel de E de dimension n. Par

intersection avec H :
p
∪
i=1
Ei = E =⇒

p
∪
i=1

(Ei ∩H) = H .

Par hypothèse de récurrence, il existe j tel que Ej ∩H = H puisque les Ei∩H sont des sous-

espaces vectoriels de H ; ce qui équivaut à dire que H ⊂ Ej . Compte-tenu des dimensions,

les seuls sous-espaces de E contenant H sont H et E. Supposons qu'aucun sous-espace n'est

égal à E, il y en a au moins un égal à H. Les (Ei)i étant en dimension �nie, le nombre

d'hyperplans de E est �ni, ce qui est absurde.

Correction de l'Exercice 7

Retour à l'énoncé

Une des deux implications est triviale. Si H et K ont un supplémentaire commun S de

dimension s, ils sont tous les deux de dimension n− s donc de même dimension.
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On rappelle que E étant de dimension �nie, tout sous-espace admet des supplémentaires.

Démontrons l'implication réciproque par récurrence sur s = n − dim(H) (s s'appelle la

codimension de H).

Initialisation : si s = 0, H = K = E et le supplémentaire commun est {0E}.
Hérédité : supposons que si dim(H) = dim(K) = n − s avec s ≥ 0, H et K admettent un

supplémentaire commun.

Soient H et K tels que dim(H) = dim(K) = n− (s+ 1) avec s ≥ 0.

Si H = K, tout supplémentaire de l'un est un supplémentaire de l'autre.

Si H 6= K, aucun des sous-espaces n'est inclus dans l'autre donc il existe deux vecteurs u

et v tels que u ∈ H \ K et v ∈ K \ H. u + v n'est élément pas de H car si u + v ∈ H ,

v = u+ v − v est élément de H ce qui est contraire au choix de v. De même, en échangeant

les rôles de H et K, u+ v n'est pas élément de K. Soit D la droite engendrée par u+ v, elle

est en somme directe avec H et K (puisque l'intersection est réduite au vecteur nul).

Soit H1 = H ⊕D et K1 = K ⊕D. On a alors

dim(H1) = dim(H) + 1 = dim(K) + 1 = n− s = dim(K1) .

Par hypothèse de récurrence, H1 et K1 ont un supplémentaire commun S ; ainsi

E = H1 ⊕ S = H ⊕D ⊕ S = K1 ⊕ S = K ⊕D ⊕ S

D ⊕ S est un supplémentaire commun à H et K.

On vient de prouver par récurrence que si dim(H) = dim(K), H et K ont un supplémentaire

commun.

Correction de l'Exercice 8

Retour à l'énoncé

On remarque que tout sous-espace F véri�e f(F ) = f(F ⊕ {0}) = f(F ) + f({0}) donc

f({0}) = 0.

L'image d'une somme directe de p sous-espaces est la somme des images.Véri�ons le par

récurrence sur p.

Initialisation : C'est la propriété de f pour p = 2.

Hérédité : Supposons que f
(
p

i=1
Ei
)

=

p∑
i=1

f(Ei) avecp ≥ 2.

Soit S =
p+1
⊕
i=1

Ei = S1 ⊕ Ep+1 avec S1 =
p
⊕
i=1
Ei. Par dé�nition de f , f(S) = f(S1) + f(Ep+1)

et par hypothèse de récurrence f(S1) =

p+1∑
i=1

f(Ei) donc f(S) =

p+1∑
i=1

f(Ei). On a ainsi véri�é

par récurrence que l'image d'une somme directe de sous-espaces est la somme des images.

Or tout sous-espace vectoriel de dimension �nie p ≥ 1 est la somme directe de p droites

(engendrées par les vecteurs d'une de ses bases). Il est donc intéressant de regarder l'image

d'une droite.

Soient D = Vect(u) et D′ = Vect(u′) deux droites distinctes de E (donc (u, u′) est une

famille libre). On pose Π = Vect(u, u′) et ∆ = Vect(u+ u′). (u, u′), (u, u+ u′) et (u′, u+ u′)

étant des bases de Π :

Π = D ⊕∆ = D′ ⊕∆
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donc

f(Π) = f(D) + f(∆) = f(D′) + f(∆) =⇒ f(D) = f(D′)) .

Toutes les droites ont même image d.

Par suite un sous-espace de dimension p ≥ 1 a comme image dp ; f = d dim.

Toutes les applications F 7→ d dim(F ) conviennent puisque la dimension d'une somme directe

de sous-espaces est la somme des dimensions de ces sous-espaces.

Correction de l'Exercice 9

Retour à l'énoncé

La relation p ◦ q = 0 équivaut à Im(q) ⊂ Ker(p) et par le théorème du rang appliqué à p :

rg(q) ≤ dim(Ker(p)) = n− rg(p)⇐⇒ rg(p) + rg(q) ≤ n .

Soit r = p+ q− q ◦p. Véri�ons que r2 = r sachant que p2 = p, q2 = q et p ◦ q = 0. On a alors
r ◦ p = p2 = p

r ◦ q = q ◦ p+ q2 − q2 ◦ p = q

r ◦ q ◦ p = q ◦ p
⇐⇒ r2 = r .

r est bien un projecteur.

Comme Im(p) et Ker(p) sont en somme directe et que Im(q) ⊂ Ker(p), Im(p) et Im(q) sont

aussi en somme directe. Or pour tout x de E, r(x) = p(x) + q(x − p(x)) ∈ Im(p) ⊕ Im(q)

donc Im(r) ⊂ Im(p)⊕ Im(q).

Réciproquement, soit z un élément de Im(p) ⊕ Im(q) alors il existe (x, y) ∈ E2 tels que

z = p(x) + q(y) et comme on a vu précédemment que r ◦ p = p et r ◦ q = q, r(z) = z aussi

z ∈ Im(r). Par double inclusion, on vient de démontrer que

Im(r) = Im(p)⊕ Im(q) .

Soit x un élément du noyau de r. On a alors

p(x)︸︷︷︸
∈Im(p)

+ q(x− p(x))︸ ︷︷ ︸
∈Im(q)

= 0E .

Les espaces Im(p) et Im(q) étant en somme directe :

p(x) = q(x− p(x)) = 0E ⇐⇒ p(x) = q(x) = 0E ,

x est élément de Ker(p) ∩Ker(q). Réciproquement si p(x) = q(x) = 0E , r(x) = 0 ainsi :

Ker(r) = Ker(p) ∩Ker(q) .

Correction de l'Exercice 10

Retour à l'énoncé

Supposons que g existe.
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On remarque alors compte-tenu de f = f ◦ g ◦ f que si y est élément de Im(f), f ◦ g(y) = y.

De même, si y est élément de Im(g), g ◦ f(y) = y.

Les applications f1 :
Im(g) 7→ Im(f)

x 7→ f(x)
et g1 :

Im(f) 7→ Im(g)

x 7→ g(x)
sont réciproques

l'une de l'autre.

Si f = 0, g = 0 convient et si f est bijective, g = f−1 convient.

On suppose dorénavant f de rang r avec 1 ≤ r < n. Soit S un supplémentaire du noyau de f

et (u1, · · · , ur) une base de S. Par le théorème de l'endomorphisme induit, (f(u1), · · · , f(ur))

est une base de Im(f) que l'on complète en une base de E (f(u1), · · · , f(ur), er+1, · · · , en).

Soit g l'application linéaire dé�nie par

∀i ∈ [[1, r]], g(f(ui)) = ui et ∀j ∈ [[r + 1, n]], g(ej) = 0E .

Le rang de g est la dimension de son image soit rg(e1, · · · , ep) = p donc f et g ont même

rang.

Comme pour tout élément ui de la base de S, g◦f(ui) = ui, il en est de même de tout élément

de S. Pour tout x de E, f(x) ∈ S donc g ◦ f(g(x)) = g(x) ce qui équivaut à g ◦ f ◦ g = g.

Pour i ∈ [[1, r]], f (g(f(ui))) = f(ui) ; ainsi pour tout élément de S, f ◦ g ◦ f = f et pour les

éléments de Ker(f), f ◦ g ◦ f(x) = f(x) = 0E .

f et f ◦ g ◦ f coîncident sur S et Ker(f) donc sur une base adaptée à la décomposition

E = S ⊕Ker(f) ; ces deux applications sont donc égales f = f ◦ g ◦ f .
L'application g décrite précédemment répond à la question.

Correction de l'Exercice 11

Retour à l'énoncé

Comme w = v ◦ u, Im(w) ⊂ Im(v) ⊂ G et {0E} ⊂ Ker(u) ⊂ Ker(w).

Supposons que w est un isomorphisme.

On a alors Im(w) = G et Ker(w) = {0E}. Compte-tenu des inclusions rappelées précédem-

ment, Im(v) = G et Ker(u)) = {0E} : v est surjective et u est injective.

Soit y ∈ F , v(y) est élément de G et w étant un isomorphisme, il existe x élément de E tel

que v(y) = w(x) = v (u(x)) ; ainsi y − u(x) = y1 ∈ Ker(v). On a alors y = u(x) + y1 donc

y ∈ Im(u) + Ker(v) soit F = Im(u) + Ker(v).

Montrons que cette somme est directe. Soit y ∈ Im(u) ∩ Ker(v). Il existe x ∈ E tel que

y = u(x) et v(y) = 0G donc v ◦ u(x) = 0G ; x appartient au noyau de w mais w étant

bijective, x est l'élément nul de E donc y est l'élément nul de F . Ainsi F = Im(u)⊕Ker(v).

Réciproquement supposons que v est surjective, u est injective et F = Im(u)⊕Ker(v). Par le

théorème de l'isomorphisme induit, la restriction de v de Im(u) sur Im(v) = G est bijective.

Pour tout élément z de G, il existe un unique élément y de Im(u) tel que z = v(y). De plus,

u étant injective, y a un unique antécédent x par u donc z s'écrit de manière unique sous la

forme v ◦ u(x) avec x ∈ E : w est un isomorphisme.

Correction de l'Exercice 12

Retour à l'énoncé

1.
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a. ∆ est un endomorphisme de R[X] comme di�érence de P 7→ P (X + 1) et l'identité.

∆(P ) = 0 équivaut à P est 1-périodique ; P est donc borné ; c'est un polynôme constant.

Tout polynôme constant a bien 0 comme image donc Ker(∆) = R.
b. Comme précédemment le noyau de ∆n est constitué des polynômes constants ; ainsi

par le théorème du rang :

dim(Im(∆n)) = dim(Rn[X])− dim(R) = n+ 1− 1 = n .

Soit P un polynôme(non nul) de terme dominant apX
p, le terme dominant de P (X + 1) est

aussi apX
p donc deg(∆(P )) < deg(P ) ainsi Im(∆n) ⊂ Rn−1[X] et par égalité des dimensions

Im(∆n) = Rn−1[X].

Soit Q un polynôme non nul de degré d ; Q ∈ Im(∆d+1) donc il existe un polynôme P de

degré au plus d+ 1 tel Q = ∆(P ). 0 étant sa propre image, ∆ est surjective.

2. Soit P un polynôme réel. Par division de P par X et d'après théorème de la division

euclidienne, il existe un unique couple (Q, r) ∈ R[X]× R tels que

P = XQ+ r

ce qui équivaut à R[X] = XR[X]⊕ R.
Les polynômes de XR[X] sont les polynômes divisibles par X donc s'annulant en 0. Par

le théorème de l'isomorphisme induit, la restriction de ∆ au supplémentaire du noyau de

XR[X] sur Im(∆) = R[X] est bijective ce qui est la propriété demandée :

∀Q ∈ R[X], ∃!P tel que ∆(P ) = Q et P (0) = 0.

3.
a. Si d 6= 0

Ad(X + 1)−Ad(X) =
X(X − 1) · · · (X + 2− d)

d!
(X + 1−X + d− 1) = Ad−1

et ∆(A0) = 0.

b. Si d = 0, Ad(n) = 1 ∈ Z.
Soit d ≥ 1. Soit n entier naturel. Si n < d, n est racine de Ad et Ad(n) = 0 et si n ≥ d, on

remarque que Ad(n) =
(
n
d

)
∈ N. On remarque que Ad(d) = 1.

Soit n un entier naturel négatif n = −n′.

Ad(n) = (−1)d
n′(n′ + 1) · · · (n′ + d− 1)

d!
= (−1)d

(
n′ + d− 1

d

)
= (−1)d

(
−n+ d− 1

d

)
∈ Z .

c. Le polynôme Ad est de degré d donc la famille (A0, · · · , Ad) est une famille étagée en

degré, donc libre maximale de Rd[X] : c'en est une base. Soit P un polynôme tel que P (n)

est entier pour tout entier relatif n. Si P est constant, cette constante doit être un entier c0
donc P = c0A0.

Supposons P de degré d ≥ 1. Dans la base de Rd[X] exhibée précédemment, ce polynôme

s'écrit de manière unique :

P = c0A0 + · · ·+ cdAd =

d∑
k=0

ckAk
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Un polynôme de degré d étant déterminé par sa valeur en d+1 points distincts, les (ck)0≤k≤d

sont déterminés par le système P (n) =

d∑
k=0

ckAk(n) pour 0 ≤ n ≤ d, soit compte-tenu des

calculs de la question précédente :

∀n ∈ [[0, d]], P (n) =

n∑
k=0

ck

(
n

k

)
Les coe�cients sont obtenus par récurrence par c0 = P (0) et pour n ≥ 1

cn = P (n)−
n−1∑
k=0

ck

(
n

k

)
.

Ces coe�cients sont dans Z si P (Z) ⊂ Z car c0 ∈ Z et si les ck sont entiers relatifs pour

k ∈ [0, n− 1], il en est de même de cn. Par récurrence �nie, tous les composantes de P dans

la base des (Ak) sont entières.

Réciproquement, si P =

d∑
k=0

ckAk avec la (c0, · · · ; cd) ∈ Zd+1, comme Ak(n) est un entier

relatif pour tout entier relatif n, P (n) est élément de Z.
4. On procède par récurrence sur n.

Initialisation pour n = 0 : Pour tout polynôme constant P = a, on cherche un nombre α tel

que :

∀a ∈ R, a = αa

la solution est unique et vaut α = 1. Hérédité : supposons l'existence d'un unique n+1-uplet

(b0, · · · , bn) tel que pour tout P ∈ Rn[X], P (X + n+ 1) =

n∑
k=0

bkP (X + k).

On recherche un n+ 2-uplet (a0, · · · , an+1) tel que pour tout P ∈ Rn+1[X],

(1) P (X + n+ 2) =

n+1∑
k=0

akP (X + k)

En appliquant cette relation à P = Xn+1 et en regardant le terme en Xn+1, on obtient que :

n+1∑
k=0

ak = 1

soit (2) an+1 = 1−
n∑
k=0

ak.

Il reste à déterminer les n+1 autres coe�cients. Compte-tenu de la valeur de an+1, la relation

(1) devient :

P (X + n+ 2)− P (X + n+ 1) = −
n∑
k=0

ak (P (X + n+ 1)− P (X + k)) .

Or P (X + n+ 1)−P (X + k) =

n∑
j=k

(P (X + j + 1)− P (X + j)) = −
n∑
j=k

∆(P )(X + j). Ainsi

la relation (1) équivaut à :

∆(P )(X + n+ 1) = −
n∑
k=0

n∑
j=k

ak∆(P )(X + j) = −
∑

0≤k≤j≤n

ak∆(P )(X + j)
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En échangeant les signes
∑

, on obtient :

∆(P )(X + n+ 1) = −
n∑
j=0

(
j∑

k=0

ak

)
∆(P )(X + j)

On a vu en première question que lorsque P décrit Rn+1[X], ∆(P ) décrit Rn[X] ; donc pour

tout polynôme Q de Rn[X]

Q(X + n+ 1) = −
n∑
j=0

(
j∑

k=0

ak

)
Q(X + j)

Par hypothèse de récurrence, ceci équivaut à :

∀j ∈ [[0, n]], −
j∑

k=0

ak = bj ⇐⇒



a0 = −b0
a0 + a1 = −b1

...

a0 + a1 + · · ·+ aj = −bj
...

a0 + · · ·+ an−1 + an = −bn

Ce système a donc une solution unique a0 = −b0 et pour j ≥ 1, aj = bj−1 − bj .
Par récurrence, on a donc prouvé l'existence d' un unique n + 1-uplet (a0, · · · , an) tel que

pour tout P ∈ Rn[X],

P (X + n+ 1) =

n∑
k=0

akP (X + k) .

Calcul des coe�cients : Désignons par an,j le coe�cient de P (X + j) pour les polynômes

de degré au plus n (au lieu de aj). Des relations an,0 = −an−1,0 et a0,0 = 1, on déduit

an,0 = (−1)n. Le coe�cient d'indice le plus élevé est donné par la relation (2). Regardons

les coe�cients pour les premières valeurs de n :

n = 0 : a0,0 = 1

n = 1 : a1,0 = −1 a1,1 = 2

n = 2 : a2,0 = 1 a2,1 = −3 a2,2 = 3

n = 3 : a3,0 = −1 a3,1 = 4 a3,2 = −6 a3,3 = 4.

On remarque que ses coe�cients sont au signe près des coe�cients binomiaux pour n ≤ 3 :

an,j = (−1)n+j
(
n+ 1

j

)
.

Si an,j = (−1)n+j
(
n+1
j

)
pour n �xé et 0 ≤ j ≤ n, pour 1 ≤ j ≤ n, par la formule du triangle

de Pascal :

an+1,j = an,j−1 − an,j = (−1)n+j−1

((
n+ 1

j − 1

)
+

(
n+ 1

j

))
= (−1)n+j+1

(
n+ 2

j

)
.

Pour j = 0,
(
n+2
0

)
= 1 donc an+1,0 = (−1)n+1

(
n+2
0

)
.

Pour j = n + 1, (1 − 1)n+2 = 0 donc par développement par la formule du binôme

S. Sidaner 67/148 Creative Commons : BY:© $\© C©



Algèbre en PC ou PC* Mat' les Ressources

n+2∑
j=0

(−1)j
(
n+ 2

j

)
= 0 soit après multiplication par (−1)n+2 :

n∑
j=0

an+1,j = −

(
n+ 2

n+ 1

)
+ 1 = 1− an+1,n+1

ce qui donne an+1,n+1 =
(
n+2
n+1

)
. On a alors prouvé que an+1,j = (−1)n+1+j

(
n+2
j

)
pour

0 ≤ j ≤ n+ 1. La propriété an,j = (−1)n+j
(
n+1
j

)
pour tout n et j ∈ [[0, n]] a été prouvée par

récurrence.

Correction de l'Exercice 13

Retour à l'énoncé

1. Soit x ∈ Ker(u) ∩ Im(v) : il existe y ∈ F tel que x = v(y).

Comme u ◦ v(y) = u(x) = 0F , v ◦ u(v(y)) = 0E . Comme v ◦ u ◦ v = v, x = v(y) = 0E . On a

donc montré que v ◦ u ◦ v = v =⇒ Ker(u) ∩ Im(v) = {0E}.
En échangeant les rôles de E et F et ceux de u et v :

u ◦ v ◦ u = u =⇒ Ker(v) ∩ Im(u) = {0F }

Soit x ∈ E. Comme u ◦ v ◦ u(x) = u(x), u (x− v ◦ u(x)) = 0F , donc x = v (u(x)) + x0 où

x0 = x − v ◦ u(x) est élément de Ker(u). On a donc véri�é que E = Ker(u) ⊕ Im(v). On a

montré que u◦v◦u = u =⇒ E = Ker(u)⊕Im(v). Aussi : v◦u◦v = v =⇒ F = Ker(v)⊕Im(u).

Si les conditions (∗) sont véri�ées, on a donc bien E = Ker(u)⊕Im(v) et F = Ker(v)⊕Im(u).

2. Par le théorème de l'endomorphisme induit, la restriction ũ de u à E1 est un isomorphisme

de E1 sur Im(u). Soit y un élément de Im(u) et x1 son antécédent dans E1. Si v existe avec

E1 = Im(v), v(y) est dans E1 et

u ◦ v ◦ u(x1) = u ◦ v(y) = u(x1) = y

Ainsi v(y) est l'antécédent de y par u dans E1 donc v(y) = x1 = ũ−1(y).

La recherche de v tel que Ker(v) = F1 impose que si y ∈ F1, v(y) = 0. Si l'application

linéaire v existe, elle est donc unique.

Soit BF une base de F adaptée à la décomposition F = Im(u) ⊕ F1 . Soit v l'application

linéaire dé�ni par l'image de cette base de la façon suivante : si e1 est un élément de cette

base appartenant à Im(u), v(ei) = ũ−1(ei) et si il appartient à F1, v(ei) = 0F . v est donc

l'application dé�nie par sa restriction à deux sous-espaces supplémentaires, l'application ũ−1

sur Im(u) et l'application nulle sur F1. Il est immédiat que E1 = Im(v) et F1 = Ker(v).

Véri�ons qu'elle véri�e les conditions (∗).
Soit x un élément de E : x = x0 + x1 avec x0 ∈ Ker(u) et x1 dans E1. On a alors

u(x) = u(x1) = ũ(x1) et u ◦ v ◦ u(x) = u ◦ v (ũ(x1)) = u(x1)

donc u ◦ v ◦ u = u.

Soit y élément de F . y = y1 + y0 avec y1 ∈ Im(u) et y0 ∈ Ker(v) donc :

v(y) = v(y1) = ũ−1(y1) =⇒ u ◦ v(y) = y1 =⇒ v ◦ u ◦ v(y) = v(y1) = v(y)

donc v ◦ u ◦ v = v. L'application v dé�nie précédemment convient.
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Correction de l'Exercice 14

Retour à l'énoncé

1.
a. Soit y élément de Im(u+ v) ; il existe x tel que y = u(x) + v(x) donc

Im(u+ v) ⊂ Im(u) + Im(v)

(remarque : il n'y a pas égalité car les éléments de Im(u) + Im(v) sont ceux qui s'écrivent

u(x) + v(x′), x et x′ pouvant être di�érents) ; donc

(1) rg(u+ v) ≤ dim (Im(u) + Im(v)) ≤ dim(Im(u)) + dim(Im(v)) = rg(u) + rg(v)

En appliquant ce résultat à la somme suivante u = (u+ v)− v, v et −v ayant même image

et même rang :

rg(u) ≤ rg(u+ v) + rg(v)⇐⇒ rg(u)− rg(v) ≤ rg(u+ v)

et, en échangeant les rôles de u et v, rg(v)− rg(u) ≤ rg(u+ v). Les deux dernières inégalités

obtenues donnent bien :

| rg(u)− rg(v)| ≤ rg(u+ v) .

b. u+ v étant inversible, rg(u+ v) = n donc n ≤ rg(u) + rg(v).

Comme v ◦u = 0, l'image de u est incluse dans le noyau de v d'où par le théorème du rang :

rg(u) ≤ dim Ker(v) = n− rg(u) =⇒ rg(u) + rg(v) ≤ n .

On a ainsi véri�é par double inégalité que n = rg(u) + rg(v).

2. D'après les inégalités obtenues en (1), le rang de la somme est la somme des rangs si et

seulement si :

rg(u+ v) = dim(Imu+ Im v) = dim(Imu) + dim(Im v)

La première égalité équivaut à Im(u + v) = Imu + Im v et la seconde égalité à ce que la

somme soit directe soit

Im(u)
⋂

Im v = {0F } .

Ainsi

rg(u+ v) = rg(u) + rg(v)⇐⇒ Im(u)⊕ Im(v) = Im(u+ v)

Supposons ces propriétés réalisées. Comme Im(u) ⊂ Imu + Im v = Im(u + v), pour tout y

de E, il existe x tel que u(y) = u(x) + v(x) soit u(y− x) = v(x) = a. Cet élément a est donc

dans Im(u)
⋂

Im v et comme la somme est directe, a = 0F , y − x ∈ Ker(u) et x ∈ Ker(v)

donc y ∈ Ker(u) + Ker(v) soit E = Ker(u) + Ker(v).

Réciproquement supposons que Im(u)
⋂

Im v = {0F } et Ker(u) + Ker(v) = E ; la somme

Im(u) + Im v est directe. Comme Im(u + v) ⊂ Imu + Im v, il reste à prouver l'inclusion

réciproque.

Soit un élément de Im(u) + Im(v). Par dé�nition, il s'écrit u(y) + v(z) avec (y, z) ∈ E2.

Comme y − z est élément de E, il existe (x1, x2) ∈ Ker(u)×Ker(v) tel que

y − z = x1 + x2 .
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On a alors u(y) = u(z) + u(x2) et v(z) = v(z + x2) ; ainsi :

u(y) + v(z) = (u+ v)(z + x2) ∈ Im(u+ v)

ce qui prouve compte tenu de ce qui précède Im(u)⊕ Im(v) = Im(u+ v) .

3. Considérons w la restriction de u à Ker(u+ v) et déterminons son noyau et son image.

x ∈ Ker(w)⇐⇒ x ∈ Ker(u+ v) et w(x) = u(x) = 0F ⇐⇒ u(x) = v(x) = 0F

ce qui prouve que Ker(w) = Ker(u) ∩Ker(v).

w étant une restriction de u, son image est incluse dans l'image de u. Soit y ∈ Im(w) ; il

existe x tel que u(x) + v(x) = 0 tel que y = u(x) = −v(x) donc Im(w) ⊂ Im(u)∩ Im(v). Par

le théorème du rang :

dim(Ker(u+ v)) = dim(Ker(u) ∩Ker(v)) + dim(Im(w))

≤ dim(Ker(u) ∩Ker(v)) + dim(Im(u) ∩ Im(v)) .

Correction de l'Exercice 15

Retour à l'énoncé

1.
a. f2 = 0 équivaut à Im(f) ⊂ Ker(f) donc par le théorème du rang, cette inclusion donne :

rg(f) = r ≤ dim (Ker(f)) = n− r =⇒ r ≤ n

2
.

Soit (e1, · · · , en) une base de E et f l'endomorphisme dé�ni par

f(ei) =

{
en+1−i pour 1 ≤ i ≤ r
0E pour i > r

.

Pour i ≤ r, n+ 1− i > r donc f2(ei) = 0E et pour i > r on a aussi f2(ei) = 0E donc f2 = 0.

b. Soit S un supplémentaire du noyau de f et (u1, · · · , ur) une base de S. On pose pour

i ∈ [1, r], f(ui) = ei. Par le théorème de l'endomorphisme induit, (e1, · · · , er) est une base de
Im(f). Comme Im(f) ⊂ Ker(f), on peut compléter (e1, · · · , er) en une base (e1, · · · , en−r)
de Ker(f).

B′ = (e1, · · · , en−r, u1, · · · , ur) est une base adaptée à la décomposition E = Ker(f) ⊕ S

dans la quelle f a bien pour matrice A =

(
0r,n−r Ir

0n−r,n−r 0n−r,r

)
puisque les n − r premiers

vecteurs ont comme image 0E et les r derniers les r premiers.

c. Soit g un endomorphisme commutant avec f de matrice dans la base B′ de la forme :

B =

B1 B2 B3

B4 B5 B6

B7 B8 B9


avec B1, B3, B7, B9 matrices carrées d'ordre r, B5 matrice carrée d'ordre n − 2r, B2 et B8

des matrices de taille (r, n− 2r) et B4 et B6 des matrices de taille (n− 2r, r). Si n = 2r, la

deuxième colonne et la deuxième ligne sont vides. La forme de la décomposition en blocs a
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été ainsi choisie pour pouvoir e�ectuer les produits AB et BA.

On obtient alors :

AB =

 B7 B8 B9

0n−2r,r 0n−2r,n−2r 0n−2r,r

0r,r 0r,n−2r 0r,r

 et BA =

 0r,r 0r,n−2r B1

0n−2r,r 0n−2r,n−2r B4

0r,r 0r,n−2r B7


Ainsi f ◦ g = g ◦ f si et seulement si AB = BA soit B7 = 0r,r, B8 = 0r,n−2r, B4 = 0n−2r,r

et B1 = B9. Ainsi

g ∈ C ⇐⇒ MatB′(g) =

 B1 B2 B3

0n−2r,r B5 B6

0r,r 0r,n−2r B1


Comme g 7→ MatB′(g) est un isomorphisme, C a même dimension que l'espace vectoriel des

matrices de la forme précédente. Comme (B1, B2, B3, B5, B6) 7→

 B1 B2 B3

0n−2r,r B5 B6

0r,r 0r,n−2r B1


est une bijection et que dim(Mp,q) = pq :

dim(C) = 2r2 + 2(n− 2r)r + (n− 2r)2 = (n− r)2 + r2 .

2.
a. Comme fp = 0 et fp−1 6= 0 (par dé�nition de p), il existe x tel que fp−1(x) 6= 0E .

Montrons que la famille (x, f(x), . . . , fp−1(x)) est libre. Soit (a0, · · · , ap−1) des scalaires tels

que

(1)

p−1∑
i=0

aif
i(x) = 0E

Montrons par récurrence sur k compris entre o et p− 1 que pour 0 ≤ j ≤ k, aj = 0.

Initialisation : En composant la relation (1) par fp−1, comme f j = 0 pour j = p,

a0f
p−1(x) = 0E .

Le vecteur fp−1(x) étant non nul, a0 = 0.

Hérédité : supposons que 0 ≤ j ≤ k, aj = 0 avec k < p− 1. La relation (1) devient

p−1∑
i=k+1

aif
i(x) = 0E .

En composant par fp−k−2, il reste alors ak+1f
p−1(x) = 0E donc ak+1 = 0.

Par récurrence, on a ainsi prouvé que tous les ai sont nuls : la famille proposée est donc libre.

Cette famille comportant p éléments, p ≤ n donc fn = 0.

b. Si p = n, on a donc un élément x tel que (fn−1(x), · · · f(x), x) est une base de E

(famille libre maximale). Le premier élément a pour image 0E et chacun des autres a pour

image le précédent, donc la matrice de f dans cette base est Nn.

3. On remarque que A = I4 + aN4 + a2N2
4 + a3N3

4 .

a. V = Vect(I4, N4, N
2
4 , N

3
4 ) est stable par produit puisque les produits de deux termes de

la base est dans V. Ainsi on peut chercher An sous la forme An = anI4+bnN4+cnN
2
4 +dnN

3
4
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avec (a1, b1, c1, d1) = (1, a, a2, a3). Comme An+1 = AnA et que (I4, N4, N
2
4 , N

3
4 ) est une

famille libre, on obtient les relations :
an+1 = an

bn+1 = bn + aan

cn+1 = a2an + abn + cn

dn+1 = a3an + a2bn + acn + dn

On a alors an = a1 = 1 (ce qui était prévisible puisque le produit de deux matrices triangu-

laires est triangulaire avec sur sa diagonale des termes obtenus par produit terme à terme

des matrices initiales). (bn)n est alors une suite arithmétique de raison a et de premier terme

1 ; ainsi bn = n. La relation donnant (cn)n est alors cn− cn−1 = na2. Ainsi par télescopage :

cn = c1 +

n∑
k=2

ka2 = (

n∑
k=1

k)a2 =
n(n+ 1)

2
a2 .

La dernière suite est alors donnée par la relation

dn+1 − dn = a3 + na3 +
n(n+ 1)

2
a3 =

(n+ 1)(n+ 2)

2
a3

qui s'écrit aussi pour n ≥ 2, dn − dn−1 =
n(n+ 1)

2
a3.

Aussi comme

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
:

dn = d1 +

n∑
k=2

(dk − dk−1) =

n∑
k=1

k(k + 1)

2
a3 =

n(n+ 1)(2n+ 1) + 3n(n+ 1)

6
a3

soit dn =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
a3. Ce dernier calcul peut se faire aussi en reconnaissant des

coe�cients binomiaux :

n(n+ 1)

2
=

(
n+ 1

2

)
et

n∑
k=1

(
k + 1

2

)
=

(
n+ 2

3

)
=
n(n+ 1)(n+ 2)

3
.

b. A est de déterminant 1 ; elle est donc inversible car son déterminant est non nul. Comme

I4 et N4 commutent, (I4 − aN4)(I4 + aN4 + a2N2
4 + a3N3

4 ) = I4 − a4N4
4 = I4.

Or A = I4 + aN4 + a2N2
4 + a3N3

4 donc A−1 = I4− aN4. I4 et N4 commutant, par la formule

du binôme (les termes où N est à une puissance supérieure ou égal à 4 sont nuls) :

A−n = (I4 − aN4)n = I4 − nN4 +
n(n− 1)

2
N2

4 −
n(n− 1)(n− 2)

3
N2

4 .

On remarque que ce sont les mêmes formules que pour n entier naturel en changeant n en

−n.

Correction de l'Exercice 16

Retour à l'énoncé

1.
a. On remarque que uk(x) = 0E =⇒ uk+1(x) = 0E donc, pour tout k, Nk ⊂ Nk+1 ;
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(Nk)k est bien une suite croissante (au sens de l'inclusion) de sous-espaces.

De plus, si y = uk+1(x), y = uk (u(x)) donc Ik+1 ⊂ Ik.
b. Soit pour tout k, Nk ( Nk+1 et la suite (Nk)k est strictement croissante soit il existe

au moins un indice k tel que Nk = Nk+1. Dans ce second cas, soit p le plus petit indice pour

lequel Nk = Nk+1. Par dé�nition de p, si k < p, Nk ( Nk+1.

Montrons que pour tout entier k ≥ p, la propriété P(k) : Nk = Nk+1 = Np est réalisée par

récurrence sur k. On remarque que pour tout j :

x ∈ Nj+1 ⇐⇒ uj+1(x) = 0⇐⇒ u(x) ∈ Nj .

soit x ∈ Nj+1 équivaut à u(x) ∈ Nj L'initialisation de la récurrence provient de la dé�nition

de p.

Hérédité : Supposons P(k) : Nk = Nk+1 = Np réalisée pour un indice k ≥ p. On a alors :

x ∈ Nk+2 ⇐⇒ u(x) ∈ Nk+1 = Nk ⇐⇒ x ∈ Nk+1

ce qui prouve que Nk+2 = Nk+1 = Np soit P(k + 1).

On a ainsi prouvé que la suite des noyaux est constante à partir du rang p.

2.
a. On a vu précédemment que x est élément de Nk+1 si et seulement si u(x) est élément

de Nk. Soit ũ la restriction de u à Nk+1. Les éléments du noyau de ũ sont les éléments de

Nk+1 appartenant à N1 noyau de u. Comme N1 ⊂ Nk+1, le noyau de ũ est N1. Son image

est incluse dans Nk donc de dimension inférieure ou égale à dk. par le théorème du rang

appliqué à ũ, on obtient :

dk+1 = dim(Nk+1) = dim(N1) + dim(Im(ũ)) ≤ dk + d1 .

b. Si la suite est strictement croissante, étant constituée d'entiers naturels, on a dk+1 ≥
dk+1 et donc on obtient dk ≥ k. La suite (dk)k n'est donc pas majorée. Par contraposition, la

suite (dk)k étant majorée par n la dimension de l'espace, elle n'est pas strictement croissante.

Par la question 1.b, elle est donc strictement croissante jusqu'à un indice p à partir duquel

elle est constante.

On a vu auparavant que tant que la suite est strictement croissante, donc pour k ∈ [[0, p]],

dk ≥ k en particulier p ≤ dp ≤ n donc p ≤ n.
Montrons que Np et Ip sont en somme directe. Soit x ∈ Np ∩ Ip. On a alors up(x) = 0E et

l'existence d'un élément y tel que x = up(y). x étant dans Np, u
p(x) = u2p(y) = 0 ce qui

prouve que y ∈ N2p. Comme 2p ≥ p, N2p = Np ; ainsi x = up(y) = 0E . L'intersection de

Np et Ip est donc réduite à l'élément nul ; la somme est directe. Par le théorème du rang

appliqué à up, la dimension de Np ⊕ Ip est n donc E = Np ⊕ Ip.
3.
a. Comme u2 6= 0, N2 6= E = N3 aussi p = 3 et d3 = 3. On a ainsi

0 = d0 < d1 < d2 < d3 = 3

donc d1 = 1 et d2 = 2. Par le théorème du rang, dim(I1) = 3−d1 = 2 et dim(I2) = 3−d2 = 1.

De plus, d3 = 0 et d0 = 3.

u ◦ v = 0 équivaut à dire Im(v) ⊂ Ker(u). Comme u3 = u ◦ u2 = u2 ◦ u = 0, I2 ⊂ N1

et I1 ⊂ N2. I2 et N1 ayant même dimension, I2 = N1. De même, I1 et N2 ayant même

dimension, I1 = N2 . De plus, N0 = I3 = {0E} et N3 = I0 = E.

Comme u2 6= 0, il existe e3, tel que e1 = u2(e3) 6= 0E . e1 ∈ I2 = N1 donc u(e1) = 0E .
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Posons e2 = u(e3). Comme ue2 = u2(e3) = e1, e2 n'est pas dans N1 : (e1, e2) est libre. De

plus u2(e1) = u4(e3) = 0E et u2(e2) = u3(e3) = 0E . (e1, e2) est une base de N2 (famille

libre maximale). Comme e3 n'est pas élément de N2, B = (e1, e2, e3) est une famille libre de

E. Comportant 3 éléments, c'est une base de E. Des relations u(e1) = 08E, u(e2) = e1 et

u(e3) = e2, on déduit

MatB(u) =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 .

b. On remarque que Nq = E et Nq−1 6= E. Comme le noyau ne peut plus grossir, la suite

(Nk)k est constante à partir du rang q et Nq−1 6= Nq. L'indice q est celui à partir duquel la

suite des noyaux est stationnaire donc q ≤ n. De plus, si x ∈ Nk, u(x) ∈ Nk−1.

Comme N1 = Ker(u) ( N2 · · · ( Nq = E, on peut construire une base B′ de E de la façon

suivante : on part de B1 une base du noyau, qu'on complète en une base B2 de N2 ; puis de

proche en proche , si Bk est une base de Nk (contenant les bases précédemment crées), on

la complète en une base Bk+1 de Nk+1. La dernière base Bq créée est une base de E. Soit A
la matrice de u dans cette base.

Soit ej le j−ème vecteur de cette base et k le premier indice tel que ej ∈ Nk.
Si k = 1, u(ej) = 0 ; la colonne j de A ne contient que des 0. Si k > 1, u(ej) ∈ Nk−1, donc

u(ej) ∈ Vect(Bk−1) ; les éléments de Bk−1 ont des indices strictement inférieurs à j donc

ai,j = 0 si j ≥ i.
La matrice M est triangulaire supérieure avec des 0 sur sa diagonale.

Correction de l'Exercice 17

Retour à l'énoncé

Posons B =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

. Si A3 = B les matrices A et B commutent. Soit ai,j le terme

général de la matrice B. On a alors :

AB =

0 a1,1 a1,2
0 a2,1 a2,2
0 a3,1 a3,2

 et BA =

a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

0 0 0

 .

AB = BA impose a2,1 = a3,1 = a3,2 = 0 (A est triangulaire supérieure) et a1,1 = a2,2 = a3,3

et a1,2 = a2,3 ; ainsi si A existe, A est de la forme aI3 +bB+cB2 puisque B2 =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

.

On a alors par la formule du binôme (I3, B et B2 commutent) en tenant compte que B3 = 0 :

A3 = a3I3 + 3a2(bB + cB2) + 3a(bB + cB2)2 = a3I3 + 3a2bB + (3a2c+ 3ab2)B2 .

Comme (I3, B,B
2 est une famille libre, A3 = B si et seulement si


a3 = 0

3a2b = 1

3a2c+ 3ab2 = 0

. Ce

système est impossible car la première équation impose a = 0 ce qui est incompatible avec

la seconde équation.

Conclusion : il n'existe pas de matrice telle que A3 = B.
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Correction de l'Exercice 18

Retour à l'énoncé

Le rang d'un produit de matrices est majoré par le rang des matrices composant ce produit.

Les trois matrices étant de rang au plus 2, il en est de même de leur produit ABC. ABC

n'est donc pas inversible ; son déterminant est nul ; or par développement colonne 2 :∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −2

−2 x 1

1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3 + 3x+ 6,

donc x = −3.

Correction de l'Exercice 19

Retour à l'énoncé

On procède à un calcul en blocs. On découpe A sous la forme suivante A =

(
L

A1

)
où A1

est carrée d'ordre 2 et L une matrice ligne de taille (1, 2) et B =
(
C B1

)
où B1 est carrée

d'ordre 2 et C une matrice colonne de taille (2, 1). On a alors

AB =

(
LC LB1

A1C A1B1

)
= AB =

0 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Par identi�cation A1B1 = I2, A1C = 02,1 et LB1 = 01,2. A1 et B1 sont donc inversibles,

inverses l'une de l'autre. Aussi C = 02,1 et L = 01,2. Or BA = CL+B1A1 = B1A1 = I2.

Correction de l'Exercice 20

Retour à l'énoncé

1. Soit Z = X + iY et Z′ = X ′ + iY ′. Pour tout réel α :

h(αZ + Z′) = h(αX +X ′ + i(αY + Y ′)) =

(
αX +X ′

αY + Y ′

)
= α

(
X

Y

)
+

(
X ′

Y ′

)
ce qui prouve le caractère linéaire de h.

L'application est de noyau nul et est surjective , l'antécédent de X de coordonnées

(x1, · · · , x2n) étant Z =


x1
...

xn

 + i


xn+1

...

x2n

. h est bien un isomorphisme d'espaces vec-

toriels.
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2. Φ est donc un endomorphisme de Cn (en tant que C-espace vectoriel) si et seulement si

pour tout couple (Z,Z′), Φ(Z + Z′) = Φ(Z) + Φ(Z′) et pour tout complexe λ = α + iβ et

tout Z,

Φ(λZ) = λΦ(Z) = (α+ iβ)Φ(Z) .

Or Φ étant une composée d'endomorphismes de R-espaces vectoriels, si a est réel

Φ(aZ + Z′) = aΦ(Z) + Φ(Z′) .

En particulier Φ(Z + Z′) = Φ(Z) + Φ(Z′) et Φ((α + iβ)Z) = αΦ(Z) + βΦ(iZ). Φ est donc

un endomorphisme de Cn en tant qu'espace vectoriel sur C si et seulement si pour tout Z,

Φ(iZ) = iΦ(Z).

Posons L =

(
A B

C D

)
, les 4 blocs étant des matrices carrées d'ordre n et calculons Φ(Z)

avec Z = X + iY .

f ◦ h(X + iY ) = L

(
X

Y

)
=

(
AX +BY

CX +DY

)
et Φ(Z) = AX +BY + i(CX +DY ).

Comme iZ = −Y + iX, Φ(iZ) = (−AY +BX) + i(−CY +DX). Aussi Φ(iZ) = iΦ(Z) pour

tout Z si et seulement si

(1) ∀(X,Y ) ∈ (Rn)2 −AY +BX = −(CX +DY ) et − CY +DX = AX +BY

En appliquant (1) pour Y = 0, on trouve que pour tout X, BX = −CX et DX = AX soit

B = −C et A = D. Réciproquement si B = −C et A = D, la relation (1) est véri�ée. On a

donc prouvé que Φ est un endomorphisme de Cn si et seulement si il existe deux matrices A

et B carrées d'ordre n telles que L =

(
A B

−B A

)
.

Soit L =

(
A B

C D

)
et J =

(
On In
−In On

)
.

Un calcul matriciel en blocs donne alors LJ =

(
−B A

−D C

)
et JL =

(
C D

−A −B

)
. L et J

commutent si et seulement si A = D et B = −C. On retrouve bien les conditions précédentes.

Correction de l'Exercice 21

Retour à l'énoncé

1. On développe le déterminant suivant la première ligne ; le cofacteur de a est ∆n−1 et celui

de b est −

∣∣∣∣∣ c L

0n−2,1 An−2

∣∣∣∣∣ avec L une matrice uniligne ; ce cofacteur vaut donc −c∆n−2. Ainsi

∆n = a∆n−1 − bc∆n−2

relation de récurrence linéaire avec ∆1 = a et ∆2 = a2−bc. On peut poser ∆0 = 1 (pour que

∆2 véri�e la relation précédente) pour commencer la suite au rang 0. On est ramené à l'étude

d'une récurrence linéaire double dont (E) l'équation caractéristique est x2 − ax+ bc = 0.

On distingue 3 cas suivant le signe de δ = a2 − 4bc.
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• δ > 0 : (E) a deux racines réelles distinctes α et β. Alors il existe deux réels λ et µ

tel que

∀n, ∆n = λαn + µβn .

Or

{
∆0 = λ+ µ = 1

∆1 = λα+ µβ = a = α+ β
.

La résolution de ce système donne alors : λ =
α

α− β et µ == − β

α− β . Ainsi, pour
tout n,

∆n =
αn+1 − βn+1

α− β .

• δ = 0 : α = β =
a

2
. Alors il existe deux réels λ et µ tel que

∀n, ∆n = (λ+ nµ)αn .

Or

{
∆0 = λ = 1

∆1 = (λ+ µ)α = a = 2α
. La résolution de ce système donne alors : λ = µ = 1.

Ainsi, pour tout n,

∆n = (n+ 1)αn .

• δ < 0 : La solution est écrite sous forme complexe ∆n =
αn+1 − βn+1

α− β . α et β sont

conjugués. Soit α = reiθ et β = re−iθ. On obtient alors :

∀n, ∆n =
rn sin((n+ 1)θ)

sin(θ)
.

Remarque : sin(θ) ne s'annule pas car α n'est pas réel.

2. En enlevant à chaque ligne la précédente (pour 2 ≤ i ≤ n, Li ← Li − Li−1), on obtient :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 . . . n− 1

1 −1 −1 −1

1 1 −1
. . .

...
...

. . .
. . . −1

1 . . . 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

autrement dit, en dehors de la première ligne qui est inchangée, le terme (i, j) vaut 1 si i > j

et −1 sinon. En ajoutant la première colonne à toutes les autres, on obtient alors :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 . . . n− 1

1 0 0 0

1 2 0
. . .

...
...

. . .
. . . 0

1 . . . 2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

puis en développant suivant la dernière colonne :

Dn = (−1)n+1(n− 1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

1 2
...

...
. . . 0

1 . . . 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1(n− 1)2n−1
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le dernier déterminant obtenu étant celui d'une matrice triangulaire inférieure.

3. Soient B la matrice unicolonne de terme général bi et Ej la matrice unicolonne de terme

général δi,j (valant 1 si i = j et 0 sinon). On a donc à calculer

D = det(a1E1 +B, a2E2 +B, · · · , anEn +B)

Par linéarité par rapport à chaque colonne et la propriété d'antisymétrie du déterminant :

D =

n∏
i=1

ai det(E1, E2, · · · , En) +

n∑
i=1

(
∏
j 6=i

aj) det(E1, · · · , Ei−1, B,Ei+1, · · · , En)

Or B =

n∑
j=1

bjEj donc

det(E1, · · · , Ei−1, B,Ei+1, · · · , En) =

n∑
j=1

bj det(E1, · · · , Ei−1, Ej , Ei+1, · · · , En) .

Il ne reste que bi det(E1, · · · , En) les autres termes étant nuls ayant Ej en place i et j.

Comme det(E1, E2, · · · , En) = det(In) = 1,

D =

n∏
i=1

ai +

n∑
i=1

(
∏
j 6=i

aj)bi .

4. Soit Mn la matrice carrée d'ordre n de terme général
1

ai + bj
et Dn son déterminant.

On remarque que si ai = aj les colonnes i et j de Mn sont égales, le déterminant est alors

nul ; par di�érence des colonnes Ci et Cj , on pourra mettre en facteur ai − aj . Or pour tout
couple i et j :

1

aj + bi
− 1

an + bi
=

an − aj
(an + bi)(aj + bi)

.

Ainsi en remplaçant successivement pour 1 ≤ j ≤ n− 1, la colonne j par sa di�érence avec

la dernière colonne (opération : Cj ← Cj − Cn), on obtient :

Dn =

n−1∏
j=1

(an−aj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(an+b1)(a1+b1)

1
(an+b1)(a2+b1)

· · · 1
(an+b1)(an−1+b1)

1
an+b1

1
(an+b2)(a1+b2)

... · · · 1
(an+b2)(an−1+b2)

1
an+b2

... 1
(an+bi)(aj+bi)

...
1

(an+bn−1)(a1+bn−1)
1

(an−1+bn−1)(an+bn−1)
1

an+bn−1
1

(an+bn)(a1+bn)
· · · · · · 1

(an−1+bn)(an+bn)
1

an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On remarque alors que sur la ligne i, on peut mettre en facteur

1

an + bi
; d'où :

Dn =
1

an + bn

n−1∏
j=1

an − aj
an + bj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

1
a2+b1

· · · 1
an−1+b1

1

1
a1+b2

... · · · 1
a2+bn−1

1

... 1
aj+bi

...
1

a1+bn−1

1
an+bn−1

1
1

a1+bn
· · · · · · 1

an−1+bn
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Par les calculs fait précédemment, en échangeant les rôles des lignes et des colonnes et des

ai et bi, on obtient qu'en enlevant la dernière ligne à successivement à toutes les autres

Dn =
1

an + bn

n−1∏
j=1

(an − aj)(bn − bj)
(an + bj)(bn + aj)

∣∣∣∣∣Mn−1 0n−1,1

L 1

∣∣∣∣∣
et donc Dn =

1

an + bn

n−1∏
j=1

(an − aj)(bn − bj)
(an + bj)(bn + aj)

Dn−1. En utilisant cette relation successive-

ment de l'ordre 2 à l'ordre n (ou par récurrence), on obtient alors :

Dn =
∏

1≤j<k≤n

(ak − aj)(bk − bj)
(ak + bj)(bk + aj)

∏
2≤k≤n

1

ak + bk
D1

Or D1 =
1

a1 + b1
donc

Dn =
∏

1≤j<k≤n

(ak − aj)(bk − bj)
(ak + bj)(bk + aj)

∏
1≤k≤n

1

ak + bk
.

5.
a. Pour faire apparaître (x− a)4 en place (1, 5), on e�ectue l'opération suivante

C5 ← C5 − 4aC3 + 6a2C3 − 4a3C1 + a4C1 (ce codage signi�e qu'à la colonne 5 on ajoute la

combinaison linéaire −4aC3 + 6a2C3 − 4a3C1 + a4C1 des autres colonnes ). Soit di le terme

obtenu en place (i, 5). On a alors :

d1 = a4 − 4a3x+ 6a2x2 − 4ax3 + x4 = (x− a)4

d2 = a4 − 8xa3 + 18a2x2 − 16ax3 + 5x4 = D1(x)

d3 = a4 − 16a3x+ 54a2x2 + 64ax3 + 25x4 = D2(x)

d4 = (y − a)4

d5 = D1(y)

On peut véri�er que a en est une racine multiple de D1 et D2 en évaluant ce polynôme et ses

dérivées successives en a. On véri�e que D1(a) = D′1(a) = D′′1 (a) = 0 et D2(a) = D′2(a) = 0

ce qui prouve que a est racine au moins triple de D1 et racine au moins double de D2. On a

alors D1(x) = (x − a)3(αX + β) : en regardant le terme dominant α = 5 et en identi�ant

les termes constants β = −a.

Cependant il y a une méthode plus rapide en remarquant que la ligne 2 (resp 3) est formée

à partir de la ligne 1(resp 2) en la multipliant par x puis en la dérivant. On a alors par

combinaison linéaire :

D1(x) =
d

dx

(
x(x− a)4

)
= (x− a)3 ((x− a) + 4x) = (x− a)3(5x− a)

xD1(x) admet a comme racine au moins triple donc sa dérivée D2 admet a comme racine

au moins double, ce qui prouve le résultat demandé, D2(x) = (x− a)2Q2(x).

b. On applique la question précédente avec x = a et on obtient :

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 x3 0

1 2x 3x2 4x3 0

1 4x 9x2 16x3 0

1 y y2 y3 (y − x)4

1 2y 3y2 4y3 (y − x)3(5y − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (y−x)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 x3 0

1 2x 3x2 4x3 0

1 4x 9x2 16x3 0

1 y y2 y3 (y − x)

1 2y 3y2 4y3 (5y − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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On recommence la même manipulation qu'en première question pour faire apparaître (y−x)3

en place (4, 4), soit C4 ← C4 − 3xC3 + 3x2C2 − x3C1 et on obtient :

D(x, y) = (y − x)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 0 0

1 2x 3x2 0 0

1 4x 9x2 0 0

1 y y2 (y − x)3 (y − x)

1 2y 3y2 D3(x, y) (5y − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
où D3(x, y) = 4y3 − 9y2x+ 6yx2 − x3 = (y − x)(4y2 − 5yx+ x2) = (y − x)2(4y − x). Après

mise en facteur de (y − x)2 en colonne 4,on a donc un calcul de déterminant en blocs :

D(x, y) = (y − x)5

∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2

1 2x 3x2

1 4x 9x2

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(y − x) (y − x)

4y − x (5y − x)

∣∣∣∣∣ .
Dans le premier des déterminants, on met x en facteur sur la colonne 2 et x2 sur la colonne

3, il reste le déterminant de VanDerMonde V (1, 2, 3) qui vaut (3− 2)(3− 1)(2− 1) = 2 :

D(x, y) = (y − x)5x3(y − x)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 3

1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1 1

4y − x (5y − x)

∣∣∣∣∣ = 2x3y(y − x)6 .

6. On va opérer comme dans la question précédente en faisant apparaître (y − a)n en place

(n+ 1, n+ 1). Soit a un réel �xé et l'opération suivante Cn+1 ← Cn+1−
n−1∑
k=0

(
n

k

)
an−kCk+1.

Le terme (i, n+ 1) (avec i ≤ n) devient donc un polynôme Di(x)

On a immédiatement D1(x) = (x− a)n. On remarque que le passage de la ligne i à la ligne

i+ 1 pour i < n (dans le déterminant initial et donc dans celui obtenu par l'opération précé-

demment décrite) se fait par l'opération Li+1(x) =
d

dx
(xLi(x)) donc Di+1(x) =

d

dx
(xDi(x)).

Par récurrence, on véri�e que a est racine d'ordre n+ 1− k de Dk.

Initialisation : a est racine d'ordre n de D1.

Hérédité : supposons que a est racine d'ordre n+ 1− k de Dk avec k < n. XD1(X) admet

encore a comme racine d'ordre au moins n + 1 − k de Dk et son polynôme dérivé Dk+1

admet a comme racine d'ordre au moins n − k. On a ainsi prouvé par récurrence que pour

1 ≤ i ≤ n, Di(x) = (x − a)n+1−iQi(x) (a est racine de tous les polynômes introduits). En

choisissant x = a, on obtient alors en désignant par ∆(x, y) le déterminant à calculer :

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x . . . xk . . . xn−1 0

1 2x . . . (k + 1)xk . . . nxn−1 0
...

...

1 2n−1x . . . (k + 1)n−1xk . . . nnxn−1 0

1 y . . . yk . . . yn−1 (y − x)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Soit

∆(x, y) = (y − x)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x . . . xk . . . xn−1

1 2x . . . (k + 1)xk . . . nxn−1

...
...

1 2n−1x . . . (k + 1)n−1xk . . . nnxn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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En mettant xk−1 en facteur sur la colonne k il reste V (1, 2, · · · , n) :

∆(x, y) = (y − x)nxsV (1, 2, · · · , n)

avec s =

n−1∑
k=0

k =
n(n− 1)

2
et V (1, 2, · · · , n) =

∏
1≤i<k≤n

(k − i) =

n∏
k=2

(k − 1)! d'où le résultat

∆(x, y) =

(
n−1∏
k=1

k!

)
x
n(n−1)

2 (y − x)n .

Correction de l'Exercice 22

Retour à l'énoncé

1. On e�ectue sur le déterminant de J les opérations Lk+n ← Ln+k− iLk pour k variant de

1 à n, opérations élémentaires qui ne change pas le déterminant. On a alors :

det(J) =

∣∣∣∣∣In iIn
0 2In

∣∣∣∣∣
et par calcul en bloc det(J) = det(In) det(2In) = 2n.

2. Prouvons cette relation par récurrence sur la taille p de la matrice.

Initialisation : si p = 1, M = (α), det(M) = α , M = (α) et det(M) = α = det(M).

Hérédité : Supposons que siM est carrée de taille p,M etM ont des déterminants conjugués.

Soit M carrée d'ordre p+ 1 de terme général mi,j . Par développement ligne 1

det(M) =

p+1∑
j=1

(−1)1+jm1,j det(M1,j)

où M1,j est la matrice extraite de la matrice M en enlevant la ligne 1 et la colonne j. En

développant det(M) suivant la ligne 1 :

det(M) =

p+1∑
j=1

(−1)1+jm1,j det(M1,j) .

Par hypothèse de récurrence, les matricesM1,j étant carrée d'ordre p, det(M1,j) = det(M1,j).

Par les régles de calcul sur les conjugués, on a donc bien det(M) = det(M).

On a donc pour tout p et toute matrice carrée d'ordre p, det(M) = det(M).

3. Par calcul matriciel en blocs :

MJ =

(
A− iB iA−B
iA+B A+ iB

)
et JP =

(
C1 iC2

iC1 C2

)
.

Aussi MJ = JP si et seulement si C1 = A− iB et C2 = A+ iB.

Pour ces valeurs de C1 et C2, on a alors

det(MJ) = det(M) det(J) = det(JP ) = det(J) det(P )

et comme det(J) est non nul

det(M) = det(P ) = det(C1) det(C2) = det(A+ iB) det(A− iB) .
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C1 et C2 étant deux matrices conjuguées, det(C2) = det(C1) et det(M) = |det(C1)|2 ≥ 0.

Si A et B commutent, (A+ iB)(A− iB) = A2 +B2 et

det(M) = det ((A+ iB)(A− iB)) = det(A2 +B2) .

Correction de l'Exercice 23

Retour à l'énoncé

1. Soit r = inf(p, q). Les matrices A et B sont de rang au plus r ; il en est de même de leurs

produits AB et BA. Les matrices AB et BA sont carrées de tailles respectives p et q. Si

p < q, BA est carrée de taille q de rang au plus p < q donc det(BA) = 0 ; si q < p, AB est

carrée d'ordre p et de rang strictement inférieur donc det(AB) = 0.

Comme p 6= q, l'une des deux matrices BA ou AB est de déterminant nul ; aussi

det(AB) det(BA) = 0.

2. Soient M1 =

(
Ip A

B Iq

)
et M2 =

(
−Ip 0

B −Iq

)
matrices carrées d'ordre p+ q. Alors par

calcul en blocs :

M1M2 =

(
−Ip +AB −A

0 −Iq

)
et M2M1 =

(
−Ip −A

0 BA− Iq

)
.

Ces deux matrices ayant même déterminant : det(AB − Ip)(−1)q = (−1)p det(BA− Iq). En
multipliant par (−1)p+q : (−1)p det(AB − Ip) = (−1)q det(BA− Iq) soit

det(Ip −AB) = det(Iq −BA) .

Correction de l'Exercice 24

Retour à l'énoncé

On rappelle que si Ei,j représente la matrice élémentaire ayant un 1 en place (i, j) et des 0

partout ailleurs

Ei,jEk,` = δj,kEi,`

où le symbole de Kronecker δj,k vaut 1 si j = k et 0 sinon.

Les Ei,j formant une base deMn(K), il su�t de connaître leur image pour connaître Φ.

Pour tout entier i, Ei,1E1,i = Ei,i et E1,iEi,1 = E1,1 donc Φ(Ei,i) = Φ(E1,1).

Si i 6= j, Ei,jEj,j = Ei,j et Ej,jEi,j = 0 donc Φ(Ei,j) = Φ(0) = 0.

En posant a = Φ(E1,1), on a donc pour toute matrice Ei,j , Φ(Ei,j) = a tr(Ei,j). Les formes

linéaires Φ et a tr coïncidant sur une base, elles sont égales.

Réciproquement, pour tout nombre a, a tr(AB) = a tr(BA). Toutes les formes linéaires

proportionnelles à la trace conviennent.
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Correction de l'Exercice 25

Retour à l'énoncé

L'ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel deMn(K) comme noyau de l'applica-

tion linéaire X 7→ X +XT − tr(X)A.

En prenant la trace de le l'équation proposée on obtient 2 tr(X) = tr(X) tr(A). Distinguons

alors deux cas suivant la trace de A.

• tr(A) 6= 2 : Nécessairement X est de trace nulle. L'équation devient X + XT = 0n.

L'ensemble des solutions est donc l'espace vectoriel An(K) des matrices antisymé-

triques de dimension
n(n− 1)

2
, puisque toute matrice antisymétrique et de trace nulle.

• tr(A) = 2 : Les matrices antisymétriques conviennent toujours (ce sont les solutions

de trace nulle). Si X est une solution de trace non nulle, X + XT étant symétrique,

A doit être symétrique.

Si A est de trace 2 et n'est pas symétrique, l'ensemble des solutions est constitué des

matrices antisymétriques (comme précédemment).

Dans le cas où A est symétrique de trace 2, la matrice A est aussi solution donc toute

matrice de la forme λA + M avec M antisymétrique est encore solution. Montrons

que ce sont les seules.

Soit X solution de trace a. X − a

2
A est encore solution de trace nulle ; c'est donc une

matrice antisymétrique et

X =
a

2
A+M

avec M antisymétrique. Comme A n'est pas de trace nulle, elle n'est pas antisymé-

trique ; aussi l'ensemble des solutions S est

S = An(K)⊕Vect(A)

donc dim(S) = 1 +
n(n− 1)

2
.

Correction de l'Exercice 26

Retour à l'énoncé

On remarque que toute solution est de la forme B + aA (avec a = − tr(M)). Recherchons

les valeurs de a qui conviennent. B + aA est solution si et seulement si :

aA+ tr(B + aA)A = 0

Si A = 0, l'équation proposée devient M = B. B est la solution de cette équation.

On suppose dorénavant que A n'est pas la matrice nulle. On a alors

(1 + tr(A))a+ tr(B) = 0 .

On a alors trois cas à distinguer :

• tr(A) 6= −1 : il y a une unique solution M = B − tr(B)

1 + tr(A)
A (ce qui inclus le cas

A = 0).
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• tr(A) = −1 et tr(B) 6= 0 : aucun nombre a convient : il n'y a pas de solution.

• tr(A) = −1 et tr(B) = 0 : tout nombre a convient. Il y a une in�nité de solutions,

toute matrice de la forme B + aA convient. L'ensemble des solutions est une droite

a�ne.

Correction de l'Exercice 27

Retour à l'énoncé

1.
a. On désigne par Ci la i−ème colonne de A. Par dé�nition du rang d'une matrice, l'espace

vectoriel F engendré par les colonnes de A est de dimension 1. Soit C un élément non nul de

cet espace : c'est une base de F ; aussi pour tout i, il existe un scalaire ai tel que Ci = aiC.

Soit L =
(
a1 · · · an

)
. On a bien A = CL.

b. Supposons que A = CL = −C′L′. La matrice CL a toutes ses colonnes proportionnelles

à C, vecteur non nul puisque A 6= 0.

De même −C′L′ a toutes ses colonnes proportionnelles à C′, comme il s'agit de la même

matrice, C et C′ sont proportionnels :

∃λ tel que C′ = λC

avec λ 6= 0 puisque C′L′ 6= 0.

Soit C =


c1
...

cn

, C′ =


c′1
...

c′n

, L =
(
`1 · · · `n

)
et L′ =

(
`′1 · · · `′n

)
. On a a donc pour

tout i, c′i = λci. Le terme (i, j) de CL (respectivement C′L′) est ci`j (respectivement c′i`
′
j).

Aussi pour tout couple (i, j) :

ci`j = −λci`′j
C étant non nul, il existe un indice k pour lequel ck est non nul. En regardant la relation

précédente pour i = k et en divisant par ck, on obtient alors :

∀j ∈ [1, n], `j = −λ`′j

soit L = −λL′ ou L′ − 1

λ
L.

2.

a. Soit C et L tels que A = CL avec L =
(
`1 · · · `n

)
et C =


c1
...

cn

. On a alors

tr(A) =

n∑
i=1

`ici = LC .

Or

A2 = CLCL = C(LC)L = tr(A)CL = tr(A)A .

A est la matrice d'un projecteur si et seulement si A2 = A donc si A est de rang 1, c'est la

matrice d'un projecteur si et seulement si elle est de trace 1.
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b. Pour avoir une matrice de projecteurs de rang 1, il su�t de choisir une matrice avec

une seule colonne non nulle et ayant un 1 sur la diagonale. Les matrices Fi,i = Ei,i et

Fi,j = Ei,i + Ei,j avec i 6= j sont donc des matrices de projecteurs de rang 1.

Si i 6= j, Ei,j = Fi,j − Fi,i ; Les matrices élémentaires formant la base canonique deMn(K)

sont dans l'espace vectoriel F engendré par les Fij ; aussi F =Mn(K).

Les Fi,j avec 1 ≤ i, j ≤ n forment une base deMn(K) constituée de matrice de projecteurs

de rang 1.

3.
a. Par le théorème du rang, le noyau de f est de dimension n − 1. S = Im f + Ker f est

un sous-espace vectoriel de E qui contient Ker f c'est donc un espace de dimension n− 1 ou

n.

Si S est de dimension n − 1, c'est le noyau de f et comme il contient aussi l'image de f ,

Im f ⊂ Ker f .

Si S est de dimension n, S = E et la dimension de la somme étant égale à la somme des

dimensions, la somme est directe donc E = Im f ⊕Ker f .

b. Soit f l'endomorphisme de Kn de matrice A dans la base canonique. f est de rang 1.

Soit u un vecteur non nul de l'image. Etudions f suivant les deux cas possibles.

Si Im f ⊂ Ker f : f(u) = 0. Soit v un vecteur de E tel que f(v) = u. v n'étant pas dans

le noyau de f , il engendre une droite supplémentaire du noyau. On complète u en une base

du noyau (u, e3, · · · , en). Dans la base (v, u, e3, · · · , en), f a pour matrice E2,1. A et E2,1

représentant le même endomorphisme dans deux bases, elles sont semblables.

Si E = Im f ⊕Ker f , u n'est pas élément du noyau et il existe k non nul tel que f(u) = ku.

Soit (e2, · · · , en) une base du noyau. Dans la base (u, e2, · · · , en) , f a pour matrice kE11. A

et kE11 sont donc semblables. Dans ce dernier cas, tr(A) = tr(kE11) = k.

c. Deux matrices semblables ont même trace aussi la condition donnée est nécessaire.

Soient A et A′ deux matrices de rang 1 de même trace k.

D'après la question précédente, si elles sont de trace nulle, elles sont toutes les deux sem-

blables à E21 et par transitivité de la relation de similitude, A et A′ sont semblables.

D'après la question précédente, si elles sont de trace non nulle, elles sont toutes les deux

semblables à kE11 et par transitivité de la relation de similitude, A et A′ sont semblables.

Correction de l'Exercice 28

Retour à l'énoncé

1.
a. Soit di le terme de D en place (i, i). SoitM ′ = ϕ(M). Le terme (i, j) deMD est mi,jdj

et celui de DM est dimi,j donc m
′
i,j = (dj − di)mi,j . On remarque que m′i,i = 0 pour tout i.

Si i 6= j, m′i,j = 0 si et seulement si mi,j = 0 puisque di 6= dj par hypothèse sur D. Le noyau

de ϕ est donc constitué des matrices diagonales. C'est le sous-espace vectoriel engendré par

les Ei,i donc un espace vectoriel de dimension n.

L'ensemble des matrices de diagonale nulle est le sous-espace vectoriel engendré par les Ei,j
avec i 6= j ; il est donc de dimension n2 − n et il contient l'image de ϕ. Par le théorème du

rang, l'image de ϕ est de dimension dim(Mn(K))− dim(Ker(ϕ) = n2 − n. Aussi l'image de

ϕ est constitué des matrices n'ayant que des 0 sur leur diagonale.

On peut remarquer queMn(K) = Ker(ϕ)⊕ Im(ϕ).

b. Prouvons ce résultat par contraposition. Soit a un endomorphisme de E tel que pour
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tout x, x et a(x) soient colinéaires, c'est à dire

∀x ∈ E, ∃λ(x) ∈ K tel que a(x) = λxx ,

la propriété étant triviale pour 0E puisque a(0E) = 0E .

Soit v un élément non nul de E. Posons λv = λ. Comme a(v) = λv, pour tout scalaire α :

a(αv) = αa(v) = αλv = λ(αv)

ce qui prouve que pour tout vecteur x colinéaire à v, a(x) = λx.

Soit x non colinéaire à v, il existe λx et λx+v tels que

a(x) = λxx et a(x+ v) = λx+v(x+ v)

Comme a est linéaire :

λx+vx+ λx+vv = a(x) + a(v) = λxx+ λv .

La famille (x, v) étant libre λx+v = λx = λ et a(x) = λx. On a ainsi véri�é que a = λidE .

Par récurrence sur n, montrons que toute matrice de trace nulle deMn(K) est semblable à

une matrice de diagonale nulle.

Initialisation : si n = 1 , A = (a) et tr(A) = a = 0 : A est de diagonale nulle.

Hérédité : supposons la propriété vraie à l'ordre n ≥ 1. Soit A une matrice carrée d'ordre

n+ 1 et de trace nulle.

Si A = λIn+1, c'est la matrice nulle de diagonale nulle. A est semblable à elle-même.

Si A n'est pas colinéaire à l'identité, l'application a :
Kn+1 7→ Kn+1

X 7→ AX
n'est pas colinéaire

à l'identité, donc il existe U tel que (U,AU) soit une famille libre d'après le début de la

question. On complète cette famille libre en une base B′ de Kn+1 dans laquelle a a pour

matrice :

A′ =

(
0 L

C A1

)

avec L de taille (1, n), C =


1

0
...

0

 et A1 ∈ Mn(K). A et A′ représentent le même endomor-

phisme respectivement dans la base canonique et dans la base B′ ; aussi elles ont même trace.

Ainsi :

tr(A′) = 0 = tr(A1) .

Par hypothèse de récurrence, A1 est semblable à une matrice A2 de diagonale nulle. Ainsi il

existe P1 une matrice inversible deMn(K) telle que A2 = P−1
1 A1P1. Soit P =

(
1 01,n

0n,1 P1

)
,

P est inversible (detP = detP1) et P
−1 =

(
1 01,n

0n,1 P−1
1

)
. Un calcul en blocs donne alors :

P−1A′P =

(
0 ∗
∗ A2

)
= A′′
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les ∗ représentant des termes qui n'ont pas besoin d'être calculés. A′′ est de diagonale nulle,

semblable à A′ donc à A (par transitivité de la relation de similitude).

On a ainsi véri�é que toute matrice de trace nulle est semblable à une matrice de diagonale

nulle.

c. Soient A de trace nulle, A′ une matrice de diagonale nulle semblable à A et P une

matrice telle que A = P−1A′P . Soit D la matrice diagonale dont le i-ème terme est i et ϕ

l'application associée dans la première question. A′ appartient donc à l'image de ϕ ; il existe

M telle que

A′ = MD −DM

et on a alors

A = P−1MDP − P−1DMP = P−1MPP−1DP − P−1DPP−1MP = UV − V U

avec U = P−1MP et V = P−1DP .

2.
a. Soit a l'endomorphisme de Kn de matrice A dans la base canonique : ap = 0. On désigne

par q le plus petit entier naturel tel que aq = 0 (ce nombre existe puisque {k ∈ N, ak = 0}
n'est pas vide). q 6= 0 car par convention a0 = id. Par dé�nition de q , on a alors aq−1 6= 0.

Par l'exercice sur les noyaux imbriqués an = 0 (donc An = 0) et il existe une base B′ où A′ la
matrice de a n'a que des 0 sur sa diagonale. A et A′ représentent un même endomorphisme

dans deux bases distinctes, elles sont semblables ; elles ont donc même trace et

tr(A′) = 0 = tr(A) .

b. Si A et B commutent (AB)n = AnBn = 0 : AB est nilpotente.

De plus si A et B commutent, par la formule du binôme :

(A+B)2n =

2n∑
k=0

(
2n

k

)
AkB2n−k .

Si k ≥ n, Ak = 0 et si k < n, 2n − k > n et B2n−k = 0, donc (A + B)2n = 0 : A + B est

nilpotente.

3.
a. Par sa dé�nition, N est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les matrices nil-

potentes et il est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant les matrices nilpotentes.

Soit N ′ l'ensemble des matrices s'écrivant comme combinaison linéaire de matrices nilpo-

tentes. Cet ensemble est non vide puisqu'il contient les matrices nilpotentes et il est stable

par combinaison linéaire : c'est un sous-espace vectoriel deMn(K) qui contient les matrices

nilpotentes, aussi N ⊂ N ′.
Un sous-espace vectoriel étant stable par combinaison linéaire, toute combinaison linéaire de

matrices nilpotentes éléments de N est élément de N aussi N ′ ⊂ N . Par double inclusion,

on a ainsi véri�é que N = N ′.
b. E2

i,j = 0 si i 6= j donc les matrices Ei,j sont nilpotentes. SoitM = Ei,i−Ei,j+Ej,i−Ej,j .
Comme Ei,jEk,` = δj,kEi,`, Ei,iM = Ei,i − Ei,j = Ei,jM et Ej,jM = Ej,i − Ei,j = Ej,iM ,

d'où M2 = 0 ; M est nilpotente.

Ainsi Ei,i−Ej,j = M+Ei,j−Ej,i ; comme combinaison linéaire de trois matrices nilpotentes,

Ei,i − Ej,j est élément de N .
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c. Soit A une matrice de trace nulle. Comme an,n = −
n1∑
k=1

ai,i, on a alors :

A =
∑
i 6=j

ai,jEi,j +

n−1∑
i=1

ai,i(Ei,i − En,n) .

Toute matrice de trace nulle est donc élément de N comme combinaison linéaire de matrices

nilpotentes.

Une matrice nilpotente étant de trace nulle, tout élément de N est de trace nulle comme

combinaison linéaire de matrices nilpotentes. On a ainsi véri�é par double inclusion que N
est le sous-espace vectoriel formé des matrices de trace nulle (noyau de l'application tr).

Correction de l'Exercice 29

Retour à l'énoncé

1. f2 n'étant pas l'application nulle, il existe x tel que f2(x) 6= 0.

Véri�ons que (x, f(x), f2(x)) est libre. Soient (a, b, c) tels que ax+ bf(x) + cf2(x) = 0E . En

composant par f2, comme f3(x) = f4(x) = 0E , on a alors af2(x) = 0E et f2(x) étant non

nul, a = 0. Il reste bf(x) + cf2(x) = 0E . En composant par f , bf2(x) = 0E donc b = 0 ; puis

comme il ne reste que cf2(x) = 0E , c = 0.

(x, f(x), f2(x)) est une famille libre à 3 éléments : c'est une base de E.

(f(x), f2(x)) est donc une famille libre de Im(f), le rang de f vaut au moins 2. De plus,

f2(x) est élément non nul du noyau, donc la dimension du noyau vaut au moins 1. Par le

théorème du rang, le rang de f vaut 2.

2. Procédons par analyse-synthèse.
Soit u un vecteur directeur d'une droite D stable par f ; comme f(u) est élément de D, il

existe λ tel que f(u) = λu.

En écrivant u dans la base précédente, on a alors :{
u = αx+ βf(x) + γf2(x)

f(u) = αf(x) + βf2(x)

Comme l'écriture dans une base est unique


λα = 0

λβ = α

λγ = β

. On remarque que

λ 6= 0 =⇒ α = β = γ = 0

u étant un vecteur directeur de D, il est non nul donc l'une des composantes est non nulle,

aussi λ = 0 ce qui implique f(u) = 0E soit α = β = 0. γ est alors non nul, D est la droite

engendrée par f2(x). Si une droite est stable, cette droite est le noyau de f .

Le noyau de f étant stable par f , cette droite est l'unique droite stable par f .

3. Soit P un plan stable par f et y un élément de P n'appartenant pas à D : d'après la

question précédente, f(y) est non nul et non colinéaire à y ; de plus, P étant stable, c'est un
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élément de P , (y, f(y)) est une famille libre de P de dimension 2 : c'est une base de P .

f2(y) est élément de P donc il existe (α, β) tel que f2(y) = αy + βf(y) ; comme f3(y) = 0E

0E = αf(y) + βf2(y) = βαy + (α+ β2)f(y)

aussi βα = α + β2 = 0 ce qui impose α = β = 0. On a donc f2(y) = 0 ; y est élément de

Ker(f2).

4. Cherchons les sous-espaces propres suivant leur dimension. Le seul sous-espace de dimen-

sion 0 est {0E} stable par f . Le seul sous-espace de dimension 3 est E stable par f .

Par la question 2, la seule droite stable est D = Ker(f).

Par la question 3, les plans stables sont inclus dans F = Ker(f2). Ce sous-espace contient

f(x) et f2(x) qui en forment une famille libre. F est donc de dimension au moins 2 mais

comme f2 6= 0, ce n'est pas E. C'est donc un plan et le seul plan stable possible ; f et f2

commutant, il est bien stable par f .

On peut aussi remarquer que c'est l'image de f .

Ainsi, les sous-espaces stables sont {0E},Ker(f), Ker(f2) et E.

Correction de l'Exercice 30

Retour à l'énoncé

1. Cette question est une question de cours.

Soit x tel que x = p(x) ; comme p(x) est élément de Im(p), x est élément de Im(p) .

Réciproquement soit x un élément de l'image de p ; par dé�nition, il existe un élément y tel

que x = p(y) ; comme p2 = p (dé�nition d'un projecteur) on a alors :

p(x) = p ◦ p(y) = p(y) = x

ce qui prouve que tout élément de l'image est invariant par p. On a ainsi véri�é que :

Im(p) = {x ∈ E, p(x) = x}.

2. Par composition à droite par u et décalage d'indice :

q ◦ u =
1

n

n∑
k=1

uk ◦ p ◦ un+1−k =
1

n

n−1∑
k=0

uk+1 ◦ p ◦ un−k = u ◦

(
1

n

n−1∑
k=0

uk ◦ p ◦ un−k
)
.

Or le terme pour k = 0 est p ◦ un = p = un ◦ p puisque un = idE donc

1

n

n−1∑
k=0

uk ◦ p ◦ un−k =
1

n

(
p+

n−1∑
k=1

uk ◦ p ◦ un−k
)

=
1

n

n∑
k=1

uk ◦ p ◦ un−k = q

ce qui prouve que q et u commutent.

Par récurrence sur i, on prouve alors que q commute avec ui pour i ≥ 1.

• Initialisation : cette dernière a été vue dans le début de la question q ◦ u = u ◦ q.
• Hérédité : soit i ≥ 1 tel que (*) ui ◦ q = q ◦ ui. Alors :

ui+1 ◦ q = u ◦ ui ◦ q =︸︷︷︸
par (*)

u ◦ q ◦ ui = q ◦ u ◦ ui = q ◦ ui+1

L'hérédité est donc démontrée.
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On a donc véri�é que q commute avec toutes les puissances de u.

3. Soit x ∈ E. Pour tout k entier naturel p ◦ uk(x) = p
(
uk(x)

)
∈ Im(p) = V et comme V

est stable par u, u ◦ p ◦ uk(x) est élément de V .

Comme q(x) =
1

n

n∑
k=1

uk ◦ p ◦ un−k(x) est une combinaison linéaire d'éléments de V sous-

espace vectoriel de E, q(x) est élément de V . On a ainsi véri�é que Im(q) ⊂ V .
Par la question 1, on a alors comme q(x) est élément de V pour tout x

p ◦ q(x) = p (q(x)) = q(x)

soit p ◦ q = q.

4. Calculons q2. Par dé�nition de q, q2 =
1

n

n∑
k=1

uk ◦ p ◦ un−k ◦ q. Comme q commute pour

tout k ∈ [1, n] avec un−k :

q2 =
1

n

n∑
k=1

uk ◦ p ◦ q︸︷︷︸
p◦q=p

◦ un−k =
1

n

n∑
k=1

uk ◦ p ◦ un−k = q .

q est un projecteur.

Soient x un élément de E et k un entier naturel de [1, n]. Comme p(x) est élément de V et

que V est stable par u, un−k ◦ p(x) est élément de V et par la caractérisation de V vue en

première question p ◦ un−k ◦ p(x) = un−k ◦ p(x) soit p ◦ un−k ◦ p = un−k ◦ p. On a alors :

q ◦ p =
1

n

n∑
k=1

uk ◦ p ◦ un−k ◦ p =
1

n

n∑
k=1

uk ◦ un−k ◦ p =
1

n

n∑
k=1

un ◦ p = p .

5. Soit x ∈ V . Par ce qui précède, x = p(x) = q (p(x)) ∈ Im(q) ainsi V ⊂ Im(q). L'inclusion

réciproque ayant été démontrée en question 3, V = Im(q). Comme l'image et le noyau d'un

projecteur sont supplémentaires, on a prouvé que Ker(q) est un supplémentaire de V . q et u

commutant, Ker(q) est stable par u.

Correction de l'Exercice 31

Retour à l'énoncé

1. Soit x ∈ Ker(f) + Ker(f2 + id) : il existe y ∈ Ker(f) (soit f(y) = 0) et z ∈ Ker(f2 + id)

(soit f2(z) = −z) tels que x = y + z.

Comme f(y) = 0, f(z) = f(x) et f2(x) = f2(z) = −z et y = x − z = x + f2(x). Si la

décomposition existe, elle est unique. Donc

S = Ker(f) + Ker(f2 + id) = Ker(f)⊕Ker(f2 + id) .

Soit x ∈ E. Posons y = x+ f2(x) et z = x− y = −f2(x).

On a alors f(y) = (f + f3)(x) = 0 ; y est élément de Ker(f). De plus :

(f2 + id)(z) = −f4(x)− f2(x) = −f ◦ (f3 + f)(x) = 0

Aussi x ∈ S et donc S = E.

2. Comme f n'est pas l'application nulle, son noyau est de dimension au plus 2 et ses

supplémentaires donc Ker(f2 + id) sont de dimension au moins 1.
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Ker(f2 + id) contient donc des vecteurs non nuls. Soit x l'un d'eux. Comme f et f2 + id

commutent, Ker(f2 + id) est stable par f : f(x) est élément de Ker(f2 + id).

Véri�ons par l'absurde que (x, f(x)) est libre. Si f(x) est colinéaire à x, il existe a réel tel

que f(x) = ax et alors f2(x) = a2x or f2(x) = −x donc a2 = −1 ce qui est absurde car

a ∈ R. Ainsi (x, f(x)) est une famille libre de Ker(f2 + id).

3.
a. Soit V = Ker(f2+id) et d sa dimension : alors (f |V )2 = − idV donc det(f |V )2 = (−1)d.

Comme les carrés sont positifs, d est pair. Le seul nombre pair autre que 0 inférieur à 3 est

2.

b. Ker(f2 + id) est donc de dimension 2. Soit x1 un élément non nul de cet espace

vectoriel(x1, f(x1)) en est une base d'après la question précédente.

Comme supplémentaire de V , Ker(f) est de dimension 1 : soit x0 un élément de Ker(f).

Comme concaténation de bases d'espaces supplémentaires, B = (x0, x1, f(x1)) est une base

de E ; compte-tenu que f(f(x1)) = f2(x1) = −x1, la matrice de f dans la base B est

A =

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

.

c. Si g commute avec f , il commute avec f2 et avec f2 + id donc les noyaux de ces appli-

cations sont stables par g. Ainsi la matrice B de g dans B est de la forme B =

a 0 0

0 b c

0 d e

.

On a alors fet g commutent si et seulement si

AB =

0 0 0

0 −d −e
0 b c

 = BA =

0 0 0

0 c −b
0 e −d


ce qui équivaut à b = e et c = −d.
Les endomorphismes du commutant sont les endomorphismes dont la matrice dans la base

B est de la forme

a 0 0

0 b c

0 −c b

 avec (a, b, c) ∈ R3.

Si u2 = f , u appartient au commutant de f . Soit B =

a 0 0

0 b c

0 −c b

 sa matrice dans la base

B. On a alors B2 =

a2 0 0

0 b2 − c2 2bc

0 −2bc b2 − c2

 et

B2 = A⇐⇒


a2 = 0

b2 − c2 = 0

2bc = −1

soit a = 0 et b = −c = ±
√

2

2
.

Remarque : la restriction de u au plan engendré par les deux derniers vecteurs de la base B
est une rotation d'angle de mesure ±π

4
.
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Correction de l'Exercice 32

Retour à l'énoncé

1. Comme il n' y a pas de droite stable, il n'y a pas de vecteurs propres donc le polynôme

caractéristique de u n'a pas de racines réelles : son degré n est pair.

2. Soit x non nul. x n'est pas vecteur propre, u(x) n'est pas colinéaire à x aussi (x, u(x)) est

une famille libre et engendre un plan. L'image de ces vecteurs de base appartient à ce plan

puisque u2(x) = −au(x)− bx. Ce plan est stable par u et la restriction de u à ce plan a pour

matrice dans la base (x, u(x)) la matrice A =

(
0 −b
1 −a

)
3. On recherche les plans stables par u de la forme précédente.

Posons n = 2p et prouvons par récurrence pour 1 ≤ k ≤ p l'existence de vecteurs

(x1, · · · , xk) tels que (x1, u(x1), · · · , xk, u(xk)) est une famille libre de E.

• Initialisation : Soit x1 non nul. Il a été vu précédemment que (x1, u(x1)) est libre et

que Π1 = (x1, u(x1)) est stable par u.

• Hérédité : Supposons que pour k compris entre 1 et p − 1 il existe (x1, · · · , xk) tels

que (x1, u(x1), · · · , xk, u(xk)) est une famille libre de E. Posons Πj = Vect(xj , u(xj))

pour 1 ≤ j ≤ k et Sk =
k
⊕
j=1

Πj .

Comme dim(Sk) = 2k < 2p = n, Sk 6= E ; il existe xk+1 /∈ Sk.
Le plan Πk+1 = Vect(xk+1, u(xk+1)) est stable par u d'après la première question.

Comme intersection de sous-espaces stables, Sk ∩ Πk+1 est stable par u. Ce sous-

espace de Πk+1 n'est pas de dimension 2 car xk+1 /∈ Sk et n'est pas de dimension 1

par hypothèse sur u. Il est donc réduit à {0}, Sk et Πk+1 sont en somme directe et

(x1, u(x1), · · · , xk+1, u(xk+1)) est une famille libre de E

On a ainsi prouvé que pour 1 ≤ k ≤ p, il existe une famille (x1, · · · , xk) tels que

(x1, u(x1), · · · , xk, u(xk)) est une famille libre de E. En particulier, pour k = p, on a trouvé

une famille libre maximale donc une base de E et en reprenant les notations précédentes,

E =
p
⊕
j=1

Πj .

Dans cette base, d'après la première question, la matrice de u est diagonale en blocs, formé

de p blocs égaux à A.

Correction de l'Exercice 33

Retour à l'énoncé

1. Les sous-espaces triviaux Rn (de dimension n) et {0, · · · , 0} (de dimension 0) sont stables

par tous les endomorphismes.

Soit e = (1, · · · , 1). Pour tout σ, uσ(e) = e ; e est �xe par tous les endomorphismes uσ donc

il en est de même de la droite D (de dimension 1) qu'il engendre.

De plus, si

n∑
i=1

xi = 0, par permutation des coordonnées , pour tout σ de Sn,
n∑
i=1

xσ(i) = 0.

L'hyperplan H d'équation

n∑
i=1

xi = 0 est stable par toutes les applications uσ.
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L'application φ :

Rn → R

(xi, · · · , xn) 7→
n∑
i=1

xi
de Rn dans R est une forme linéaire de noyau

H. Comme φ(a, 0, · · · , 0) = a son image est R. Par le théorème du rang, H est donc de

dimension n− 1.

2. On désigne par ei le i−ème vecteur de la base canonique de Rn (sa coordonnée numéro i

vaut 1 et toutes les autres sont nulles).

Soit F un sous-espace de Rn autre que {0, · · · , 0}. Soit v = (v1, v2, · · · , vn) élément de F .

Soient i et j deux nombres distincts de [[1, n]] et τi,j la transposition échangeant i et j. On

a alors τi,j(v)− v élément de F (comme combinaison linéaire d'éléments de F ) ; or :

τi,j(v)− v = (vj − vi)(ei − ej) .

Si F n'est ni {0E} ni la droite D (dé�nie en première question), F contient au moins un

vecteur dont toutes les coordonnées ne sont pas égales. Soit v un tel vecteur et (i, j) un

couple d 'indices tels que vi 6= vj , ei − ej est élément de F car colinéaire à τi,j(v)− v.
Pour tout k di�érent de i, τj,k(ei − ej) = ei − ek est élément de F . La famille F des n − 1

vecteurs ei − ek avec k 6= i est une famille libre de F : F est de dimension au moins n− 1.

De plus ei − ek est élément de H donc Vect(F) = H ; aussi H ⊂ F . Si F est de dimension

n− 1, F = H et si F est de dimension n F = Rn.
Les sous-espaces trouvés en première question sont les seuls sous-espaces stables par toutes

les applications uσ.

Correction de l'Exercice 34

Retour à l'énoncé

1. Toutes les colonnes de A sont proportionnelles à sa première colonne car si Cj désigne la

j-ième colonne Cj = jC1. C1 étant non nulle, le rang de la matrice est 1. Par le théorème

du rang, le noyau (sous-espace propre associé à 0) est de dimension n− 1 et a pour équation
n∑
j=1

jxj = 0.

La somme des valeurs propres (dans C) comptées avec leur multiplicité est égal à la trace

soit

s =

n∑
j=1

j2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

s est la dernière valeur propre de multiplicité 1. Un vecteur propre associé à une valeur

propre non nulle appartient à l'image. AC1 = sC1.

En conclusion, il y a deux valeurs propres 0 de sous-espace propre associé l'espace de dimnsion

n−1 (hyperplan) d'équation

n∑
j=1

jxj = 0 et s de sous-espace propre associé la droite engendré

par C1. Le polynôme caractéristique de A est donc χA = xn−1

(
x− n(n+ 1)(2n+ 1)

6

)
.

2. Soit Cj la la j-ième colonne de Bα, U le vecteur dont toutes les coordonnées valent 1

et V celui dont la i-ème composante est i. On remarque que Cj = (α + j)U + V . U et V

forment une base de l'image. Par le théorème du rang, le noyau est de dimension n− 2. Le

rang du système BαX = 0 étant 2, il su�t de garder les deux premières lignes (qui ne sont
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pas proportionnelles) :{
(α+ 2)x1 + · · ·+ (α+ 1 + j)xj + · · ·+ (α+ 1 + n)xn = 0

(α+ 3)x1 + · · ·+ (α+ 2 + j)xj + · · ·+ (α+ 2 + n)xn = 0

soit en remplaçant la seconde ligne par la di�érence des deux équations :{
(α+ 2)x1 + · · ·+ (α+ 1 + j)xj + · · ·+ (α+ 1 + n)xn = 0

x1 + · · ·+ xj + · · ·+ xn = 0

Les vecteurs propres n'appartenant pas au noyau véri�ent BαX = sX avec s non nul ; ce

sont donc des éléments de l'image. Soit X = xU + yV l'un d'eux. Les images de U et V sont

BαU =

n∑
j=1

Cj = (nα+
n(n+ 1)

2
)U + nV

BαV =

n∑
j=1

jCj =

(
n(n+ 1)α

2
+
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

)
U +

n(n+ 1)

2
V

Aussi BαX = sX avec (x, y) 6= 0 si et seulement si le système
(
nα+

n(n+ 1)

2
− s
)
x+

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
y = 0

nx+ (
n(n+ 1)

2
− s)y = 0

a une solution non nulle ce qui équivaut à dire que son déterminant ∆ est nul. Or :

∆ = s2−n(α+n+1)s+
n2(n+ 1)

12
(3(n+ 1)− 2(2n+ 1)) = s2−n(α+n+1)−n

2(n+ 1)(n− 1)

12

∆ = 0 admet deux racines non nulles
n

2

(
α+ n+ 1±

√
(α+ n+ 1)2 +

n2(n2 − 1)

3

)
.

0 étant valeur propre de multiplicité au moins n − 2, ces deux valeurs propres sont simples

et les sous-espaces propres associés sont de dimension 1.

Ainsi χB = xn−2

(
x2 − n(α+ n+ 1)x− n2(n+ 1)(n− 1)

12
)

)
.

Correction de l'Exercice 35

Retour à l'énoncé

Soit X =


x1
...

xn

 un vecteur propre associé à la valeur propre s. Le système AX = sX

devient : 
−sx1 + x2 = 0

xk−1 − sxk + xk+1 = 0 si k ∈ [[2, n− 1]]

xn−1 − sxn = 0

Soit en imposant x0 = xn+1 = 0, :

∀k ∈ [[1, n]], xk−1 − sxk + xk+1 = 0 .
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Commençons par chercher les valeurs propres réelles. L'équation caractéristique de cette

récurrence double est t2 − st + 1 = 0 de discriminant δ = s2 − 4. La forme des solutions

dépend du signe de δ.

• s2 = 4 donc s = ±2. La racine est t = ε et il existe a et b tel que xk = (an+ b)ε. Le

système x0 = xn+1 = 0 impose a = b = 0. 2 et −2 ne sont donc pas valeurs propres.

• s2 > 4 : l'équation caractéristique a deux racines réelles distinctes t1 et t2 ; il existe

deux réels a et b tels que

∀k, xk = atk1 + btk2 .

La condition x0 = 0 impose a = −b donc xn+1 = a(tn+1
1 − tn+1

2 ) .Comme t1t2 = 1,

les deux nombres sont de même signe ; aussi, xn+1 = 0 si et seulement si a = 0. Il n'y

a pas de valeur propre réelle telle que |s| > 2.

• |s| < 2 : l'équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées

t1 =
s+ i

√
4− t2

2
et t2 = t1.

Soit θ = arccos(
s

2
) ∈]0, π[ ; Alors t1 = eiθ et t2 = e−iθ ; il existe deux complexes a et

b tels que

∀k, xk = atk1 + btk2 .

La condition x0 = 0 impose b = −a d'où xk = 2ia sin(kθ). La condition xn+1 = 0 avec

a 6= 0 est véri�ée si et seulement si sin ((n+ 1)θ) = 0. Comme θ ∈]0, π[, les valeurs

de θ possibles sont données par θk =
kπ

n+ 1
avec k ∈ [[1, n]] et sk = 2 cos

(
kπ

n+ 1

)
.

Les sk étant deux à deux distincts, il y a n valeurs propres réelles, ce sont les seules. Le

sous-espace propre associé à sk est la droite de vecteur directeur Xk =


sin(θk)

sin(2θk)
...

sin(nθk)

.

Ayant n valeurs propres distinctes, la matrice est diagonalisable.

Correction de l'Exercice 36

Retour à l'énoncé

1. Si a = 0 ou b = 0, la matrice est diagonale de diagonale nulle. Son polynôme caractéris-

tique est Xn et est donc de la forme voulue.

On suppose dans la suite de la question que a et b sont non nuls.

Cherchons les valeurs propres de A. s est valeur propre si et seulement si il existe X non nul

tel que AX = sX. La ligne k de ce système est donc :

(Lk) : −
k−1∑
j=1

bxj + sxk −
n∑

j=k+1

axj = 0

la première somme étant vide pour k = 1 et la dernière pour k = n. On obtient

un système équivalent en remplaçant dans ce système chaque ligne Lk par Lk − Lk+1

pour 1 ≤ k ≤ n − 1, ces opérations étant indépendantes. Aussi AX = sX équivaut à
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
(s+ b)xk − (s+ a)xk+1 = 0 pour 1 ≤ k ≤ n− 1

−
n−1∑
j=1

bxj + sxn = 0
Si s = −b, les n − 1 premières lignes

donnent alors xk = 0 pour k ≥ 2 et la dernière devient −bx1 = 0 soit x1 = 0. −b n'est pas
valeur propre.

Si s 6= −b, xk =
s+ a

s+ b
xk+1 aussi xk =

(
s+ a

s+ b

)n−k
xn pour k < n. On a alors :

n−1∑
j=1

xj =
s+ a

s+ b

( s+a
s+b

)n−1 − 1
s+a
s+b
− 1

=
s+ a

a− b
(s+ a)n−1 − (s+ b)n−1

(s+ b)n−1

et la dernière équation multipliée par (s+ b)n−1 devient :

−b(s+ a)n + b(s+ b)n−1(s+ a) + (a− b)s(s+ b)n−1

a− b xn = 0

X est non nul si et seulement si xn 6= 0. s est valeur propre si et seulement si

0 =
−b(s+ a)n + b(s+ b)n−1(s+ a) + (a− b)s(s+ b)n−1

a− b =
a(s+ b)n − b(s+ a)n

a− b .

Les valeurs propres de A sont donc les racines de a(s+ b)n− b(s+ a)n = 0 ce qui équivaut à(
s+ a

s+ b

)n
=
a

b
6= 1. Le complexe

a

b
admet n racines n−ièmes distinctes αk pour 1 ≤ k ≤ n.

L'équation s + a = αk(s + b) admet une racine puisque αk 6= 1 donnée par sk =
bαk − a
1− αk

.

Ces nombres sont des racines de χA polynôme caractéristique de A ; étant au nombre de n,

degré du polynôme caractéristique de A, ce sont les seules et elles sont de multiplicité 1 ;

aussi

χA = λ
a(s+ b)n − b(s+ a)n

a− b

mais χA étant unitaire, λ = 1. On a ainsi démontré que χA =
a(s+ b)n − b(s+ a)n

a− b
2. Si b = 0, la seule valeur propre est 0 et a étant non nul, la dimension du noyau di�ère de

la multiplicité dans le polynôme caractéristique : A n'est pas diagonalisable.

Si b 6= 0, A a n valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.

Correction de l'Exercice 37

Retour à l'énoncé

1.
a. M est de rang au plus 1 toutes ses colonnes étant proportionnelles à C. Si C est non

nul, l'une des colonnes est non nulle et le rang de C est 1 et si C est le vecteur nul, M

est la matrice nulle de rang 0. Le noyau est au moins de dimension n − 1. Le polynôme

caractéristique est donc Xn−1(X − tr(C)) soit Xn−1(X −
n∑
j=1

a2j ).

b. Si C = 0, M est la matrice nulle qui est diagonale (donc diagonalisable).

Supposons maintenant C non nul et posons s =

n∑
j=1

a2j .

Distinguons di�érents cas
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• s 6= 0 : Les valeurs propres sont 0 de multiplicité n− 1 égal à la dimension du noyau

sous-espace propre associé et s valeur propre simple dont l'espace propre associé est

nécessairement de dimension 1 : la somme des dimensions des sous-espaces propres

est n, M est diagonalisable.

• s = 0 : le corps de base est C ; 0 est une valeur propre de multiplicité n alors que le

sous-espace propre associé est de dimension n− 1 : M n'est pas diagonalisable.

2.
a. Soit s valeur propre non nulle de AB : il existe X ∈ Mn,1(K) tel que ABX = sX.

sX étant non nul, BX 6= 0. En multipliant à gauche par B on obtient BABX = sBX. BX

est vecteur propre de BA pour la valeur s. Toute valeur propre non nulle de AB est valeur

propre non nulle de BA.

En échangeant les rôles de A et B (et de n et p), toute valeur propre non nulle de BA est

valeur propre de AB.

AB et BA ont les mêmes valeurs propres non nulles.

b. On recherche un couple de matricesM1 etM2 dont les déterminants deM1M2 etM2M1

sont Xp det(XIn−AB) et Xn det(XIp−AB), expressions de produits qui font penser à des

calculs en blocs. Soit les matrices carrées d'ordre n+ p suivantes

M1 =

(
−A XIn
−Ip On

)
et M2 =

(
B XIp
In A

)
Alors :

M1M2 =

(
−AB +XIn 0p

B XIp

)
et M2M1 =

(
−BA+XIp XB

0p XIn

)
Ces deux matrices ont même déterminant. Or det(M1M2) = Xp det(XIn − AB) et

det(M2M1) = Xn det(XIp −BA). On obtient bien ainsi la relation voulue.

Dans le cas où n = p, on a alors :

Xn det(XIn −AB) = Xn det(XIn −BA)

ce qui après simpli�cation parXn prouve que AB et BA ont même polynôme caractéristique.

c. Soit A = C et B = CT donc p = 1. BA est le réel s. D'après la question précédente,

on a alors :

X det(XIn −M) = Xn(X − s)

et on retrouve le fait que le polynôme caractéristique de M est Xn−1(X − s).

Correction de l'Exercice 38

Retour à l'énoncé

1. Cherchons les valeurs propres de n ; Soit s une valeur propre et x un vecteur propre

associé. nk(x) = skx pour tout entier naturel k ; ce qui peut être démontré par récurrence.

En particulier sqx = nq(x) = 0 ; et comme x est non nul, sq = 0 ce qui impose s = 0. 0 est la

seule valeur propre de n. Son polynôme caractéristique est un polynôme de degré p, unitaire

n'admettant que 0 comme racine : c'est Xp.

Aussi pour tout complexe z, det(zidE − n) = zp. En choisissant z = −1, on obtient

det(idE + n) = (−1)p det(−idE − n) = (−1)2p = 1 .
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2. u+n = u◦ (idE +u−1 ◦n) = u◦ (idE +v) avec v = u−1 ◦n. Montrons que v est nilpotent.

Comme u et n commutent, u ◦ n = n ◦ u et en composant à gauche et à droite par u−1,

on obtient n ◦ u−1 = u−1 ◦ n ; u−1 et n commutent. Aussi pour tout k, vk = (u−1)k ◦ nk.
Si nq = 0, vq = 0 donc v est nilpotent et par la première question, det(idE + v) = 1 ; par

conséquent

det(u+ n) = det(u) det(idE + v) = det(u) .

Correction de l'Exercice 39

Retour à l'énoncé

1. Si AX = sX alors par récurrence immédiate sur k, AkX = skX. On a alors

(Ak +

k−1∑
j=0

ajA
k−1−j)X = P (s)X = 0

Si s est une valeur propre de A et X un vecteur propre associé à s, X est non nul et donc

P (s) = 0.

Dans les applications qui suivent, on va cerner les racines possibles puis le polynôme caracté-

ristique étant scindé dans C, utiliser le fait que la somme des valeurs propres comptées avec

leur multiplicité est égal à la trace et le produit au déterminant de la matrice considérée.

2. D'après la première question, les valeurs propres de A sont racines de

P (x) = x3 − x2 + 2x = x(x2 − x+ 2) .

Le trinôme intervenant dans cette expression a un discriminant négatif ; P a donc comme

racine réelle 0 et deux racines complexes conjuguées. La seule valeur propre réelle possible

est donc 0. Le polynôme caractéristique de A est réel de degré 5 impair ; il a donc au moins

une racine réelle : ce ne peut être que 0. 0 est valeur propre de A : A n'est pas inversible.

3. D'après la première question, les valeurs propres de A sont racines de

P (x) = x3 − 3x2 + 2x = x(x− 1)(x− 2) .

Les valeurs propres réelles ou complexes de A appartiennent à {0, 1, 2}. A étant inversible,

les seules valeurs propres possibles sont 1 et 2. Le polynôme caractéristique étant scindé dans

C :

χA = (X − 1)p(X − 2)5−p

où p ∈ [[o, 5]] (0 si 1 n'est pas valeur propre et 5 si 2 n'est pas valeur propre).

Ainsi tr(A) = p+ 2(5− p) = 10− p donc p = 2 et χA = (X − 1)2(X − 2)3.

4. Les valeurs propres de A sont racines de P (x) = x3 − 2x2 + x = x(x − 1)2. Ses seules

valeurs propres possibles sont donc 1 ou 0. Le polynôme caractéristique de A est donc de la

forme χA(x) = xp(x− 1)n−p avec 0 ≤ p ≤ n et tr(A) = n− p ∈ N.
5. D'après la première question, les valeurs propres complexes de A sont racines de

P (x) = x5 − x− 1 .

Etudions les variations de P sur R. P ′(x) = 4x4 − 1 de racines réelles ± 4

√
1

4
= ± 1√

2
. Soit s

l'une de ses racines. Comme s4 =
1

4
, P (s) = −3s

4
− 1 et comme |s| ≤ 1, P (s) < 0.
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On a ainsi le tableau de variations suivant (en posant s1 = − 1√
2

et s2 =
1√
2
) :

x

P ′(x)

P (x)

-∞ s1 s2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

P (s1)P (s1)

P (s2)P (s2)

+∞+∞

P (s1) et P (s2) étant négatifs, P n'a qu'une racine réelle positive α > s2 et simple (P ′ ne s'y

annule pas).

P et P ′ n'ayant pas de racines communes (x4 =
1

4
=⇒ P (x) = −3x

4
− 1 6= 0), toutes les

racines complexes de P sont simples ; de plus, P étant réel, elles sont 2 à 2 conjuguées ;

soient α, β et β,γ et γ ces racines. Ce sont les seules valeurs propres possibles de A. Soit p la

multiplicité de α dans le polynôme caractéristique de A (éventuellement nul si α n'est pas

valeur propre de A) , q celle de β (et donc de β) et r celle de γ et de son conjugué. On a

alors :

det(A) = αp(ββ)q(γγ)r = αp|β|2q|γ|2r > 0 .

6. D'après la première question, les valeurs propres de A sont racines de

P (x) = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 = (x2 + x+ 1)(x2 + 1).

Les seules valeurs propres possibles sont donc i,−i, j = −1

2
+ i

√
3

2
et j. Soit p ≥ 0 la

multiplicité de i (et de −i) dans le polynôme caractéristique de A, et q ≥ 0 celle de j et son

conjugué. On a donc

χA(x) = (x2 + 1)p(x2 + x+ 1)q

ce polynôme étant de degré n, n = 2p+ 2q ; n est pair. De plus tr(A) = pi− pi+ qj + qj =

−q ∈ Z.
7. D'après la première question, les valeurs propres de A sont racines de P (x) = x2 + x+ 1.

Seuls j et sont conjugués sont racines de P . Le polynôme caractéristique de A étant réel et

scindé dans C, il est de la forme

χA = (X2 +X + 1)p = (X − j)p(X − j)p

donc n = 2p (n est pair), det(A) = jpj
p

= 1 et tr(A) = p(j + j) = −p = −n
2
.

Cherchons une telle matrice lorsque n = 2 de trace −1 et de déterminant 1. La matrice

A1 =

(
−1 1

−1 0

)
convient. On véri�e que A2

1 +A1 + I2 = 0.

Soit Ap une matrice diagonale en blocs( formée de p blocs A1) et ailleurs des blocs de 0.

Ap =



A1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .

A1 0

0 · · · 0 A1


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Ap répond à la question pour n = 2p.

Correction de l'Exercice 40

Retour à l'énoncé

1. La relation ∀i,
n∑
j=1

ai,j = 1 équivaut à AU = U où U =


1

1
...

1

. U est donc vecteur propre

associé à la valeur propre 1.

Soit X =


x1
x2
...

xn

 un vecteur propre de A associé à 1 et k un indice pour lequel xk = max(xi).

Comme AX = X, la ligne k donne

xk =

n∑
j=1

ak,jxj =

n∑
j=1

ak,jxk

soit
n∑
j=1

ak,j(xk − xi) = 0

Tous les termes de cette somme étant positifs ou nuls , ils sont nuls ∀j, ak,j(xk − xi) = 0 et

comme ak,j > 0, xk = xj donc X = xkU . Le sous-espace propre associé à la valeur 1 est la

droite engendrée par U .

2. Soit λ une valeur propre complexe de A. Comme précédemment, Soit X =


x1
x2
...

xn

 un

vecteur propre de A associé à 1 et k un indice pour lequel |xk| = max(|xi|). Comme AX = X,

la ligne k donne

(∗) λxk =

n∑
j=1

ak,jxj

d'où par inégalité triangulaire :

(∗∗) |λ||xk| ≤
n∑
j=1

ak,j |xj | ≤
n∑
j=1

ak,j |xk| = |xk|

Comme xk 6= 0 (car X 6= 0), on obtient bien |λ| ≤ 1.

3. Si |λ| = 1, dans (∗∗), il n'y a que des égalités donc pour tout j, |xj | = |xk|. Posons

xj = eiαjλxk ; l'équation (∗) devient 1 =

n∑
j=1

ak,je
iαj . En prenant la partie réelle , on obtient

alors :
n∑
j=1

ak,j =

n∑
j=1

ak,j cos(αj)⇐⇒
n∑
j=1

ak,j(1− cos(αj)) = 0 ;
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ce qui est possible si et seulement si pour tout j, cos(αj) = 0 donc xj = λxk et en particulier

xk = λxk soit λ = 1 (puisque xk est non nul).

Correction de l'Exercice 41

Retour à l'énoncé

1. On rappelle que tout endomorphisme d'un espace vectoriel complexe de dimension n ≥ 1

admet des valeurs propres et des vecteurs propres.

a. α = β = 0 : u et v commutent donc v commute avec u − λ idE pour tout complexe

λ. Soit λ une valeur propre de u, le sous-espace propre associé Eλ(u) = Ker (u− λ idE) de

dimension non nulle est stable par v ; l'endomorphisme induit de v à ce sous-espace admet

un vecteur propre x0 qui est vecteur propre de v et vecteur propre de u car il appartient à

Eλ(u).

b. β = 0 et α 6= 0 : Si u(x) = 0,

u(v(x)) = v ◦ u(x) + αu(x) = 0

donc v(x) est dans le noyau de u. Le noyau de u est donc stable par v.

Supposons ce noyau réduit à {0} ; u est alors inversible et

v − u−1 ◦ v ◦ u = u−1(u ◦ v − v ◦ u) = α idE

Or tr(u−1 ◦ v ◦u) = tr(u◦u−1 ◦ v) = tr(v) donc tr(v−u−1 ◦ v ◦u) = 0 et tr(α idE) = nα 6= 0.

Par l'absurde, on a véri�é que le noyau de u est de dimension au moins 1 ; comme il est stable

par v, v induit sur ce noyau un endomorphisme qui admet au moins un vecteur propre ; ce

vecteur propre est vecteur propre commun à u et v.

c. α et β non nuls. On a alors

(u+
β

α
v) ◦ v − v ◦ (u+

β

α
v) = u ◦ v − v ◦ u = α ◦ (u+

β

α
v)

D'après le deuxième cas étudié, u+
β

α
v et v ont un vecteur propre commun x ; il existe (λ, µ)

tel que (u +
β

α
v)(x) = λx et v(x) = µx donc u(x) =

(
βµ

α
+ λ

)
x ; c'est aussi un vecteur

propre de u.

2. Démontrons par récurrence sur n = dimE que deux endomorphismes de E qui

commutent sont trigonalisables dans une même base.

• Initialisation : pour n = 1, toute base constituée d'un seul vecteur convient.

• Hérédité : supposons la propriété véri�ée pour n − 1 ≥ 1. Soit E un espace vectoriel

de dimension n et u et v deux endomorphismes de E qui commutent.

D'après la première question, ils ont un vecteur propre commun y tel que u(y) = ay

et v(y) = by. Soit E1 un supplémentaire de D = Vect(y) dans E et p la projection sur

E1 de direction D. u1 = p ◦ u et v1 = p ◦ v sont des endomorphismes de E1. Véri�ons

qu'ils commutent. Soit x un élément de E, u(x) = αy + u1(x), donc

v ◦ u(x) = αby + v(u1(x)) =⇒ p ◦ v ◦ u(x) = v1 ◦ u1(x)

De même u1 ◦ v1(x) = p ◦ u ◦ v(x) et comme u et v commutent u1 ◦ v1 = v1 ◦ u1.

Par hypothèse de récurrence, comme dimE1 = n − 1 il existe une base de E1
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(x1, · · · , xn−1) dans laquelle u1 et v1 ont une matrice triangulaire. Soit Tu (respec-

tivement Tv) celle de u1 (respectivement v1). u(x) − u1(x) et v(x) − v1(x) étant des

éléments de D, dans la base B = (y, x1, · · · , xn−1), on obtient :

Mu = MatB(u) =

(
a Lu

0n−1,1 Tu

)
et Mv = MatB(u) =

(
a Lv

0n−1,1 Tv

)
où Lu et Lv sont des éléments deM1,n−1(C). Ces deux matrices Mu et Mv sont bien

triangulaires.

On a ainsi véri�é par récurrence que deux endomorphismes d'un C− espace vectoriel de

dimension �nie qui commutent sont trigonalisables dans une même base.

Correction de l'Exercice 42

Retour à l'énoncé

On peut remarquer que Ker(Φ) est le commutant de p et contient déjà p et idE : 0 est donc

valeur propre.

Soit B une base de E adaptée à la décomposition E = Im(p)⊕Ker(p). Dans cette base,

P = MatB(p) =

(
Ir 0r,n−r

0n−r,r 0n−r

)
où 0p,q représente la matrice nulle de dimension (p, q) et 0p la matrice nulle d'ordre p.

Soit f un endomorphisme propre associé à la valeur propre s. Soit F la matrice de cet

endomorphisme dans la base B.

F = MatB(f) =

(
A B

C D

)
où A ∈Mr(R), B ∈Mr,n−r(R), C ∈Mn−r,r(R) et D ∈Mn−r(R).

Φ(f) = sf équivaut alors à PF − FP = sF soit :(
A B

0n−r,r 0n−r,n−r

)
−

(
A 0r,n−r
C 0n−r

)
=

(
0r B

−C 0n−r

)
= s

(
A B

C D

)
Ceci équivaut donc à 

sA = 0r

sB = B

−sC = C

sD = 0n−r

Si s /∈ {0, 1,−1}, la seule solution est F = 0 aussi les seules valeurs propres possibles sont 0,

1 et −1.

Si s = 0, B = 0r,n−r et C = 0n−r,r, A et D sont quelconques. L'espace propre associé

à la valeur propre 0 ,L0(Φ), est l'ensemble des endomorphismes de matrice dans la base

B

(
A 0r,n−r

0n−r,r D

)
. L'application de Mr(R) ×Mn−r(R) dans L0(Φ) qui à (A,D) asso-

cie l'endomorphisme f tel que MatB(f) =

(
A 0r,n−r

0n−r,r D

)
est un isomorphisme donc
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dimL0(Φ) = dim(Mr(R)×Mn−r(R)) = r2 + (n− r)2

Si s = −1, A = 0r, B = 0r,n−r, D = 0n−r et C est quelconque. L'espace propre associé à

la valeur propre −1 ,L−1(Φ), est l'ensemble des endomorphismes de matrice dans la base B(
Or 0r,n−r
C On−r

)
. Il est isomorphe àMn−r,r(R) et est donc de dimension n(n− r).

Si s = 1, A = 0r, C = 0n−r,r, D = 0n−r et B est quelconque. L'espace propre associé à

la valeur propre 1 ,L1(Φ), est l'ensemble des endomorphismes de matrice dans la base B(
Or B

0n−r,r On−r

)
. Il est isomorphe àMr,n−r(R) et est donc de dimension n(n− r).

Φ est diagonalisable ; deux arguments possibles :

• Toute matrice se décompose dans la somme L0(Φ) + L−1(Φ) + L1(Φ)

• La somme des dimensions des sous-espaces propres est

r2 + 2r(n− r) + (n− r)2 = (r + n− r)2 = n2 = dim(L(E))

Correction de l'Exercice 43

Retour à l'énoncé

1. f étant continue sur [0, 1], comme pour tout élément x de [0, 1],
x

2
et
x+ 1

2
sont éléments

de [0, 1], T (f) est dé�nie et continue sur [0, 1].

On véri�e aisément que T est linéaire :

∀x ∈ [0, 1], T (αf + g)(x) = αT (f)(x) + T (g)(x) .

T est bien un endomorphisme de E.

Une fonction f appartient au noyau si et seulement si

∀x ∈ [0, 1], f(
x+ 1

2
) = −f(

x

2
) .

La fonction x 7→ sin(2πx) convient. Le noyau n'est pas réduit à la fonction nulle ; 0 est valeur

propre de T . Le spectre de T contient au moins 0.

2. Commençons par regarder les petites valeurs de n :

T 2(f)(x) =
1

2

(
T (f)(

x

2
) + (T (f)(

x+ 1

2

)
=

1

4

(
f(
x

4
) + f(

x+ 1

4
) + f(

x+ 2

4
) + f(

x+ 3

4
)

)

soit T 2(f)(x) =
1

4

3∑
k=0

f(
x+ k

4
).

Ainsi T 2(f)(x
2
) =

1

4

3∑
k=0

f(
x+ 2k

8
) et T 2(f)(x+1

2
) =

1

4

3∑
k=0

f(
x+ 1 + 2k

8
) donc

T 3(f)(x) =
1

8

7∑
k=0

f(
x+ k

8
)

Montrons par récurrence sur n que ∀x ∈ [0, 1], Tn(f)(x) =
1

2n

2n−1∑
k=0

f(
x+ k

2n
).
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• Initialisation : la formule est véri�ée pour n ∈ {0, 1, 2, 3} d'après la dé�nition de T et

les calculs précédents.

• Hérédité : Supposons la formule vraie pour n ≥ 3. Alors

Tn(f)(
x

2
) =

1

2n

2n−1∑
k=0

f

( x
2

+ k

2n

)
=

1

2n

2n−1∑
k=0

f

(
x+ 2k

2n+1

)
.

2k avec 0 ≤ k ≤ 2n − 1 décrit tous les nombres pairs strictement inférieurs à 2n+1.

En remplaçant x par x+ 1 :

Tn(f)(
x+ 1

2
) =

1

2n

2n−1∑
k=0

2n−1∑
k=0

f(
x+ 2k + 1

2n+1
)

2k + 1 avec 0 ≤ k ≤ 2n − 1 décrit tous les nombres impairs strictement inférieurs à

2n+1 ; ainsi

Tn+1(f)(x) =
1

2n+1

2n+1−1∑
k=0

f(
x+ k

2n+1
)

On a ainsi démontré par récurrence que pour tout entier naturel n et tout réel x ∈ [0, 1],

Tn(f)(x) =
1

2n

2n−1∑
k=0

f(
x+ k

2n
).

3.
a. Dans Tn(f)(0) on reconnaît une somme de Riemann associée à la fonction f sur le

segment [0, 1] aussi lim
n→∞

Tn(f)(0) =

∫ 1

0

f(t)dt.

Tn(f)(x)− Tn(f)(0) =
1

2n

2n−1∑
k=0

(
f(
x+ k

2n
)− f(

k

2n
)

)
.

Par l'inégalité des accroissements �nis, si M est un majorant de |f ′| sur [0, 1], pour tout k :∣∣∣∣f(
x+ k

2n
)− f(

k

2n
)

∣∣∣∣ ≤M x

2n

et par inégalité triangulaire

|Tn(f)(x)− Tn(f)(0)| ≤ Mx

2n
.

Cette dernière inégalité prouve que lim
n→∞

Tn(f)(x)−Tn(f)(0) = 0 et ainsi pour tout x ∈ [0, 1],

lim
n→∞

Tn(f)(x) =

∫ 1

0

f(t)dt.

b. Si 1 est valeur propre, il existe une fonction autre que la fonction nulle telle que T (f) = f

donc pour tout n, Tn(f) = f et

lim
n→∞

Tn(f)(x) = f(x) =

∫ 1

0

f(t)dt

donc f est une fonction constante. Toute fonction constante véri�e T (f) = f . Ainsi 1 est

valeur propre et le sous-espace propre associé est l'ensemble des fonctions constantes (espace

vectoriel de dimension 1 engendré par la fonction f0 : x 7→ 1).
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c. Si T (f) = λf , Tn(f) = λnf . Comme Tn(f) a une limite lorsque n tend vers l'in�ni, si f

n'est pas l'application nulle, il existe x0 ∈ [0, 1] tel que f(x0) 6= 0. Comme λn =
Tn(f)(x0)

f(x0)
,la

suite (λn)n est convergente donc λ ∈]− 1, 1]. Si |λ| > 1, λ n'est pas valeur propre.

d. Comme
∫ 1

0
f(x

2
)dx = 2

∫ 1/2

0
f(t)dt par le changement de variable a�ne t =

x

2
et∫ 1

0
f(x+1

2
)dx = 2

∫ 1

1/2
f(t)dt par le changement de variable a�ne t =

x+ 1

2
, on obtient que

pour toute application de E ∫ 1

0

T (f)(x)dx =

∫ 1

0

f(t)dt .

Comme λ 6= 1, λ ∈]− 1, 1[ et limλn = 0, aussi limTn(f) = 0 soit

∫ 1

0

f(t)dt = 0.

4.
a. Par règles de dérivation classique :

(T (f))′ (x) =
1

4

(
f ′(

x

2
) + f ′

(
x+ 1

2

))
=
T (f ′)

2
.

b. si T (f) = λf , on a alors par dérivation T (f ′) = 2λf ′. Aussi si λ 6= 1, f ′ est non nulle

et 2λ est valeur propre. 2λ est donc valeur propre si λ 6= 1. Donc si λ 6= 1, 2λ ∈]− 1, 1] soit

λ ∈ I1 =]− 1
2
, 1
2
]. Ainsi Sp(T ) ⊂ {1}∪]− 1

2
,

1

2
] .

Cherchons f non nulle telle que T (f) =
f

2
alors (T (f))′ =

f ′

2
soit f ′ = T (f ′). f n'étant pas

associé à la valeur propre 1, elle n'est pas constante donc f ′ est non nulle ; f ′ est vecteur

propre pour la valeur propre 1 donc f ′ est constante de valeur a 6= 0, il existe a et b tels que

f(x) = ax+b . De plus comme

∫ 1

0

f(t)dt = 0 soit
a

2
+b = 0. Ainsi f(x) = a(x− 1

2
) = af1(x).

Véri�ons que f1 est vecteur propre :

T (f1)(x) =
1

2

(
x

2
− 1

2
+ (

x+ 1

2
− 1

2

)
=

1

2
(x− 1

2
) =

1

2
f1(x)

1

2
est valeur propre et le sous-espace propre associé est la droite engendrée par f1. On a

véri�é que
1

2
est dans le spectre.

5.
a. Soit In =]− 1

2n
,

1

2n
[. Par récurrence sur n, on prouve alors la propriété suivante :

P(n) : si λ est valeur propre, soit il existe p ≤ n tel que λ =
1

2p
soit λ ∈ In.

La propriété a été véri�ée aux ordres 0 et 1 dans les questions précédentes.

Supposons la vraie à l'ordre n. Soit λ une valeur propre ; alors λ = 1 ou 2λ est valeur

propre. Par hypothèse de récurrence, 2λ =
1

2p
avec p ≥ n (λ =

1

2p+1
) ou 2λ ∈ In (ce qui

équivaut à λ ∈ In+1). On a bien véri�é que soit λ =
1

2p
avec p ≤ n+ 1 soit λ ∈ In+1 ce qui

est P(n+ 1). La propriété est donc vraie pour tout n.

b. Par récurrence, on a ainsi montré que soit λ est de la forme
1

2p
soit il appartient à

tous les intervalles In. L'intersection des In étant réduite à {0}, les seules valeurs propres
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possibles sont les réels de la forme
1

2p
ou 0.

On a déjà véri�é que 0, 1 et
1

2
étaient valeurs propres et que les sous-espaces propres associés

à 1 et
1

2
étaient des droites. Par récurrence sur n, montrons que λn =

1

2n
est valeur propre

et que le sous-espace propre associé est une droite vectorielle.

• Les questions 3.b et 4.b fournissent l'initialisation pour n = 0 et n = 1.

• Supposons que λn =
1

2n
avec n ≥ 1 est valeur propre et que le sous-espace propre

associé est une droite vectorielle engendrée par fn.

Cherchons f non nulle telle que T (f) =
1

2n+1
f . f n'est pas constante et par la question

4.b, f ′ (qui est non nulle) est associé à la valeur propre λn donc il existe α tel que

f ′ = αfn. Soit Fn une primitive de fn ; alors il existe β tel que f = αFn + β. Comme

f est d'intégrale nulle sur [0, 1] (question 3.d),

f = α(Fn −
∫ 1

0

Fn)αfn+1 ,

fn+1 est donc la primitive de fn dont l'intégrale sur [0, 1] est nulle.

Véri�ons que fn+1 est une application propre associée à λn+1. Par ce qui précéde :

T (fn+1)′ − 2n+1f ′n+1 = 2T (fn)− 2n+1fn = 0 .

T (fn+1)− 2n+1fn+1 est une fonction constante d'intégrale nulle par la question 3.d ;

elle est donc nulle ; ce qui prouve que λn+1 est valeur propre et que le sous-espace

propre associé est une droite vectorielle engendrée par fn+1.

On a ainsi véri�é par récurrence que le spectre de T est

+∞⋃
p=0

{ 1

2p
}∪{0} et que les sous-espaces

propres autres que le noyau sont des droites vectorielles.

Correction de l'Exercice 44

Retour à l'énoncé

La matrice A étant triangulaire, son polynôme caractéristique et

n∏
p=1

(X−ap,p). Ce polynôme

étant scindé et à racines simples, A est diagonalisable et ses valeurs propres sont ses termes

diagonaux. il existe une matrice P inversible telle que

P−1AP = D =



a1,1 0 · · · 0

0 a2,2 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . an−1,n−1 0

0 · · · 0 an,n


On remarque que anp,p = −1 soit Dn = −In ; d'où P−1AnP = Dn = −In ce qui donne

An = PDnP−1 = −In .
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Correction de l'Exercice 45

Retour à l'énoncé

A admet comme polynôme caractéristique (X−1)2(X−2)2. Ses valeurs propres sont 1 et 2 ;

elle est diagonalisable si et seulement si les sous-espaces propres associés sont de dimension

2.

A− I4 =


0 a b c

0 0 d e

0 0 1 f

0 0 0 1


Le rang de cette matrice vaut au moins 2 puisque les deux dernières lignes sont in-

dépendantes. Si a 6= 0, la première ligne est indépendante des deux dernières : le

rang de la matrice est 3 et le sous-espace propre de A associé à 1 est de dimension 1

par le théorème du rang ; si a = 0, les deux premières colonnes sont nulles ; le rang ne

peut pas excéder 2 ; il vaut donc 2 et le sous-espace propre de A associé à 1 est de dimension 2.

A− 2I4 =


−1 a b c

0 −1 d e

0 0 0 f

0 0 0 0


Par un raisonnement analogue, les deux premières lignes sont indépendantes et engendrent

la troisième si et seulement si f = 0. Le sous-espace propre associé à la valeur propre 2 est

de dimension 2 si et seulement si f = 0.

En conclusion, A est diagonalisable si et seulement si a = f = 0.

Correction de l'Exercice 46

Retour à l'énoncé

1. Soit χu le polynôme caractéristique de u et χk celui de sa restriction à Ek. En travaillant

dans une base adaptée à la décomposition de E, on obtient

χu =

p∏
k=1

χk

donc le spectre de u est l'union des spectres de ces restrictions.

Soit λ une valeur propre de u et x un vecteur propre associé. Dans la décomposition de E,

x se décompose de manière unique sous la forme :

x =

p∑
k=1

xk

où xk est élément de Ek. On a alors :

u(x) = λx =

p∑
k=1

λxk =

p∑
k=1

u(xk)
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et par unicité de la décomposition, comme u(xk) est élément de Ek, u(xk) = λxk pour tout

k. Réciproquement, si chaque xk véri�e u(xk) = λxk, il en est de même de leur somme. On

a donc montré que :

Ker(u− λidE) =
p
⊕
k=1

Ker(u|Ek − λidEk )

une partie des sous-espaces de droite pouvant être réduit à {0} (ceux pour lesquels λ n'est

pas valeur propre de u|Ek ). On a donc pour toute valeur λ du spectre de u :

dim(Ker(u− λidE) =

p∑
k=1

dim(Ker(u|Ek − λidEk )

et ∑
λ∈Sp(u)

dim(Ker(u− λidE) =

p∑
k=1

∑
λ∈Sp(u)

dim(Ker(u|Ek − λidEk )

et en enlevant les sous-espaces de dimension nulle :∑
λ∈Sp(u)

dim(Ker(u− λidE) =

p∑
k=1

∑
λ∈Sp(u|Ek)

dim(Ker(u|Ek − λidEk )

Comme
∑

λ∈Sp(u|Ek)

dim(Ker(u|Ek −λidEk ) ≤ dim(Ek) avec égalité si et seulement si u|Ek est

diagonalisable, on a alors :∑
λ∈Sp(u)

dim(Ker(u− λidE) ≤
p∑
k=1

dim(Ek) = n

avec égalité si et seulement si pour tout k , u|Ek est diagonalisable. u est donc diagonalisable

si et seulement si ses p restrictions le sont.

2. Le polynôme caractéristique de A2 est χ2(s) = s2 − a1a2.
Si a1a2 = 0, la seule valeur propre est 0. Le sous-espace propre associé est de dimension 2 si

et seulement si A2 est la matrice nulle donc si et seulement si a1 = a2 = 0 que le corps de

base soit R ou C. Il reste à étudier dans les cas réels et complexes le cas où a1a2 6= 0.

• Cas complexe : le polynôme caractéristique a deux racines distinctes sur C et A2 est

diagonalisable.

En conclusion, A2 est diagonalisable lorsque K = C si et seulement si a1a2 6= 0 ou

a1 = a2 = 0.

• Cas réel : si a1a2 < 0, A2 n'a pas de valeurs propres ; elle n'est donc pas diagonalisable.

Si a1a2 > 0, comme dans le cas complexe, A2 a deux valeurs propres distinctes et elle

est diagonalisable. En conclusion, A2 est diagonalisable lorsque K = R si et seulement

si a1a2 > 0 ou a1 = a2 = 0.

3. Soit (e1, · · · , en) la base canonique de Kn et u l'endomorphisme canoniquement associé à

An. Les sous-espaces vectoriels Vect(ei, en+1−i) sont stables par u. Soient p = bn
2
c (n = 2p

ou n = 2p + 1 ), Πk le plan engendré par (ek, en+1−k) pour k ≤ p et ∆ la droite engendrée

par ep+1 lorsque n = 2p+ 1.

On a alors si n est pair, Kn =
p
⊕
k=1

Πk et si n est impair, Kn =
p
⊕
k=1

Πk ⊕ ∆. On a donc

décomposé l'espace Kn en sous-espaces stables par l'endomorphisme canoniquement associé

à An. Par la première question, An est diagonalisable si et seulement si la restriction de
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u à chaque Πk l'est puisque lorsque n est impair, la restriction à ∆ espace de dimension

1 est diagonalisable. La matrice de la restriction de u à πk dans la base (ek, en+1−k) est(
0 an−k
ak 0

)
matrice étudiée dans la question précédente.

• Cas complexe : An est diagonalisable si et seulement si pour tout k ∈ [[1, bn
2
c ]],

akan−k 6= 0 ou ak = an−k = 0.

• Cas réel : An est diagonalisable si et seulement si pour tout k ∈ [[1, bn
2
c ]], akan−k > 0

ou ak = an−k = 0.

Correction de l'Exercice 47

Retour à l'énoncé

1. les relations de récurrence données pour dé�nir les suites s'écrivent matriciellement

Xn+1 = AXn avec

A =

0 3
4

0
3
4

0 1
1
4

1
4

0

 .

Déterminons le polynôme caractéristique de A :

χA(s) =

∣∣∣∣∣∣∣
s − 3

4
0

− 3
4

s −1

− 1
4
− 1

4
s

∣∣∣∣∣∣∣ =
L1←L1+L2+L3

(s− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

− 3
4

s −1

− 1
4
− 1

4
s

∣∣∣∣∣∣∣
puis en retranchant la première colonne aux deux autres :

χA(s) = (s− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

− 3
4

s+ 3
4

− 1
4

− 1
4

0 s+ 1
4

∣∣∣∣∣∣∣ = (s− 1)(s+
3

4
)(s+

1

4
) .

A a trois valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable. Il existe P tel que D = P−1AP

avec D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 −3

4
0

0 0 − 1
4

∣∣∣∣∣∣∣ soit A = PDP−1.

2. On a alors pour tout entier naturel, An = PDnP−1 avec Dn =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 (−3

4
)n 0

0 0 (− 1
4
)n

∣∣∣∣∣∣∣ de
limite E1,1 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣. L'application linéaire sur M3(R) qui à M associe P−1MP étant

continue, la suite (An)n converge vers Q = P−1E1,1P . Comme E2
1,1 = E1,1, Q

2 = Q. Q est

la matrice dans la base canonique d'un projecteur q de R3.

Soit B une base de R3 formée de vecteurs propres (U1, U2, U3) associés dans l'ordre à 1, −3

4

et −1

4
. D'après ce qui précède, on peut choisir pour P la matrice de cette base dans la base

canonique et la matrice de q dans cette nouvelle base est E1,1, projecteur sur Vect(U1) =

S. Sidaner 109/148 Creative Commons : BY:© $\© C©



Algèbre en PC ou PC* Mat' les Ressources

Ker(A− I3) de direction Vect(U2, U3) = Ker(A+
1

4
I3)⊕Ker(A+

1

4
I3) = Im(A− I3).

Comme A − I3 =

−1 3
4

0
3
4
−1 1

1
4

1
4
−1

, on remarque que toutes les colonnes ont la somme de

leurs coordonnées nulles ; ainsi l'image est incluse dans le plan d'équation x+ y+ z = 0. Par

égalité des dimensions, c'est ce plan.

Cherchons le noyau AX = X donne avec X =

xy
z

, x =
3

4
y puis z = − 3

4
x + y =

7

16
y. Q

est donc le projecteur sur la droite D de vecteur directeur ( 3
4
, 1, 7

16
) de direction le plan Π

d'équation x+ y + z = 0.

3. Comme (An)n converge et l'application M 7→ MX0 étant continue, (AnX0)n converge

vers QX0 projeté de X0 sur D de direction Π.

Comme R3 = D⊕Π, on cherche la composante de X0 sur D dans cette décomposition. Elle

est de la forme QX0 = λ

 3
4

1
7
16

 et X0 −Qx0 ∈ Π donne alors

a+ b+ c = λ(
3

4
+ 1 +

7

16
) =

35λ

16

ainsi

lim an
lim bn
lim cn

 = QX0 =
a+ b+ c

35

12

16

7

.

Correction de l'Exercice 48

Retour à l'énoncé

1. Le polynôme caractéristique de B est χB(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s −1 . . . . . . 0

0 s
. . .

. . . 0
...

. . .

−1 s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. On peut le

développer suivant la première colonne, les mineurs associés aux deux coe�cients non nuls

étant des déterminants de matrices triangulaires :

χB(s) = sn − 1

Le polynôme caractéristique a donc n racines simples (les racines n-ièmes de l'unité) : B est

diagonalisable dansMn(C).

2. L'endomorphisme b de Cn canoniquement associé à B associe à chaque vecteur ek de la

base canonique le précédent ek−1 et au premier e1 le dernier en. Ainsi l'endomorphisme bp

décale les vecteurs de base de p indices, soit bp(ei) = ei−p si i > p et bp(ei) = en+i−p sinon.

On a donc :

A = a1In + a2B + · · ·+ anB
n−1 =

n∑
k=1

akB
k−1

ce qui se note A = P (B).
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Par la première question, il existe une matrice Q inversible telle que

Q−1BQ = D =



s1 0 · · · 0

0 s2 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . sn−1 0

0 · · · 0 sn


où D est la matrice diagonale telle que sk = e

2ikπ
n . On a alors :

Q−1AQ =



P (s1) 0 · · · 0

0 P (s2) 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . P (sn−1) 0

0 · · · 0 P (sn)


d'où :

det(A) =

n∏
k=1

P (sk) =

n∏
k=1

P (e
2ikπ
n )

3. Soit P =

n∑
k=1

kXk−1. On remarque que P est la dérivée du polynôme Q =

n∑
k=0

Xk. Or

(∗) (1−X)Q = 1−Xn+1 donc en dérivant :

(∗∗) (1−X)P −Q = −(n+ 1)Xn

L'égalité (∗) évaluée en sk racine n-ième de l'unité donne alors

(1− sk)Q(sk) = 1− sn+1
k = 1− sk

et donc si k 6= n (soit sk 6= 1) Q(sk) = 1. On obtient alors par (∗∗) :

(1− sk)P (sk) = −(n+ 1) + 1 = −n⇐⇒ P (sk) =
−n

1− sk

et P (sn) = P (1) =
n(n+ 1)

2
. D'où :

det(A) = P (1)

n−1∏
k=1

P (sk) =
(−1)n−1P (1)nn−1

n−1∏
k=1

(1− sk)

On remarque alors que

Xn − 1

X − 1
=

n−1∏
k=1

(X − sk) = 1 +X + · · ·+Xn−1 =

n−1∑
k=0

Xk

soit

n−1∏
k=1

(X − sk) =

n−1∑
k=0

Xk. Une évaluation en 1 donne

n−1∏
k=1

(1− sk) = n
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Ainsi

det(A) = (−1)n−1 n
n−1(n+ 1)

2

Correction de l'Exercice 49

Retour à l'énoncé

1. Cas n = 1 :M =

(
a 1

1 a

)
de polynôme caractéristique (X−a)2−1. Les valeurs propres de

A sont donc a+1 et a−1. M a deux valeurs propres distinctes : elle est donc diagonalisable.

Cas général : A est diagonalisable donc il existe une matrice inversible telle que P−1AP = D

matrice diagonale d'éléments diagonaux d1, d2, · · · , dn).

Soit Q =

(
P O

O P

)
d'inverse Q−1 =

(
P−1 O

O P−1

)
; alors

M1 = Q−1MQ =

(
D In
In D

)

Si u est l'endomorphisme associé àM dans la base canonique de R2n,M1 représente le même

endomorphisme dans une base B1 = (v1, · · · , vn, vn+1, · · · , v2n). Pour tout j ∈ [[1, n]], le plan

Πj engendré par (vj , vn+j) est stable par u et la restriction de u à ce plan a pour matrice dans

la base (vj , vn+j) la matrice

(
dj 1

1 dj

)
dont on a vu en préalable qu'elle était diagonalisable.

Il existe donc une base (wj , wn+j) de Πj constituée de deux vecteurs propres de u. Comme

R2n =
n
⊕
j=1

Πj , (w1, · · · , wn, wn+1, · · · , w2n) est une base de R2n formé de vecteurs propres de

u ; u et donc toutes ses matrices et notamment M sont diagonalisables.

2. On peut commencer par calculer le polynôme caractéristique de B mais cela ne donnera

que le spectre de B et pas les sous-espaces propres de B.

On peut remarquer que r = rg(B) = rg(

(
A

A

)
= rg(A). Ainsi le noyau de B est de dimension

2n− r = n+ dim(Ker(A)). 0 est donc valeur propre .

a. Soit s une valeur propre de B. Il existe X =

(
X1

X2

)
avec X1 et X2 éléments deMn(R)

tels que BX = sX,ce qui équivaut à A(X1 +X2) = sX1 = sX2.

0 est valeur propre de B et le sous-espace propre associé est constitué des vecteurs(
X1

−X1 + Y

)
où X1 est quelconque et Y appartient au noyau de A.On retrouve le résul-

tat précédemment obtenu.

Si s 6= 0, X1 = X2 et 2AX1 = sX1 ; s est valeur propre de B si et seulement si
s

2
est valeur

propre de A et Es(B) le sous-espace propre de B associé à s est constitué des vecteurs

(
X1

X1

)
où X1 est élément de E s

2
(A).

b. Le noyau de B, sous-espace propre associé à 0 pour B est en isomorphisme avec

Rn ×Ker(A) par l'application qui à (X1, Y ) associe

(
X1

−X1 + Y

)
; il est donc de dimension
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n+ dim(Ker(A)).

Es(B) a même dimension que le sous-espace propre E s
2
(A) associé à A pour

s

2
par l'isomor-

phisme X1 7→

(
X1

X1

)
.

Ainsi si S∗ est le spectre de A éventuellement privé de 0 :

d =
∑

s∈Sp(B)

dimEs(B) =
∑
s∈S∗

dim(Es(A)) + dim(Ker(A)) + n

d = 2n si et seulement si

n =
∑
s∈S∗

dim(Es(A)) + dim(Ker(A)) =
∑

s∈Sp(A)

dim(Es(A))

B est diagonalisable si et seulement si A l'est.

3. On reprend les mêmes notations que dans la question précédente. Le système BX = sX

équivaut à : {
X2 = sX1

AX1 = sX2

⇐⇒

{
X2 = sX1

AX1 = s2X1

X est non nul si et seulement si X1 l'est. Ainsi s est valeur propre de B si et seulement si s2

est valeur propre de A. De plus, le sous-espace propre Es(B) associé est formé des vecteurs(
X1

sX1

)
où X1 appartient au sous-espace propre Es2(A) de A.

L'application de Es2(A) dans Es(B) qui à X1 associe

(
X1

sX1

)
étant un isomorphisme, ces

deux espaces ont même dimension. Chaque valeur propre σ strictement positive de A amène

deux valeurs propres pour B, ±
√
σ, dont les sous-espaces propres ont même dimension que

le sous-espace propre de A associé à σ ; le noyau de B a même dimension que le noyau de A,

dimension non nulle lorsque 0 est valeur propre des matrices et les valeurs propres négatives

de A ne donnent aucune valeur propre de B. Si S+(A) désigne les valeurs propres strictement

positives de A et , on obtient alors que

d =
∑

s∈Sp(B)

dim(Es(B)) = 2
∑
σ∈S+

dimEσ(A) + dim Ker(A)

Comme
∑
σ∈S+

dimEσ(A) + dim Ker(A) ≤ n (avec égalité si et seulement si A n'a pas de

valeurs propres négatives)

d =
∑

s∈Sp(B)

dim(Es(B)) ≤
∑
σ∈S+

dimEσ(A) + n ≤ 2n

d = 2n si et seulement si
∑
σ∈S+

dimEσ(A) = n c'est à dire si et seulement si A est diagonali-

sable et que toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

Correction de l'Exercice 50

Retour à l'énoncé

Pour montrer l'équivalence des trois propositions, on va prouver successivement que (a) ⇒
(b), puis (b)⇒ (c) et �nalement (c)⇒ (a)
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• (a) =⇒ (b) : Soit x0 tel que F = (x0, f(x0), . . . , fn−1(x0)) engendre E ; cette famille

est donc une base de E étant génératrice minimale.

Soit (a0, · · · , an−1) n complexes tels que

n−1∑
k=0

akf
k = 0

En évaluant en x0, on obtient :

a0x+ a1f(x) + · · ·+ an−1f
n−1(x0) =

n−1∑
k=0

akf
k(x0) = 0

et compte-tenu du caractère libre de F , tous les ak sont nuls. la famille idE , f, . . . , f
n−1

est libre dans L(E)

• (b) =⇒ (c) : Soit B = (e1, · · · , en) une base de E formée de vecteurs propres de f .

Soit (a0, · · · , an−1) n complexes tels que

n−1∑
k=0

akf
k = 0. Cette égalité équivaut à

∀j,
n−1∑
k=0

akf
k(ej) = 0

Si sj est la valeur propre associée à ej , f
k(ej) = skj ej . Ainsi

n−1∑
k=0

akf
k = 0⇐⇒ ∀j,

n−1∑
k=0

aks
k
j = 0 .

Terminons cette démonstration par contraposition. Si les sj ne sont pas deux à deux

distincts , alors le spectre de f est constitué de p valeurs distinctes σ1, · · · , σp avec

1 ≤ p < n. Soit P =

p∏
k=1

(X − σk) ; Ce polynôme est de degré au plus n− 1 et admet

pour racines les valeurs propres de f . Si P =

p∑
k=0

αkx
k, on a donc par ce qui précède :

p∑
k=0

αkf
k = 0

la famille (idE , f, · · · , fp) est liée ainsi que (idE , f, · · · , fn−1) comme surfamille de la

première. On a prouvé que non(c) =⇒ non(b) soit par contraposition (b) =⇒ (c).

• (c) =⇒ (a) : On suppose que f a n valeurs propres distinctes. Soit B = (e1, · · · , en)

une base de E formée de vecteurs propres de f , ej étant associé à sj . Soit x un vecteur

de E de coordonnées (x1, · · · , xn) dans cette base. fk(x) a alors pour coordonnées

(sk1 , · · · , xkn) dans cette même base. La famille F = (x, f(x), · · · , fn−1(x)) est une

base de E si et seulement si le déterminant dans la base B de cette famille est non

nul. Ce déterminant a comme terme ligne i colonne j xis
j−1
i :

det
B

(F) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 · · · · · · sn−1
1 x1

...
...

xi · · · xis
j−1
i · · ·

...
...

xn · · · · · · sn−1
n xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

xiV(s1, · · · , sn)
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où V(s1, · · · , sn) désigne le déterminant de Vandermonde de (s1, · · · , sn) qui est non

nul puisque les n valeurs propres sont distinctes. Ainsi detB(F) est non nul si et

seulement si les coordonnées de x dans la base B sont toutes non nulles. Le vecteur
n∑
j=1

ej convient. On a ainsi trouvé un vecteur x tel que (x, f(x), . . . , fn−1(x)) engendre

E.

Correction de l'Exercice 51

Retour à l'énoncé

Procédons par analyse synthèse.

Soit f une fonction de R+∗ dans lui-même solution (donc f(x) > 0 pour tout x > 0).

Introduisons la suite dé�nie par u0 = x et un+1 = f(un). On a alors un+2 = f ◦ f(un) et

donc en appliquant la relation à un, pour tout entier naturel non nul :

un+2 + un+1 − 6un = 0

Cette suite véri�e donc une relation de récurrence linéaire d'équation caractéristique :

s2 + s− 6 = (s− 2)(s+ 3) = 0

Il existe deux réels a et b tels que un = a2n + b(−3)n.

Si b est non nul, on a alors un ∼ (−3)nb, la suite (un)n ne garde pas un signe positif pour

tout n. Comme pour tout n, un = f(un−1) > 0, nécessairement b = 0.

On a alors un = a2n et comme u0 = x, un = x2n. En particulier u1 = f(x) = 2x. Si une

fonction convient, c'est la fonction x 7→ 2x.

Véri�ons que cette fonction convient. f ◦ f(x) = f(2x) = 4x et donc pour tout x > 0 :

f ◦ f(x) + f(x) = 6x ;

Le problème a une unique solution, la fonction x 7→ 2x.

Correction de l'Exercice 52

Retour à l'énoncé

1. Toute symétrie véri�e s2 = idE et il y a une in�nité de symétries.

2. Si u2 = a, u et a commutent. Soit M la matrice de u dans la base canonique. Le terme

(i, j) de MA est 0 si j = 1 et mi,j−1 si j ≥ 2. Le terme (i, j) de AM est 0 si i = n et mi+1,j

si i < n. Aussi en posant m1,j = mj , on obtient que M et A commutent si et seulement si il

existe (m1, · · · ,mn) tels que :

M =



m1 m2 · · · · · · mn

0 m1 m2

. . .

...
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . m2

0 · · · · · · · · · · · · m1


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Le bloc des deux premières lignes et deux premières colonnes deM2 est alors

(
m2

1 2m1m2

0 m2
1

)
.

La relation M2 = A impose alors m2
1 = 0 et 2m1m2 = 1. Ces deux équations sont incompa-

tibles ; l'équation M2 = A n'admet pas de solution. a n'a pas de racines carrées.

3. u2 = 0 équivaut à dire que l'image de u est incluse dans le noyau. Soit r le rang de u et

dimension de l'image ; par le théorème du rang, le noyau de u est de dimension n− r ; aussi
si u2 = 0

r ≤ n− r ⇐⇒ r ≤ n

2
.

Soit (e1, e2, · · · , er) une base d'un supplémentaire S de N = Ker(u). Par le théorème de

l'endomorphisme induit, (u(e1), · · · , u(er)) est une base de Im(u) que l'on peut compléter en

une base (u(e1), · · · , u(er), fr+1, · · · , fn−r) du noyau. En concaténant cette base du noyau

et la base de S, on obtient une base de E dans laquelle la matrice de A est de la forme

annoncée.

4. Soit β une racine carrée de α. L'équation u2 = αidE équivaut à
(
u
β

)2
= idE donc

u = βs où s est une symétrie par rapport à Ker(s− idE) de direction Ker(s+ idE). Comme

E = Ker(s− idE)⊕Ker(s+ idE), s est diagonalisable et u = βs l'est aussi.

5. Soit (e1, · · · , en) une base de vecteurs propres de a associés respectivement à s1, · · · , sn.
Si u2 = a, u et a commutent ; les sous-espaces propres de a sont stables par u. Les valeurs

propres étant distinctes, les sous-espaces propres sont les droites Di = Vect(ei). La stabilité

deDi par u équivaut à dire que ei est vecteur propre de u donc il existe di tel que u(ei) = diei.

u2 = a équivaut alors à

∀i, d2i = si

qui admet deux solutions si si 6= 0 et une seule si si = 0.

Ainsi l'équation u2 = a admet 2n solutions lorsque a a n valeurs propres distinctes non nulles

et 2n−1 lorsque si a a n valeurs propres distinctes dont 0.

6.
a. Soit e1, · · · , en) une base de vecteurs propres de a associés respectivement à s1, · · · , sn.

Soit di une racine carrée de si et u l'endomorphisme de E dé�ni par u(ei) = diei. u
2 et a

coïncident sur une base, donc u2 = a.

b. La matrice exhibée en question 3 n'a que 0 pour valeur propre (matrice triangulaire

supérieure n'ayant que des 0 sur sa diagonale) et n'est pas la matrice nulle : elle n'est pas

diagonalisable. L'équation u2 = 0 admet donc des solutions non diagonalisables.

c. Soit s1, · · · , sp les valeurs propres de u et Ei = Ker(u − siidE) le sous-espace propre

associé. Comme toute solution de u2 = a commute avec a, les sous-espaces propres de a sont

stables par u et

(u|Ei)
2 = siidEi

La donnée des restrictions de u à chaque Ei caractérise entièrement u puisqu'on connaît alors

u sur une base de E formée de vecteurs propres de a. Si si est non nul, u|Ei est diagonalisable ;
il existe une base Bi de Ei constitué de vecteurs propres de u. Si 0 n'est pas valeur propre,

la concaténation de ces p bases est une base de E formée de vecteurs propres de u ; ainsi u

est diagonalisable.

Si 0 est valeur propre, quitte à permuter les indices, on suppose que s1 = 0. Si le noyau est de

dimension 1 engendré par e1 , le noyau de a étant stable par u, e1 est vecteur propre de u et

u(e1) = d1e1 impose d21 = 0 soit d1 = 0. On pose alors B1 = {e1}. La concaténation des bases

Bi avec 1 ≤ i ≤ p donne une base de vecteurs propres. Dans ce cas, u est diagonalisable.
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Si le noyau est de dimension q engendré par (e1, · · · , eq), soit u1 l'endomorphisme du noyau

tel que u1(ej) = 0 pour j < q et u1(eq) = e1. u
2
1 = 0.

Soit di une racine carrée de si pour i > 1 et u l'endomorphisme de E dé�ni par u|E1 = u1

et pour i > 1,u|Ei = diidEi .

u véri�e u2 = a, ses valeurs propres sont 0, d2, · · · , dp et les sous-espaces propres associés

Ker(u) = Vect(e1, · · · , eq−1) et les Ei pour i > 2. La somme des dimensions des sous-

espaces propres de u est n − 1 (puisque la somme des dimensions des Ei est n) ; u n'est

pas diagonalisable. On a ainsi prouvé que si le noyau de a est de dimension au moins 2, il

existe une solution non diagonalisable. Par contraposition, si toute solution de u2 = a est

diagonalisable, a est diagonalisable et son noyau est de dimension au plus 1.

7. Le polynôme caractéristique a deux racines s1 et s2.

Si s1 6= s2, on se retrouve dans le cas étudié en question 5. Il existe P0 inversible telle que

A = P0

(
s1 0

0 s2

)
P−1
0 ; en désignant par di une racine carrée de si, on a alors

X = P0

(
±d1 0

0 ±d2

)
P−1
0 .

Il y a alors 3 solutions si s1s2 = 0 et 4 sinon.

Dans la suite, s1 = s2 = s et d est une racine carrée de s.

Si A = 0, d'après la question 3, X = 0 ou il existe une matrice inversible P telle que

X = P−1

(
0 1

0 0

)
P .

Si A est diagonalisable, A = sI2 (s 6= 0),X
d
est une matrice de symétrie il existe P inversible

telle que

X = dP

(
±1 0

0 ±1

)
P−1 .

Si A n'est pas diagonalisable,A est trigonalisable ; il existe a 6= 0 et une matrice P inversible

telle que :

A = P

(
s a

0 s

)
P−1

Le sous-espace propre associé à s étant de dimension 1 et stable par l'endomorphisme de C2

canoniquement associé à X, X est de la forme suivante

X = P

(
α β

0 γ

)
P−1 et X2 = P

(
α2 β(α+ γ)

0 γ2

)
P−1

On a alors

{
α2 = β2 = s

β(α+ γ) = a
. Si s = 0, ce système n'a pas de solution, on retrouve un cas

particulier de la question 2. Si s est non nul, α+ γ devant être non nul , ils sont égaux entre

eux. On a donc deux solutions α = γ = d et β =
a

2d
ou α = γ = −d et β = − a

2d
.

8. Si α > 0, on se retrouve dans un cas similaire à la question 4 :
u√
α

est une symétrie et

est donc diagonalisable.

Si α = 0, on a vu en question 3 des endomorphismes non diagonalisables de carré l'application
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nulle.

Si α < 0 et u une solution de u2 = a. Soit λ dans le spectre de u ; il existe x non nul tel que

u(x) = λx et alors u2(x) = λ2x = αx ce qui impose λ2 = α équation sans solution dans R.
u n'a pas de valeurs propres et n'est donc pas diagonalisable.

En conclusion, toute solution de l'équation u2 = α idE est diagonalisable si et seulement si

α > 0.

9.
a. On reprend les notations et raisonnement de la question 5. On a donc une base de

vecteurs propres (e1, · · · , en) de a tels que u(ei) = diei avec ∀i, d2i = si. Cette équation

n'a des solutions que si si ≥ 0. L'équation u2 = a avec a admettant n valeurs propres

distinctes admet des solutions si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives et

toute solution est diagonalisable.

b. Soit A =

 5 −5 4

4 −4 4

−3 3 4

.

Les deux premières colonnes étant opposées, 0 est valeur propre et U0 =

1

1

0

 est un vecteur

propre associé.

La somme de chaque ligne est 4 donc U2 =

1

1

1

 est vecteur propre associé à la valeur propre

4.

La somme des valeurs propres étant égale à la trace, la dernière valeur propre est 1. Un vecteur

propre U =

xy
z

 associé véri�e

{
4x+ 4z = 5y

−x+ z = −y
soit

{
8z = y

8x = 9y
; le vecteur U1 =

9

8

1


convient.

Soit P =

1 9 1

1 8 1

0 1 1

. On a donc P−1AP =

0 0 0

0 1 0

0 0 4

. D'après ce qui précède, X =

P

0 0 0

0 ±1 0

0 0 ±2

P−1

Inversons la matrice P en résolvant le système X ′ = PX soit


x+ 9y + z = x′

x+ 8y + z = y′

y + z = z′

.

Par di�érence des deux premières lignes, y = x′ − y′, puis par report dans la troisième

z′ = −x′ + y′ + z′ et en�n par report dans la première

x = x′ − (−x′ + y′ + z)− 9(x′ − y′) = −7x′ + 8y′ − z′
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ainsi P−1 =

−7 8 −1

1 −1 0

−1 1 1

. Il y a donc 4 solutions :

X1 =

1 9 1

1 8 1

0 1 1


0 0 0

0 1 0

0 0 2


−7 8 −1

1 −1 0

−1 1 1

 =

0 9 2

0 8 2

0 1 2


−7 8 −1

1 −1 0

−1 1 1



soit X1 =

 7 −7 2

6 −6 2

−1 1 2

 puis

X2 =

1 9 1

1 8 1

0 1 1


0 0 0

0 1 0

0 0 −2


−7 8 −1

1 −1 0

−1 1 1

 =

0 9 −2

0 8 −2

0 1 −2


−7 8 −1

1 −1 0

−1 1 1



soit X2 =

11 −11 −2

10 −10 −2

3 −3 −2

 et leurs opposées −X1 et −X2.

10. si u2 = − idE , det(u)2 = (−1)n > 0 donc n est pair. Posons n = 2p.

D'après ce qui précède (question 8), u n'a pas de vecteur propre donc pour tout vecteur non

nul , (x, u(x)) est libre et comme u2(x) = −x le plan engendré par (x, u(x)) est stable par

u. Montrons par récurrence sur k que pour k ≤ p, il existe une famille libre de la forme

(x1, · · · , xk, u(x1), · · · , u(xk)).

• Initialisation : pour x1, tout vecteur non nul convient.

• Hérédité : supposons l'existence d'une famille libre (x1, · · · , xk, u(x1), · · · , u(xk)) avec

k < p. S = Vect(x1, · · · , xk, u(x1), · · · , u(xk)) est stable par u. Soit xk+1 un élément

n'appartenant pas à S et Πk+1 le plan engendré par (xk+1, u(xk+1)). S ∩ Πk+1 est

stable par u comme intersection de sous-espaces stables. Si il contient un vecteur y

non nul, il contient aussi son image et donc le plan engendré par (y, u(y)) ; c'est donc

Πk+1 ce qui est absurde puisque xk+1 /∈ S. Ainsi S et Πk+1 sont d'intersection réduite

à {0} ; (x1, · · · , xk, xk+1, u(x1), · · · , u(xk), u(xk+1)) est une base de S ⊕ Πk+1 et une

famille libre de E.

On a ainsi montré qu'il existe une famille libre de la forme (x1, · · · , xk, u(x1), · · · , u(xk))

tant que k ≤ p. Pour k = p, on obtient une base dans laquelle la matrice de u est de la forme

annoncée.

11. On procède comme en question 6 en décomposant E en sous-espaces propres de a Ei
associé à si ; u et a commutant, chaque sous-espace propre Ei est stable par u. On étudie

les restrictions de u à chaque sous-espace propre ; cet ensemble de restrictions caractérise

u puisqu'ils dé�nissent u pour les vecteurs propres de a donc notamment sur une base de

E formée de vecteurs propres de a. On désigne par ui la restriction de u à Ei. On a donc

u2
i = si idEi . Si si < 0, on a vu en question précédente que cette équation a des solutions si

et seulement si dim(Ei) est pair. Pour si ≥ 0, la solution
√
si idEi convient. On a ainsi véri�é

que si a est diagonalisable, l'équation (*) a des solutions si et seulement si tout sous-espace

propre de a associé à une valeur propre strictement négative est de dimension paire.
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Correction de l'Exercice 53

Retour à l'énoncé

1. Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes sont unitaires et deux

à deux orthogonaux. Ainsi Am est orthogonale si et seulement si
(m2 − 1)2 + 4(m− 1−

√
2)2 = 5

(−m+ 2 +
√

2)2 + 1 = 5

(m2 − 1)(−m+ 2 +
√

2) + 2(m− 1−
√

2) = 0

.

La seconde équation équation conduit à −m+ 2 +
√

2 = ±2 soit m =
√

2 ou m = −4 +
√

2

Si m =
√

2, A√2 = 1√
5

(
1 2

−2 1

)
; il s'agit bien d'une matrice orthogonale de déterminant

1 ; f√2 est une rotation d'angle arccos

(
1√
5

)
.

Si m = −4 +
√

2, la matrice n'est pas orthogonale (les termes diagonaux ne sont ni égaux ,

ni opposés).

2. Comme en question précédente, les deux vecteurs colonnes de Am étant orthogonaux, la

matrice est orthogonale si et seulement si

(m− 1

4
)2 + (m+

1

2
)2 = 1

soit

m2 +
m

2
+

5

16
= (m+

1

4
)2 +

1

4
= 1 .

Il y a deux solutions m = −1

4
±
√

3

2
. Pour ces deux valeurs, les termes diagonaux de la

matrice sont opposés , ce sont des symétries orthogonales par rapport à des droites. La

droite de symétrie est l'ensemble des vecteurs �xes et admet donc pour équation

(m− 5

4
)x+ (m+

1

2
)y = 0

soit si m = −1

4
+

√
3

2
, (−3 +

√
3)x + (1 + 2

√
3)y = 0 et si m = −1

4
−
√

3

2
, −(3 +

√
3)x +

(1− 2
√

3)y = 0.

Correction de l'Exercice 54

Retour à l'énoncé

1. Soit −→v1 ′ le vecteur unitaire tel que (−→v1 ,−→v1 ′) est une base B1 orthonormale directe de E.

Dans la base B1,
−→v2 s'écrit a−→v1 + b−→v1 ′. Toute isométrie est caractérisée par sa matrice dans

la base B1. La condition f(−→v1) = −→v2 impose que la première colonne de la matrice soit

(
a

b

)
.

Il y a donc deux solutions

(
a −b
b a

)
matrice de rotation et

(
a b

b −a

)
matrice de symétrie
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orthogonale. Deux isométries véri�ent f(−→v1) = −→v2 , une rotation et une symétrie orthogonale

par rapport à une droite.

2. −→u et −→v ont même norme si et seulement si

m2 + 4 = 25

soit m = ±
√

21 et les deux vecteurs ont pour normes 5. Les vecteurs −→u1 =
−→u
5

et −→v1 =
−→v
5

sont unitaires. Par une isométrie f , f(−→u ) = −→v si et seulement si f(−→u1) = −→v1 ; aussi il existe
une unique symétrie envoyant −→u sur −→v et une unique rotation.

Soit m = ε
√

21 (où ε ∈ {±1}.

La matrice dans la base B de la rotation est de la forme

(
a −b
b a

)
et véri�e le système

suivant : {
3a− 4b = 2

+4a+ 3b = m

soit a =
6 + 4m

25
=

6 + 4ε
√

21

25
et b =

−8 + 3m

25
=
−8 + 3ε

√
21

25
.

La matrice dans la base B de la symétrie est de la forme

(
a b

b −a

)
et véri�e le système

suivant : {
3a+ 4b = 2

−4a+ 3b = m

soit a =
6− 4m

25
=

6− 4ε
√

21

25
et b =

8 + 3m

25
=

8 + 3ε
√

21

25
. On peut véri�er que dans tous

les cas a2 + b2 = 1.

3. Soit f un endomorphisme orthogonal de E : soit f est une ré�exion c'est à dire une

symétrie orthogonale par rapport à une droite donc le produit d'une seule ré�exion soit

f appartient au groupe des rotations. Soit s une ré�exion , s ◦ f est un endomorphisme

orthogonal de déterminant −1 : c'est une ré�exion. Ainsi

∀s ∈ O(E) \ SO(E), ∃s′ ∈ O(E) \ SO(E), s ◦ f = s′

ce qui équivaut à f = s ◦ s′ en composant à gauche par s.

Une rotation est le produit de deux symétries orthogonales par rapport à des droites dont

l'une d'elles est arbitraire ; la décomposition n'est pas unique.

4.
a. Soit −→v1 un vecteur unitaire de ∆1 et −→v2 un vecteur unitaire de ∆2. Une isométrie

vectorielle f transforme ∆1 en ∆2 si et seulement si f(−→v1) = ±−→v2 ; il y a donc deux rotations

et deux symétries orthogonales telles que f(∆1) = ∆2. On peut remarquer que les deux

rotations ont des matrices opposées ainsi que les deux symétries.

b. Soit −→v1 un vecteur unitaire de ∆1 et −→v2 = r(−→v1). Soit B1 la base orthonormale directe
−→v1 ,
−→
v′1 . Dans cette base,

−→v2 a pour coordonnées (cos(θ), sin(θ)). La rotation r a pour matrice

Rθ =

(
cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)
, la symétrie s1 a pour matrice

(
1 0

0 −1

)
et s2 a une matrice de

la forme

(
a b

b −a

)
.
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−→v2 étant �xe par s2, on a : {
a cos(θ) + b sin(θ) = cos(θ)

b cos(θ)− a sin(θ) = sin(θ)

soit a = cos2(θ)− sin2(θ) = cos(2θ) et b = 2 sin(θ) cos(θ) = sin(2θ).

s2 ◦ s1(−→v1) = s2(−→v1) = cos(2θ)−→v1 + sin(2θ)
−→
v′1 = r2(−→v1) = −→v3 . s2 ◦ s1 et r2 sont deux rotations

qui envoient −→v1 sur −→v3 : elles sont donc égales. On a donc s2 ◦ s1 = r2.

Comme (s2 ◦ s1)−1 = s−1
1 ◦ s

−1
2 = s1 ◦ s2, s1 ◦ s2 = r−2.

Correction de l'Exercice 55

Retour à l'énoncé

On remarque que A est symétrique et ses vecteurs colonnes sont deux à deux orthogonaux.

De plus

(12)2 + 42 + 62 = 144 + 16 + 36 = 196 = (14)2

Les vecteurs colonnes sont unitaires : l'endomorphisme de R3 de matrice A dans la base

canonique est un endomorphisme orthogonal symétrique : c'est une symétrie orthogonale.

Comme ce n'est ni l'identité ni son opposé, c'est une symétrie par rapport à un plan ou par

rapport à une droite. Si c'est une symétrie par rapport à un plan, dans une base orthogonale

adaptée au plan , la matrice sera de la forme

1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 donc de trace 1 et Si c'est une

symétrie par rapport à une droite, dans une base orthogonale adaptée à celle-ci , la matrice

sera de la forme

1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 donc de trace −1. Comme tr(A) =
1

14
(12 + 6 − 4) = 1,

l'endomorphisme associé à A est une symétrie orthogonale par rapport à un plan donc

une ré�exion. Les éléments du plan sont ceux véri�ant AX = X, le plan a pour équation

−x+ 2y − 3z = 0.

Comme précédemment, On remarque que B est symétrique et ses vecteurs colonnes sont

deux à deux orthogonaux. De plus

(2)2 + 62 + 32 = 72

Les vecteurs colonnes sont unitaires ; l'endomorphisme de R3 de matrice A dans la base

canonique est un endomorphisme orthogonal symétrique de trace −1 : c'est une symétrie

orthogonale par rapport à une droite ∆ dont un système d'équations est{
−5x− 6y + 3z = 0

3x− 2y − 13z = 0
.

L'orthogonal de ∆ est l'ensemble des éléments véri�ant AX = −X soit le plan d'équation

3x− 2y + z = 0 : un vecteur directeur de ∆ est (3,−2, 1).
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Correction de l'Exercice 56

Retour à l'énoncé

1. On véri�e aisément que les vecteurs colonnes de A sont deux à deux orthogonaux et

comme

82 + 1 + 42 = 81 = 92 = 42 + 42 + 72

ces vecteurs sont unitaires : A est une matrice orthogonale ; f est un endomorphisme ortho-

gonal.

2. Si λ est valeur propre de f , il existe un vecteur non nul−→w tel que f(−→w ) = λ−→w . f conservant

la norme, |λ| = 1 ; les seules valeurs propres possibles sont ±1.Par développement suivant la

première colonne :

det(A+ I3) =

(
1

9

)3

∣∣∣∣∣∣∣
17 1 −4

−4 13 −7

1 8 13

∣∣∣∣∣∣∣ =

(
1

9

)3

(17(169 + 56) + 4(13 + 32)− (−7 + 52)) 6= 0

−1 n'est pas valeur propre. Comme le polynôme caractéristique est de degré 3, il admet au

moins une racine : ce ne peut être que 1. 1 est donc valeur propre.

Le système AX = X s'écrit


−x+ y − 4z = 0

4x+ 5y + 7z = 0

x+ 8y − 5z = 0

. En additionnant la première équation

et la dernière , on obtient y = z puis en reportant x = −3y. Il s'agit donc d'une droite

de vecteur directeur (3,−1,−1). Le vecteur unitaire de cette droite de première coordonnée

positive est donc −→w =
1√
11

(3,−1,−1).

3. P est un plan orthogonal à la droite Vect(−→w ) stable par l'isométrie f , aussi le plan est

stable par f .

La restriction de f à ce plan n'a pas de valeurs propres (−1 n'est pas valeur propre de f et le

sous-espace propre associé à 1 est l'orthogonal de ce plan) : f |P est une rotation. Dans une

base (−→u ,−→v ) orthogonale du plan orienté par −→w (c'est à dire telle que B′ = (−→u ,−→v ,−→w ) est

une base directe de R3), f |P a pour matrice Rθ et A est semblable à

cos(θ) − sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1


matrice de f dans la base B′. Ainsi tr(A) = 2 cos(θ) + 1 =

16

9
donc cos(θ) =

7

18
.

Il reste à connaitre le signe de sin(θ) pour déterminer θ. Soit
−→
X un vecteur non colinéaire à

−→w de coordonnées (x, y, z) dans la base B′. On a alors

D = det
B′

(
−→
X, f(

−→
X ),−→w ) =

∣∣∣∣∣∣∣
x cos(θ)x− sin(θ)y 0

y sin(θ)x+ cos(θ)y 0

z z 1

∣∣∣∣∣∣∣ = sin(θ)(x2 + y2)

de signe constant (celui de sin(θ) puisque (x, y) 6= (0, 0). Or ce déterminant est le même dans

toutes les bases orthonormales directes. En choisissant
−→
X =

−→
i , on a alors

D =
1

9
√

11

∣∣∣∣∣∣∣
1 8 3

0 −4 −1

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =
5

9
√

11
> 0
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Aussi la restriction de f à P orienté par −→w est une rotation d'angle arccos(
7

18
). On dit que

f est une rotation de cet angle autour de l'axe dirigé par −→w .

Correction de l'Exercice 57

Retour à l'énoncé

1. Comme sous-espaces propres de f , Ff et Gf sont stables par f et f étant une isométrie,

il en est de même de leurs orthogonaux. De plus, comme Ff ∩ F⊥f est réduit à {0E}, le seul
élément de F⊥f �xe par f est 0E .

2. Si λ est valeur propre de f , il existe un vecteur non nul −→w tel que f(−→w ) = λ−→w . f

conservant la norme, |λ| = 1 ; les seules valeurs propres possibles sont ±1. De plus, comme E

est de dimension 3, le polynôme caractéristique de f est de degré 3 ; il admet donc au moins

une racine réelle. 1 ou −1 est valeur propre de f : Ff ou Gf n'est pas réduit à {0E}.
3. Si Ff = E, alors f = idE .

4. F⊥f est une droite stable par f ; la restriction de f à cette droite n'admet pas de vecteurs

�xes autre que 0E . Tout vecteur non nul de cette droite a pour image un vecteur de cette

droite autre que lui-même et de même norme ; ainsi si −→v est élément de F⊥f , f(−→v ) = −−→v .
On a alors F⊥f ⊂ Gf . Comme Ff est de dimension 2, la dimension de Gf ne peut excéder 1.

On a donc Gf = F⊥f . f est dons la ré�exion (symétrie orthogonale) par rapport au plan Ff .

5.
a. F⊥f est un plan et la restriction de f à ce plan est une isométrie plane sans élément

�xe autre que 0E : c'est donc une rotation.

b. Dans une base décrite par l'énoncé, la matrice de f est de la formecos(θ) − sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

. Ainsi tr(f) = 2 cos(θ) + 1.

c. f transforme (
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) la base canonique de R3 en la base (

−→
k ,
−→
i ,
−→
j ) : c'est un

endomorphisme orthogonal. Les éléments (x, y, z) �xes par f véri�ent x = y = z ; c'est une

droite de vecteur directeur
1√
3

(1, 1, 1). f est donc une rotation d'angle de mesure θ autour

de l'axe dirigé par −→w . Par la trace, 2 cos(θ) + 1 = 0 donc cos(θ) = −1

2
.

Il reste à connaitre le signe de sin(θ). Soit −→e1 =
1√
2

(
−→
i −−→j ) élément de F⊥f et −→e2 = −→w ∧−→e1 .

Comme f(−→e1) = cos(θ)−→e1 + sin(θ)−→e2

sin(θ) = 〈f(−→e1),−→e2〉 = det(w, e1, f(e1)) =
1

2
√

3

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1

1 −1 0

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −
√

3

2

Il s'agit d'une rotation d'angle de mesure −2π

3
autour de l'axe dirigé par −→w .

6.
a. La restriction de f à l'orthogonal de G⊥f n'admet en dehors de 0E ni élément �xes ni

éléments changés en leur opposé : ainsi G⊥f n'est pas une droite (les seules isométries d'une

droite sont l'identité et son opposé). Gf n'est pas de dimension 2. Comme 1 n'est pas valeur

propre, −1 est valeur propre ; la dimension de Gf vaut au moins 1. On a véri�é que Gf est

de dimension 1 ou 3. Si Gf est de dimension 3, f = −idE .
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b. La restriction de f à G⊥f est une rotation r sans point �xe autre que 0E . Soit
−→x élément

de E décomposé en −→y + −→z avec −→y ∈ Gf et −→z ∈ G⊥f On a alors f(−→x ) = −−→y + r(−→z ) et

f2(−→x ) = −→y + r2(−→z ). f2(−→x ) = −→x si et seulement si r2(−→z ) = z. r2 n'a des points �xes autre

que 0 si et seulement si r2 est l'identité ce qui impose si θ est l'angle de la rotation r que

2θ ≡ 0[2π] soit θ = kπ avec k ∈ Z mais alors r est soit l'identité soit son opposé ce qui est

exclus. Ainsi f2(−→x ) = −→x si et seulement si x ∈ Gf . On a bien véri�é que Gf = Ker(f2−idE).

c. On a vu précédemment que la restriction de f à P est une rotation. Soit (−→e1 ,−→e2)

une base directe de P orienté par −→w vecteur unitaire de Gf . Dans la base (−→e1 ,−→e2 ,−→w ), f

a pour matrice

cos(θ) − sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0

0 0 −1

. Soit ρ la rotation de matrice dans cette base

cos(θ) − sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

. Les restrictions de ρ et f à P sont égales.

Soit −→x élément de E décomposé en −→y +−→z avec −→y ∈ Gf et −→z ∈ P (donc r(−→z ) ∈ P ). On a

alors

f(−→x ) = −−→y + r(−→z ) et sP ◦ ρ(−→x ) = sP (−→y + r(−→z )) = −−→y + r(−→z ) ,

ce qui prouve que sp ◦ ρ = f De même :

ρ ◦ sP (−→x ) = ρ(−−→y +−→z ) = −−→y + r(−→z )

ce qui véri�e sp ◦ ρ = f = ρ ◦ sP .

d. Soit f = sP ◦ ρ = ρ ◦ sP . Pour −→x élément de P⊥, sP (ρ(−→x )) = −ρ(−→x ) donc ρ(−→x ) est

élément de P⊥ : P⊥ est stable par ρ ; la seule droite stable par ρ est son axe car ρ 6= idE ;

donc l'axe de ρ est orthogonal à P . Or

f2 = ρ ◦ sP ◦ sP ◦ ρ = ρ2

L'axe de ρ2 est celui de f2 ; comme ρ et ρ2 ont même axe, l'axe de rotation de ρ est entièrement

déterminé. P son orthogonal est unique. Ainsi sP est entièrement déterminé par la donnée

de f et ρ = f ◦ sP est unique. La décomposition trouvée précédemment est unique.

Correction de l'Exercice 58

Retour à l'énoncé

Soient x élément de l'image de IdE − u. Il existe x′ tel que x = x′ − u(x′), on a alors :

∀y, 〈x, y〉 = 〈x′ − u(x′), y〉 = 〈x′, y〉 − 〈u(x′), y〉

Aussi si y est élément du noyau de IdE − u, comme u(y) = y :

〈x, y〉 = 〈x′, y〉 − 〈u(x′), u(y)〉 = 0

puisque u conserve le produit scalaire. On a ainsi prouvé que

Ker(IdE − u) ⊂ Im(IdE − u)⊥

Par le théorème du rang :

dim (Ker(IdE − u)) = n− dim (Im(IdE − u)) = dim
(

Im(IdE − u)⊥
)
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Ker(IdE − u) est inclus dans Im(IdE − u)⊥ et de même dimension, les deux sous-espaces

sont donc égaux.

Correction de l'Exercice 59

Retour à l'énoncé

Soit U le vecteur de Rn dont toutes les coordonnées valent 1. Alors

S =
∑

1≤i,j≤n

ai,j =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j = UTAU = 〈U,AU〉

où 〈., .〉 est le produit scalaire canonique de Rn. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|S| ≤ ‖U‖ ‖AU‖

Comme A est une matrice orthogonale ‖AU‖ = ‖U‖ =
√
n. On trouve bien ainsi l'inégalité

demandée : ∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i,j≤n

ai,j

∣∣∣∣∣∣ ≤ n
avec égalité si et seulement si AU et U sont colinéaires soit AU = ±U .

Correction de l'Exercice 60

Retour à l'énoncé

Soient (C1, · · · , Cn) les colonnes de A et B la base canonique de Rn. A partir de cette base

de Rn, on construit une base orthonormale B1 de Rn par le procédé d'orthogonalisation de

Schmidt que l'on rappelle :

e1 =
C1

‖C1‖
donc C1 = ‖C1‖e1

puis par récurrence (e1, · · · , ek−1) étant construit ;

uk = Ck −
k−1∑
i=1

〈Ck, ei〉ei puis ek =
uk
‖uk‖

; on a alors Ck =

k∑
i=1

〈Ck, ei〉ei.

Ainsi, si B désigne la base canonique de Rn :

A = MatB(C1, · · · , Cn) = MatB(B1) MatB1(C1, · · · , Cn)

qui est le résultat attendu puisque U = MatB(B1) est une matrice orthogonale (changement

de bases orthonormales) et T = MatB1(C1, · · · , Cn) triangulaire par construction.

Le résultat demeure vrai si A n'est pas inversible mais il faut adapter le procédé d'orthogo-

nalisation précédent. Si la famille des Ci n'est pas de rang n, soit F le sous-espace engendré

par cette famille et r sa dimension.

On pose i1 = inf{i, Ci 6= 0} puis ik = inf(j, (Ci1 , · · · , Cik−1 , Cj)libre). On remarque que

ik > ik−1 donc par récurrence ik ≥ k.
(Ci1 , · · · , Cir ) est alors une base de F auquel on peut appliquer le procédé précédent pour

obtenir une base orthonormale (e1, · · · , er) que l'on complète en une base orthonormale B1

de Rn.
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Pour tout i entre 1 et n, on peut dé�nir k tel que k = inf(j, (Ci1 , · · · , Cij , Ci)) est liée ;

comme Ci /∈ Vect(Ci1 , · · · , Cik−1), k − 1 ≤ ik−1 < i < ik donc Ci ∈ Vect(e1, · · · , ek) et

k ≥ i. La matrice des Ci dans la base B1 est donc triangulaire supérieure. On �nit alors

comme précédemment.

Correction de l'Exercice 61

Retour à l'énoncé

1. On remarque immédiatement que f(x) = x si 〈a|x〉 = 0. 1 est donc valeur propre et le

sous-espace propre associé contient H = D⊥ où D est la droite engendrée par a.

De plus, f(a) = (1+α‖a‖2)a donc a est vecteur propre associé à la valeur propre s = 1+α‖a‖2

qui est di�érente de 1. Le sous-espace propre associé contient donc D. Comme D et son

orthogonal sont supplémentaires et que la somme des dimensions des sous-espaces propres

ne peut excéder la dimension de E, on a donc deux valeurs propres 1 et 1 + α‖a‖2 dont les

sous-espaces propres associés sont respectivement D⊥ et D.

2. ‖f(a)‖ = ‖a‖ si et seulement si |s| = 1. Comme s 6= 1, la seule possibilité est s = −1 soit

α = − 2

‖a‖2 . On a alors f |H = idH et f |D = −idD : f est la ré�exion (symétrie orthogonale)

par rapport à H.

3. On applique ce qui précède avec a = (1, 2, 3). On a alors

s(x, y, z) = (x, y, z)− 2(x+ 2y + 3z)

14
(1, 2, 3) =

1

7
(6x−2y−3z,−2x+3y−6z,−3x−6y−2z)

La matrice de s dans la base canonique est donc :

S =
1

7

 6 −2 −3

−2 3 −6

−3 −6 −2

 .

On véri�e mentalement que cette matrice est bien symétrique, orthogonale et de trace 1.

Correction de l'Exercice 62

Retour à l'énoncé

1.
a. Supposons que f2 = −idE et f ∈ O(E). On a alors pour tout x, puisque f conserve le

produit scalaire :

〈x, f(x)〉 = −〈f2(x), f(x)〉 = −〈f(x), x〉

ce qui, compte-tenu de la symétrie du produit scalaire, donne bien 〈x, f(x)〉 = 0.

b. Supposons que f2 = −idE et ∀x ∈ E, 〈x, f(x)〉 = 0.En appliquant cette seconde

propriété à x+ f(x) on obtient :

〈x+ f(x), f(x) + f2(x)〉 = 〈x+ f(x), f(x)− x〉 = 0

En développant on obtient :

−〈x, x〉+ 〈f(x), f(x)〉 = 0

f conserve la norme ; c'est donc bien un endomorphisme orthogonal.
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c. Supposons que f ∈ O(E) et ∀x ∈ E, 〈x, f(x)〉 = 0. Pour tout couple (x, y) :

〈f(x) + f(y), x+ y〉 = 0

et donc en développant 〈f(x), y〉+ 〈x, f(y)〉 = 0.

En appliquant ce résultat au couple (f(x), y) on a alors :

〈f2(x), y〉+ 〈f(x), f(y)〉 = −〈x, y〉+ 〈f(x), f(y)〉 = 0

f conserve le produit scalaire : c'est donc un endomorphisme orthogonal.

2. comme f2 = −idE , (det(f))2 = (−1)n où n est la dimension de E. (−1)n > 0 impose

alors n pair.

Correction de l'Exercice 63

Retour à l'énoncé

1. Si φi(M) = φi(M
′), Mi étant inversible, en multipliant à droite par M−1

i , on obtient

M = M ′., φi est donc injective de G ensemble �ni dans lui-même : c'est une bijection.

L'inverse de φi est φ
−1
i (M) = MM−1

i . Pour prouver que G est un sous-groupe de GLd(R) ,

il faut véri�er qu'il contient la matrice Id et que toute matrice M de G a son inverse dans

G.

φ−1
i étant une application de G dans lui-même, φ−1

i (Mi) = Id est élément de G. Aussi pour

tout i, on a φ−1
i (Id) = M−1

i est élément de G.

2. Q est manifestement bilinéaire et symétrique. De plus

Q(X,X) =
1

n

n∑
k=1

‖MkX‖2 ≥ 0

avec égalité si et seulement si pour tout k, MkX = 0 ce qui équivaut à X = 0 puisque les

matrices Mk sont inversibles.

Soit i ∈ [[1, n]]. Une autre écriture de Q est

Q(X,Y ) =
1

n

∑
M∈G

〈MX,MY 〉.

Une description de G est l'ensemble des φi(Mk) avec 1 ≤ k ≤ n. Aussi

Q(X,Y ) =
1

n

n∑
k=1

〈MkMiX,MkMiY 〉 = Q(MiX,MiY ).

L'application X 7→MiX conserve le produit scalaire Q : sa matrice Mi est orthogonale pour

le produit scalaire Q.

3. PMi =
1

n

n∑
k=1

φi(Mk) =
1

n

∑
M∈G

M = P pour tout i. Aussi

P 2 =
1

n

n∑
k=1

PMk = P

P est une matrice de projecteur.

P est la matrice d'un projecteur orthogonal pourQ si et seulement siQ(PX, Y ) = Q(X,PY ).

Or :

Q(PX, Y ) =
1

n

n∑
k=1

〈MkPX,PY 〉
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Soit ψi l'application de G dans G qui à M associe MiM . Pour les mêmes raisons que φi, ψi
est bijective. Ainsi pour tout i :

MiP =
1

n

n∑
k=1

ψi(Mk) =
1

n

∑
M∈G

M = P

et Q(PX, Y ) = Q(PX,PY ). En échangeant les rôles de X et Y et par symétrie du produit

scalaire

Q(X,PY ) = Q(PY,X) = Q(PY, PX) = Q(PX,PY ) = Q(PX, Y )

P est un projecteur orthogonal pour Q.

Correction de l'Exercice 64

Retour à l'énoncé

1. Soit λ une valeur propre de u et x un vecteur propre associé. Comme u(x) = λx,

‖u(x)‖ = |λ|‖x‖

x étant non nul et u conservant la norme, |λ| = 1 soit λ = ±1.

2. Soit G un sous-espace de E stable par u. La restriction de u à G conserve encore la

norme ; u|G est donc une isométrie de G et est donc bijectif. Pour tout élément x de G, il

existe x′ élément de G tel que x = u(x′). Soit y élément de G⊥ ; comme u conserve le produit

scalaire :

〈x, u(y)〉 = 〈u(x′), u(y)〉 = 〈x′, y〉 = 0

u(y) est encore élément de G⊥ ce qui prouve la stabilité de G⊥ par u.

3. Comme somme de deux sous-espaces stables par u, S = E+ ⊕ E− est stable par u. Il

faut prouver que cette somme est une somme orthogonale. Soit (x, y) ∈ E+×E− ; on a alors

u(x) = x et u(y) = −y et comme u conserve le produit scalaire :

〈u(x), u(y)〉 = −〈x, y〉 = 〈x, y〉

soit 〈x, y〉 = 0. E+ et E− sont des sous-espaces orthogonaux donc S = E+

⊥
⊕ E−et

E = S
⊥
⊕ F = E+

⊥
⊕ E−

⊥
⊕ F .

F étant l'orthogonal d'un sous-espace stable par u, F est stable par u. u|F est un endo-

morphisme sans valeur propre réelle (tous les vecteurs propres de u sont dans S) aussi la

dimension de F est paire puisque son polynôme caractéristique n'a pas de racine réelle et est

donc de degré pair.

4. Soit A la matrice de u dans une base B de E. Son polynôme caractéristique n'a pas de

racines réelles et ses racines complexes sont deux à deux conjuguées. Soit α l'une d'elles et

V un vecteur propre associé : AV = αV et AV = αV . Soient V1 =
V + V

2
et V2 =

V − V
2i

.

V1 et V2 sont des vecteurs réels tels que V = V1 + iV2. Posons α = a + ib avec a et b réels ;

on a alors

AV = (a+ ib)(V1 + iV2) = aV1 − bV2 + i(aV2 + bV1) et AV = aV1 − bV2 − i(aV2 + bV1)

ainsi

AV1 = aV1 − bV2 et AV2 = aV2 + bV1 .
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Soient v1 et v2 les vecteurs de E de matrice V1 et V2 dans la base B. On a montré que

u(v1) = av1 − bv2 et u(v2) = av2 + bv1.

L'espace engendré par (v1, v2) est donc stable par u. Il reste à prouver qu'il s'agit bien d'un

plan donc que v1 et v2 ne sont pas colinéaires. Supposons que v1 et v2 sont colinéaires :

V étant non nul, v1 ou v2 est non nul et son image lui étant colinéaire, c'est un vecteur

propre de u ce qui est en contradiction avec l'hypothèse. Par l'absurde, on a bien véri�é que

Vect(v1, v2) est un plan. La restriction de u à ce plan est une isométrie sans point �xe de ce

plan : c'est donc une rotation.

5. Soit p = dim(E+), q = dim(E−) et 2r = dim(F ).

Prouvons par récurrence sur r que si dim(F ) = 2r et qu'une isométrie v de F n'a pas de

vecteurs propres, il existe une base orthogonale de F dans laquelle cette isométrie a pour

matrice :


R(θ1)

. . .

. . .

R(θr)


• Initialisation : Si r = 1, on a démontré ce résultat dans la question précédente.

• Hérédité : Supposons la propriété vraie si dim(F ) = 2(r − 1). Soit v une isométrie

de F de dimension 2r sans valeurs propres. Alors par la question 4, il existe un plan

stable P pour lequel v|P est une rotation et admet donc dans BP base orthonormale

de P une matrice Rθr . P
⊥ est stable par v d'après la question 2 et de dimension

2r − 2. La restriction v1 de v à P⊥ est une isométrie sans valeurs propres. Par hy-

pothèse de récurrence, il existe une base B1 de P⊥ dans laquelle v1 a pour matrice
R(θ1)

. . .

. . .

R(θr−1)

. La base B1 ∪ BP est une base orthonormale de F

(comme concaténée de deux bases orthonormales de sous-espaces orthogonaux) dans

laquelle la matrice de v est de la forme attendue.

On a ainsi démontré par récurrence le résultat annoncé.

Soit Bp une base de E+, Bq une base orthonormale de E− et Er une base orthonormale

de F dans laquelle la matrice de la restriction de u à F est


R(θ1)

. . .

. . .

R(θr)

.

Bp ∪ Bq ∪ Br est une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est

Ip
−Iq

R(θ1)

. . .

. . .

R(θr)


Si p, q ou r est nul, la base correspondante n'existe pas et le bloc correspondant disparait.
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Correction de l'Exercice 65

Retour à l'énoncé

A étant symétrique, par le théorème spectral, elle est diagonalisable dans Mn(R). Soit s

une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. AX = sX donc A2X = s2X et

A3X = s3X. De la relation donnée A3 +A2 +A = 0 multipliée à droite par X on obtient

(s3 + s2 + s)X = 0

et comme X n'est pas nul, s(s2 + s+ 1) = 0. Le trinôme n'admettant pas de racine réelle, la

seule valeur propre de A est 0. Comme elle est diagonalisable, elle est semblable à la matrice

nulle, c'est la matrice nulle.

La matrice nulle est la seule matrice symétrique réelle véri�ant A3 +A2 +A = 0.

Correction de l'Exercice 66

Retour à l'énoncé

On remarque que la matrice S = ATA−AAT est symétrique donc diagonalisable. Ses valeurs

propres sont toutes positives ou nulles et leur somme est égale à la trace de S. Or la trace

de S est nulle puisque ATA et AAT ont même trace. Toutes les valeurs propres sont nulles.

Comme S est diagonalisable, elle est semblable à la matrice nulle, c'est la matrice nulle ce

qui équivaut à ATA = AAT .

Correction de l'Exercice 67

Retour à l'énoncé

1. si y est un vecteur, et p un projecteur orthogonal, y = p(y) + z où 〈p(y), z〉 = 0. Aussi :

〈y, p(y)〉 = ‖p(y)‖2 .

2. Soit x un vecteur propre associé à la valeur propre s de p1 ◦ p2 ◦ p1. On a alors, p1 étant

un endomorphisme symétrique :

s‖x‖2 = 〈x, p1 ◦ p2 ◦ p1(x)〉 = 〈p1(x), p2 ◦ p1(x)〉

Comme x est non nul, en appliquant la propriété démontrée en première question avec le

projecteur p2 et y = p1(x) :

s =
‖p2 ◦ p1(x)‖2

‖x‖2 ≥ 0

De plus par propriété des projecteurs orthogonaux :

‖p2 ◦ p1(x)‖ ≤ ‖p1(x)‖ ≤ ‖x‖

donc s ≤ 1.
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Correction de l'Exercice 68

Retour à l'énoncé

On rappelle le théorème suivant :

Soit E un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire 〈., .〉 et F un sous-espace vectoriel

de E de dimension �nie. pF (x) est l'unique élément y0 de F tel que

‖x− y0‖ = min
y∈F
‖x− y‖ .

1. On introduit sur R[X]2 l'application suivante

〈P,Q〉 =

∫ +∞

0

e−xP (x)Q(x)dx

PQ étant un polynôme, l'application x 7→ e−xP (x)Q(x) est continue sur R+ et négligeable

devant la fonction intégrable x 7→ e−
x
2 au voisinage de l'in�ni : 〈P,Q〉 est bien dé�ni.

C'est manifestement une forme bilinéaire symétrique telle que pour tout polynôme P ,

〈P, P 〉 ≥ 0 avec égalité compte tenu de la continuité, si et seulement si P (x) = 0 pour

tout x > 0. P ayant alors une in�nité de racines, c'est le polynôme nul. On a bien dé�ni un

produit scalaire de R[X].

Si A = X2 comme P = aX + b décrit R1[X] lorsque (a, b) décrivent R2, on cherche donc

à prouver l'existence de infP∈R1[X] ‖A − P‖2. Le théorème rappelé précédent nous a�rme

cette existence, que cette borne inférieure et atteinte en P0 = a0X + b0 projeté orthogonal

de A sur R1[X].

Ce projeté est caractérisé par être un polynôme de degré au plus 1 tel que A − P0 est

orthogonal à R1[X] ce qui équivaut à

〈A− P0, 1〉 = 〈A− P0, X〉 = 0

puisque (1, X) est une base de R1[X].

Soit la suite αn dé�nie par αn =

∫ +∞

0

tne−tdt. (a0, b0) est donc solution du système

(S)

{
a0α1 + α0b0 = α2

a0α2 + α1b0 = α3

Par intégration par parties généralisées, on prouve que αn = nαn−1 et comme α0 = 1, on

obtient αn = n.

Le système (S) devient donc

(S)

{
a0 +0 b = 2

2a0 + b0 = 6

soit a0 = 4 et b0 = −2. Le polynôme P0 est donc 4X − 2.

De plus, P0 et A− P0 étant orthogonaux :

‖A‖2 = ‖P0‖2 + ‖A− P0‖2

Ainsi, le minimum cherché m vaut

m = ‖A‖2 − ‖P0‖2 = α4 − (16α2 − 16α1 + 4α0) = 24− 20 = 4 .

2. On dé�nit sur l'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] le produit scalaire usuel

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt .
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Soit f la fonction dé�nie sur ]0, 1] par f(t) = t ln(t) prolongée par continuité en 0 par

f(0) = 0. Soit F l'ensemble des fonctions polynomiales de degré au plus 1. Le problème posé

est alors infg∈F ‖f − g‖2. Le théorème rappelé précédent nous a�rme cette existence, que

cette borne inférieure et atteinte en go : t 7→ at+ b projeté orthogonal de f sur F .

Ce projeté est caractérisé par être de degré au plus 1 et tel que f − g0 est orthogonal à F ce

qui équivaut à

〈f − g0, 1〉 = 〈f − g0, X〉 = 0

où X : t 7→ t. (a, b) est donc solution du système :

(S)


a

∫ 1

0

tdt+ b

∫ 1

0

dt =

∫ 1

0

f(t)dt

a

∫ 1

0

t2dt+ b

∫ 1

0

tdt =

∫ 1

0

tf(t)dt

.

Or

∫ 1

0

tndt =
1

n+ 1
. Une intégration par parties généralisées sur l'intervalle ]0, 1] donne

alors pour n entier naturel :

In =

∫ 1

0

tn ln(t)dt =

[
tn+1 ln(t)

n+ 1

]1
x→0

− 1

n+ 1

∫ 1

0

tndt = − 1

(n+ 1)2
.

Le système (S) s'écrit donc :

(S)


a

2
+ b = −1

4
a

3
+
b

2
= −1

9

.

Comme b = −1

4
− a

2
, (

1

3
− 1

4
)a =

a

12
= −1

9
+

1

8
=

1

72
aussi (a, b) = (

1

6
,−1

3
).

Comme précédemment, le minimum cherché est

m = 〈f, f〉 − 〈g0, g0〉 .

〈f, f〉 =

∫ 1

0

t2 ln2 tdt. Une intégration par parties sur l'intervalle [x, 1] avec les fonctions

u : t 7→ ln2 t et v : t 7→ t3

3
donne alors∫ 1

x

t2 ln2(t)dt = [u(t)v(t)]1x −
2

3

∫ 1

x

t2 ln(t)dt

et en faisant tendre x vers 0, tous les termes ayant une limite :

〈f, f〉 = −2I2
3

=
2

27

De plus ∫ 1

0

(
t

6
− 1

3

)2

dt =
1

36

∫ 1

0

(t− 2)2dt =

[
(t− 2)3

108

]1
0

=
7

108
.

Ainsi m =
2

27
− 7

108
=

1

108
.
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Correction de l'Exercice 69

Retour à l'énoncé

1. L'application proposée est clairement une forme bilinéaire symétrique. De plus :

〈f, f〉 =

∫
(f2(t) + (f ′(t))2)dt ≥ 0

avec égalité, compte-tenu de la continuité, si et seulement si f2(t) + (f ′(t))2 = 0 pour tout

t ∈ [0, 1] donc f = 0. L'application proposée dé�nit bien un produit scalaire sur E.

2. Soit e1 : x 7→ ex et e2 : x 7→ e−x. On a alors W = Vect(e1, e2). C'est donc bien un

sous-espace vectoriel de E.

V apparaît comme l'intersection des noyaux des formes linéaires f 7→ f(0) et f 7→ f(1) :

c'est donc bien aussi un sous-espace vectoriel de E.

Soient (f, g) ∈ V ×W . Par une intégration par parties, les fonctions étant de classe C2 :∫ 1

0

f ′g′ =
[
fg′
]1
0
−
∫ 1

0

fg′′ =
f(0)=f(1)=0

−
∫ 1

0

fg′′

et ainsi

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(g − g′′) =
g=g′′

0

V et W sont en somme directe et orthogonaux.

Soit f élément de E. Véri�ons que f ∈ V ⊕W . On cherche donc g dans V et (a, b) ∈ R2 tels

que

f = g + ae1 + be2 .

g = f − ae1− be2 est élément de E pour tout couple (a, b). De plus, f − ae1− be2 appartient

à V équivaut au système

{
a+ b = f(0)

ae+ be−1 = f(1)
qui a une unique solution dans R2 (son

déterminant est non nul). On a ainsi véri�é que E = V
⊥
⊕W .

3. Soit e0 la fonction constante égale à 1 sur [0, 1]. On remarque que f ∈ U équivaut à

e0 − f ∈ V soit f = e0 − g avec g ∈ V . On a donc

inf
f∈U

∫ 1

0

(f2 + (f ′)2) = inf
f∈U

(‖f‖2) = inf
g∈V

(‖e0 − g‖2) .

Par le théorème du projeté orthogonal, cette borne inférieure est un minimum atteint en

pV (e0) projeté orthogonal de e0 sur V et vaut m = ‖e0 − pV (e0)‖2.
V et W étant supplémentaires et orthogonaux m = ‖pW (e0)‖2 où pW (e0) est le projeté

orthogonal de e0 sur W ; il s'écrit ae1 + be2 où (voir la question précédente){
a+ b = 1

ae+ be−1 = 1

La résolution de ce système par substitution ou formules de Cramer donne a =
1

1 + e
et

b =
e

1 + e
. Soit h = pW (e0) =

e1 + ee2
1 + e

.

h2 + h′2 =
(e1 + ee2)2 + (e1 − ee2)2

(1 + e)2
=

2

(1 + e)2
(e21 + e2e22) .

S. Sidaner 134/148 Creative Commons : BY:© $\© C©



Algèbre en PC ou PC* Mat' les Ressources

d'où :

m =
2

(1 + e)2

(∫ 1

0

e2tdt+ e2
∫ 1

0

e−2tdt

)
=

1

(1 + e)2
(
e2 − 1− e2(e−2 − 1)

)
=

2(e2 − 1)

(1 + e)2
.

Correction de l'Exercice 70

Retour à l'énoncé

1. An est symétrique réelle donc diagonalisable. Les n−3 dernières colonnes sont égales à la

troisième donc le rang de la matrice est celui de ses trois premières colonnes. Celles-ci sont

indépendantes donc An est de rang 3. La dimension du noyau est donc n−3 par le théorème

du rang : 0 est une valeur propre de multiplicité 3.

2. A2
3 =

3 2 1

2 2 1

1 1 1

 et A3
3 =

6 5 3

5 4 2

3 2 1

 ; ainsi B = 0. En multipliant pat Ap on a alors

pour tout p ≥ 0 :

Ap+3
3 − 2Ap+2

3 −Ap+1
3 +Ap3 = 0

et en prenant la trace

up+3 − 2up+2 − 3up+1 + up = 0

avec u0 = 3, u1 = 2 et u2 = 6.

3. Soit s une valeur propre non nulle de An et X =


x1
x2
...

xn

 un vecteur propre associé.

AX = sX donne alors :


x1 + x2 + · · ·+ xn = sx1

x1 + x2 = sx2

x1 = sxi pour 3 ≤ i ≤ n
.

On en tire que x1 = (s − 1)x2 puis pour i ≥ 3, xi =
x1
s

=
(s− 1)x2

s
. En reportant dans la

première équation on obtient :

x2

(
s+

(n− 2)(s− 1)

s
− s(s− 1)

)
= 0

x2 étant non nul puisque X n'est pas le vecteur nul, s est valeur propre non nulle de An si

et seulement si s +
(n− 2)(s− 1)

s
− s(s − 1) = 0. En multipliant par −s, on obtient alors

que les valeurs propres sont les racines de

Pn(X) = X3 − 2X2 + (2− n)X + n− 2 .

De plus, on peut remarquer que l'espace propre associé à l'une d'entre elles est de dimension

1 puisqu'il est engendré par le vecteur Xs =


s(s− 1)

s

s− 1
...

s− 1

 . Pn a donc trois racines distinctes

puisque An est diagonalisable et ses racines sont simples.
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4.

a. Le système proposé a pour déterminant

∣∣∣∣∣∣∣
1 αn α2

n

1 βn β2
n

1 γn γ2
n

∣∣∣∣∣∣∣ ; on reconnaît le déterminant de

Vandermonde associé au triplet (αn, βn, γn). Ces trois nombres étant deux à deux distincts,

ce déterminant est non nul ; c'est un système de Cramer qui admet donc une solution unique.

On pourrait la calculer à partir des formules de Cramer ou par les méthodes usuelles mais il

y a plus rapide. Comme les racines de Pn véri�ent s3 = 2s2 − (2− n)s+ 2− n :

s4 = 2s3 − (2− n)s2 + (2− n)s = 2
(
2s2 − (2− n)s+ 2− n

)
− (2− n)s2 + (2− n)s

soit s4 = (n+ 2)s2 − (2− n)s− 2(n− 2).

On a obtenu une solution de (Sn) (x, y, z) = (−2(n− 2), n− 2, n+ 2) et c'est donc l'unique

solution.

b. P ′n(x) = 3X2 − 4X + (2− n) admet deux racines x1 =
2−
√

3n− 2

3
< 0 et

x2 =
2 +
√

3n− 2

3
> 1. Les racines de Pn véri�ent donc :

αn < x1 < βn < x2 < γn

Compte-tenu des remarques sur x1 et x2, αn < 0 et γn > 1. Comme αnβnγn = 2 − n < 0,

βn > 0.

On remarque que Pn(1) = −1 et Pn(0) = n−2 > 0. Pn change de signe sur l'intervalle ]0, 1[,

cet intervalle contient une racine qui ne peut être que βn car γn > 1.

Pn(
√
n) = −n+ 2(

√
n− 1) ∼ −n. Pour n assez grand, Pn(

√
n) < 0 donc γn >

√
n.

Pn(
√
n+ 1) = n

√
n+ 3n+ 3

√
n+ 1− 2(n+ 2

√
n+ 1)− (n− 2)(

√
n+ 1) + n− 2 ∼ n. Pour

n assez grand, Pn(
√
n+ 1) > 0 donc γn <

√
n+ 1.

c. Par l'encadrement précédent, on obtient déjà que γn ∼
√
n. En utilisant le système

(Sn), on a :

γ4
n − nγ2

n = 2γ2
n + (n− 2)γn − 2(n− 2) .

Comme γ2
n ∼ n, dans le terme de droite, le terme qui l'emporte est (n− 2)γn ∼ n

√
n. On a

alors :

γn −
√
n =

γ4
n − nγ2

n

γ2
n(γn +

√
n)
∼ n

√
n

2n
√
n

=
1

2

ce qui prouve bien que la suite (γn −
√
n)n a pour limite

1

2
.

Correction de l'Exercice 71

Retour à l'énoncé

1. En appliquant la propriété (P) à (x, x) on obtient que pour tout x 〈f(x), x〉 = 0. Si λ est

valeur propre de f , il existe un vecteur x non nul tel que f(x) = λx. On a alors :

〈f(x), x〉 = λ‖x‖2 = 0

soit λ = 0. La seule valeur possible est 0.

Si la dimension de E est impaire, χf le polynôme caractéristique de f est de degré impair

et admet donc au moins une racine qui ne peut être que 0 d'après ce qui précède. Si 0 n'est

pas valeur propre, alors E est de dimension paire.
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2. Soit x dans l'image de f et y dans son noyau. Il existe x′ tel que x = f(x′). On a alors

avec la propriété (P) :

〈x, y〉 = 〈f(x′), y〉 = −〈x′, f(y)〉 = 0

Les sous-espaces Im(f) et Ker(f) sont donc orthogonaux, donc en somme directe. Compte-

tenu du théorème du rang, on a alors :

E = Im(f)
⊥
⊕Ker(f) .

De plus, la restriction de f à son image véri�e encore la propriété (P) et n'admet pas 0

comme valeur propre : l'image de f est de dimension paire.

3. En appliquant la propriété de l'énoncé au couple (f(x), y) puis (x, f(y)), on obtient :

∀(x, y) ∈ E2, −〈s(x), y〉 = 〈f(x), f(y)〉 = 〈f(y), f(x)〉 = −〈s(y), x〉 .

Ainsi par symétrie du produit scalaire, on a véri�é que pour tout couple (x, y),

〈s(x), y〉 = 〈x, s(y)〉 .

s est bien un endomorphisme symétrique.

Comme s = f2, Im(s) ⊂ Im(f) et Ker(f) ⊂ Ker(s). En appliquant la propriété (P) au couple

(f(x), x), on a alors

−〈s(x), x〉 = ‖f(x)‖2 .

Aussi si s(x) = 0, f(x) = 0 ; Ker(s) ⊂ Ker(f). Les noyaux de f et s sont égaux.

Par le théorème du rang, les images de f et s ont même dimension et compte-tenu de

l'inclusion Im(s) ⊂ Im(f) , ces images sont égales.

4.
a. On a vu précédemment que, pour tout x, −〈s(x), x〉 = ‖f(x)‖2 . Aussi si s(x) = λx

avec λ non nul, f(x) n'est pas le vecteur nul et

λ = −‖f(x)‖2

‖x‖2 < 0 .

b. f2(x) = λx implique en composant par f , f3(x) = s(f(x)) = λf(x). f(x) étant non

nul, c'est bien un vecteur propre de s. Ce vecteur n'est pas colinéaire à x puisque 0 est la

seule valeur propre possible de f .

c. (x, f(x)) est une base de Fx dont l'image (f(x),−λx) est constituée d'éléments de Fx :

Fx est stable par f .

Soit y un vecteur de F⊥x donc orthogonal à x et à f(x). En appliquant la propriété (P) à

(x, y) puis (f(x), y) on obtient :

−〈f(x), y〉 = 〈x, f(y)〉 = 0 puis 〈x, f(y)〉 = −〈f2(x), y〉 = −λ〈x, y〉 = 0

f(y) est orthogonal à x et à son image : il appartient à F⊥x .

d. On a vu précédemment que si x est élément de Eλ, il en est de même de f(x) : Eλ est

stable par f .

La restriction fλ de f à Eλ n'admet pas 0 comme valeur propre puisque ce sous-espace est

inclus dans l'image de f orthogonal du noyau. fλ véri�e encore la propriété (P) pour les

éléments de Eλ : aussi par la question 2, Eλ est de dimension paire 2p.

Montrons par récurrence sur m ≤ p qu'il existe (x1, x2, xm) deux à deux orthogonaux et tels

que (x1, f(x1), · · · , · · · , xm, f(xm)) est une famille libre de E.
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• Initialisation pour m = 1 : On choisit x1 non nul de Eλ et on a vu que (x1, f(x1) est

libre.

• Hérédité : Soit m < p On suppose connu (x1, x2, · · · , xm) deux à deux orthogonaux

et tels que Fm = (x1, · · · , xp, f(x1), · · · , f(xm)) est une famille libre de Eλ. Comme

2m < 2p, l'orthogonal de F = Vect(Fm) dans Eλ est de dimension au moins 1 :

soit xm+1 un élément de F⊥ ∩ Eλ. Comme F =
m
⊕
j=1

Fxj , on a vu précédemment que

f(xm+1) est aussi dans l'orthogonal de F car cet élément est dans l'orthogonal de

chaque Fxj . Ainsi Fxm+1 est en somme directe orthogonale avec F : la concaténation

de la base de F (x1, f(x1), · · · , xm, f(xm)) avec la base (xm+1, f(xm+1) de Fxm+1

fournit une base de F
⊥
⊕ Fxm+1 , donc une famille libre de Eλ.

On a ainsi véri�é l'hérédité de la propriété tant que m ≤ p.
Pour m = p, on a une famille libre maximale donc une base . Ces vecteurs sont deux à deux

orthogonaux d'après les questions précédentes. Pour avoir une base orthonormale, il su�t

donc de les normer. Dans les choix successifs des xi, on peut imposer qu'ils soient unitaires.

On a vu alors que ‖f(x)‖2 = −λ. Soit a =
√
−λ.

On choisit donc Bλ = (x1,
f(x1)

a
, · · · , · · · , xp,

f(xp)

a
). On a alors f(xi) = a

f(xi)

a
et

f

(
f(xi)

a

)
=
λ

a
xi = −axi donc la matrice est bien de la forme annoncée.

5. Soit B = (e1, · · · , en) une base orthonormale de E. La i-ème coordonnée de x dans

cette base est 〈x, ei〉 ; ainsi si A est la matrice de f dans cette base ai,j = 〈f(ej), ei〉. f est

antisymétrique implique

ai,j = 〈ei, f(ej)〉 = −〈f(ei), ej〉 = −aj,i

A est antisymétrique.

s étant symétrique, ses sous-espaces propres sont en somme directe et orthogonaux deux

à deux. Soit (λ1, · · · , λr) ses valeurs propres non nulles. Soient Bi une base orthonormale

de Eλi décrite dans la question précédente. La concaténation de ces bases et d'une base

orthonormale du noyau si il n'est pas réduit à {0} donne une base orthonormale de E où la

matrice de A est antisymétrique et tridiagonale. Elle est diagonale en blocs avec des blocs de

taille 2 de la forme

(
0 −aj
aj 0

)
et d'un éventuel bloc nul de taille la dimension du noyau.

Correction de l'Exercice 72

Retour à l'énoncé

1. Soit u un endomorphisme symétrique positif.

Soit s une valeur propre de u et xs un vecteur propre associé. Comme u(xs) = sxs,

〈u(xs), xs〉 = s‖xs‖2 soit

(1) s =
〈u(xs), xs〉
‖xs‖2

.

Ainsi si pour tout x de E, 〈u(x), x〉 ≥ 0, s ≥ 0.

Réciproquement supposons que toutes les valeurs propres sont positives. Par le théorème

spectral, u est diagonalisable dans une base orthonormale (e1, e2, · · · , en) associés respecti-

vement à (s1, s2, · · · , sn). Pour tout élément x de E, il existe un unique n-uplet (x1, · · · , xn)
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tel que x =

n∑
i=1

xiei ; On a alors

u(x) =

n∑
i=1

xiu(ei) =

n∑
i=1

xisiei =⇒ 〈u(x), x〉 =

n∑
i=1

six
2
i .

On a bien alors si toutes les valeurs propres sont positives

(2) 〈u(x), x〉 =

n∑
i=1

six
2
i ≥ 0

2. On reprend la démonstration précédente.

Si u est un endomorphisme dé�ni positif, comme xs n'est pas nul, l'inégalité dans (1) devient

stricte.

On suppose toutes les valeurs propres de u strictement positives. Pour tout vecteur x non

nul, il existe au moins une composante xi non nul. Dans la somme intervenant dans (2), il

y a un indice i tel que six
2
i > 0, les autres termes étant positifs ou nuls : ainsi pour tout

vecteur x non nul, 〈u(x), x〉 > 0.

3. Les deux questions suivantes sont la traduction matricielle des questions précédentes.

Soit u l'endomorphisme de Rn canoniquement associé à A. A est symétrique équivaut à u est

autoadjoint (la base canonique de Rn est orthonormale pour le produit scalaire canonique).

De plus comme le produit scalaire de deux éléments x et y de Rn de matrices dans la base

canonique X et Y , on a alors 〈x, y〉 = XTY donc 〈x, u(x)〉 = XTAX.

Ainsi l'écriture matricielle de u endomorphisme symétrique est positif si et seulement si

toutes ses valeurs propres sont positives est donc sachant que A est symétrique A ∈ S+
n si

et seulement si ses valeurs propres sont positives.

4. De même, l'écriture matricielle de u endomorphisme symétrique u est dé�ni positif si et

seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement positives est donc A ∈ S++
n si et

seulement si A est symétrique et ses valeurs propres sont strictement positives.

Les valeurs sont strictement positives si et seulement si elles sont positives et 0 n'est pas

valeur propre , ce qui donne bien la deuxième équivalence.

Correction de l'Exercice 73

Retour à l'énoncé

Soit S cette matrice et X un élément non nul tel que SX = λX. On a alors λ =
XTSX

XTX
du

signe de XTSX. Si X =


x1
...

xn

, on a alors

XTSX =
∑

1≤i,j≤n

si,jxixj

soit

XTSX =
∑

1≤i,j≤n

xixj
i+ j

xixj .
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Or pour tout entier naturel n
1

n+ 1
=

∫ 1

0

xndx, on obtient

XTSX =

∫ 1

0

∑
1≤i,j≤n

xixjt
i+j−1dt =

∫ 1

0

n∑
i=1

(
xit

i(

n∑
j=1

xjt
j−1)

)
dt

On pose alors P (t) =
∑n
j=1 xjt

j−1. On a alors :

XTSX =

∫ 1

0

(

n∑
i=1

xit
i)P (t)dt =

∫ 1

0

tP (t)2dt ≥ 0 .

Les valeurs propres sont donc positives.

De plus, XTSX = 0 si et seulement si

∫ 1

0

tP (t)2dt = 0. La fonction t 7→ tP 2(t) étant

continue et positive sur [0, 1], l'intégrale est nulle si et seulement si pour tout t ∈ [0, 1],

tP 2(t) = 0 ce qui impose P (t) = 0 pour t ∈]0, 1]. P ayant une in�nité de racines, c'est le

polynôme nul donc X = 0. Aussi si X est non nul, λ > 0. Les valeurs propres sont strictement

positives.

Correction de l'Exercice 74

Retour à l'énoncé

1. A étant une matrice symétrique positive : ses valeurs propres (s1, · · · , sn) sont positives et

il existe une matrice orthogonale P telle que A = PTDP où D est la matrice diagonale telle

que di,i = si notée Diag(s1, · · · , sn). La matrice S = PT∆P avec ∆ = Diag(
√
s1, · · · ,

√
sn)

est une matrice symétrique positive telle que S2 = A.

Prouvons que c'est la seule. Soit S symétrique positif tel que S2 = A. Soit (Ei)1≤i≤p les sous-

espaces propres de A : ce sont des espaces deux à deux orthogonaux. On a alors l'existence

d'une matrice orthogonale tel que

A = PT


σ1Ir1

σ2Ir2
. . .

σpIrp

P

où σi est valeur propre de A de multiplicité ri.

S et A commutant, les sous-espaces propres de A sont stables par S. Aussi S est de la forme :

S = PT


S1

S2

. . .

Sp

P

où les Si sont symétriques et positives (le spectre de S est l'union des spectres des Si). On

a alors pour tout i S2
i = σiIri . Si s est valeur propre de Si, s

2 est valeur propre de S2, donc

s2 = σi et comme s ≥ 0, s =
√
σi. Si étant diagonalisable avec une unique valeur propre,

Si =
√
σiIri . S est donc unique.

On remarque que si A est dé�nie positive, il en est de même de S puisque A étant inversible,

S l'est aussi.
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2. On utilise la question précédente ; aussi il existe S dé�nie positive telle queA = S2.

Comme pour tout couple de matrices, MN et NM ont même polynôme caractéristique,

AB = S(SB) et SBS ont même polynôme caractéristique. La trace et le déterminant en

étant des coe�cients au signe près, ces deux matrices ont même trace et même déterminant.

Ainsi

det(AB) = det(SBS) et tr(AB) = tr(SBS) .

On remarque que SBS est symétrique (car (SBS)T = STBTST = SBS). De plus, pour

tout X :

XTSBSX = (SX)TB(SX) ≥ 0

car B ∈ S+
n . De plus, B étant dé�nie positive, (SX)TB(SX) = 0 si et seulement si SX =

0, mais comme S est inversible (puisque dé�nie positive), X = 0. Ainsi SBS est dé�nie

positive. Toutes ses valeurs propres sont strictement positives, leur somme et leur produit

sont strictement positifs. Cette matrice étant symétrique donc diagonalisable, la trace est la

somme des valeurs propres et le déterminant en est le produit. On a donc véri�é que SBS

et donc AB ont une trace et un déterminant strictement positifs.

3. On a donc pour tout X, 0 ≤ XTAX ≤ XTBX.

a. Dans le cas où det(B) = 0, 0 est valeur propre de B. Aussi il existe X0 non nul tel que

BX0 = 0. Alors

0 ≤ XT
0 AX0 ≤ XT

0 BX0 = 0 .

Ainsi XT
0 AX0 = 0 donc A n'est pas dé�nie positive : 0 est valeur propre de A :

det(A) = 0 ≤ det(B) .

b. Cas où B = In : Soit λ une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Alors

λ =
XTAX

XTX
=
XTAX

XTBX
≤ 1

Toutes les valeurs propres deA sont inférieures à 1 ; il en est de même de leur produit. Comme

A est diagonalisable, ce produit est égal au déterminant de A donc det(A) ≤ 1 = det(B).

c. Cas général : Si B n'est pas inversible, le cas a été traité en cas a. Si B est inversible,

B est symétrique dé�nie positive. Soit S la matrice dé�nie positive telle que B = S2. On a

alors :

B −A = S(In − S−1AS−1)S

Pour tout X, il existe Y tel que X = SY . On a alors :

XT (In − S−1AS−1)X = Y T (B −A)Y ≥ 0 et XT (S−1AS−1)X = Y TAY ≥ 0

B1 = In et A1 = S−1AS−1 sont des matrices symétriques positives telles que B1 − A1 est

symétrique positive. Par la question b :

det(A1) =
det(A)

det2(S)
=

det(A)

det(B)
≤ 1

soit comme det(B) > 0, det(A) ≤ det(B).

Correction de l'Exercice 75

Retour à l'énoncé

Cette correction utilise les résultats sur les matrices symétriques positives ou dé�nies posi-

tives, mais elle propose en général en parallèle une démonstration permettant de ne pas les

connaître.
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1. L'échange de deux éléments xi et xj échange dans la matrice de Gram les colonnes i et j

et les lignes i et j ; chacun de ces deux échanges multiplie le déterminant par −1 : �nalement,

le déterminant est inchangé.

De même, l'ajout à un des éléments xi d'une combinaison linéaire des autres modi�e de la

même façon l'ensemble des lignes et l'ensemble des colonnes de la matrice de Gram ; ces

opérations ne changeant pas le déterminant, le déterminant de Gram est inchangé.

Multiplier un élément xi par λ e�ectue la même opération sur la i-ème colonne de la matrice

de Gram ainsi que sur sa i-ème ligne. Chacune de ses opérations multiplie le déterminant

par λ aussi G(λx1, · · · , xn) = λ2G(x1, · · · , xn) .

2. ATG(x1, · · · , xn)A =

n∑
i=1

αi(

n∑
j=1

〈xi, xj〉αj). On a alors par bilinéarité du produit scalaire :

ATG(x1, · · · , xn)A =

n∑
i=1

αi〈xi,
n∑
j=1

αjxj〉 = 〈
n∑
i=1

αixi,

n∑
j=1

αjxj〉 = ‖
n∑
i=1

αixi‖2 ≥ 0

Par caractérisation des matrices symétriques positives , toutes les valeurs propres de la ma-

trice symétrique G(x1, · · · , xn) sont positives ou nulles (la démonstration est dans l'exer-

cice 72 : si s est valeur propre de la matrice de Gram de vecteur propre A associé,

s =
ATG(x1, · · · , xn)A

ATA
). La matrice de Gram étant symétrique, elle est diagonalisable et son

déterminant est le produit de ses valeurs propres (comptées avec leur multiplicité) : aussi,

toutes les valeurs propres étant positives ou nulles, G(x1, · · · , xn) ≥ 0.

Ce déterminant est nul si et seulement si 0 est valeur propre de la matrice G(x1, · · · , xn).

Soit A0 =


α1

...

αn

 un vecteur non nul du noyau de la matrice.

AT0 G(x1, · · · , xn)A0 = ‖
n∑
i=1

αixi‖2 = 0

donc

n∑
i=1

αixi = 0 , la famille est liée. On a ainsi prouvé que si 0 est valeur propre, la famille

est liée.

Pour la réciproque, on peut utiliser la caractérisation des matrices dé�nies positives. Si 0

n'est pas valeur propre, pour tout A =


α1

...

αn

 non nul, ATG(x1, · · · , xn)A > 0 et donc

n∑
i=1

αixi 6= 0. La famille est libre.

Si on ne connaît pas les matrices symétriques positives, on peut le démontrer autrement. On

suppose la famille liée. Il existe donc un vecteur non nul A tel que

n∑
i=1

αixi = 0. L'un des

coe�cients αj est non nul ; quitte à permuter x1 avec xj de la famille, on suppose α1 6= 0.

Par la première question, on a alors :

α2
1G(x1, · · · , xn) = G(α1x1, x2, · · · , xn) = G(

n∑
i=1

αixi, x2, · · · , xn) = G(0, x2, · · · , xn) = 0
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et donc G(x1 · · · , xn) = 0 puisque α1 6= 0.

Pour n = 2, G(x1, x2) =

∣∣∣∣∣ ‖x1‖2 〈x1, x2〉
〈x1, x2〉 ‖x2‖2

∣∣∣∣∣ = ‖x1‖2‖x2‖2 − (〈x1, x2〉)2. G(x1, x2) ≥ 0 avec

égalité si et seulement si la famille (x1, x2) est liée correspond exactement à l'inégalité de

Schwarz |(〈x1, x2〉| ≤ ‖x1‖ ‖x2‖ avec égalité si et seulement si la famille (x1, x2) est liée.

3. Soit x′ = x− pF (x) où pF (x) =

n∑
i=1

αixi est le projeté orthogonal de x sur F . D'après la

première question

G(x1, · · · , xn, x) = G(x1, · · · , xn, x−
n∑
i=1

αixi = G(x1, · · · , xn, x′)

Or x′ est dans l'orthogonal de F donc 〈x′, xi〉 = 0 pour tout i. Ainsi :

G(x1, · · · , xn, x) =

∣∣∣∣∣G(x1, · · · , xn) 0n,1
0n,1 ‖x′‖2

∣∣∣∣∣ = G(x1, · · · , xn)‖x′‖2

Comme ‖x′‖ = ‖x− pF (x)‖ = d(x, F ), on a bien véri�é le résultat demandé.

On remarque que si (x1, · · · , xn) est liée, cette égalité a peu d'intérêt puisque les deux

déterminants de Gram sont nuls.

4. Soit x′j = x−pFj−1(x) où pFj−1(x) est le projeté orthogonal de xj sur Fj−1 le sous-espace

engendré par (x1, · · · , xj−1)(autrement dit x′j est le projeté orthogonal de xj sur l'orthogonal

de Fj−1). D'après la question précédente

G(x1, · · · , xj) = G(x1, · · · , xj−1)‖x′j‖2

Or ‖x′j‖2 ≤ ‖xj‖2 avec égalité si et seulement si xj ∈ F⊥n−1 donc si xj est orthogonal à tous

les xi avec i < j. Ainsi

G(x1, · · · , xj) ≤ G(x1, · · · , xj−1)‖xj‖2

avec égalité si et seulement si (x1, · · · , xj−1) est liée ou pour tout i < n, 〈xi, xj〉 = 0. En

appliquant ce résultat pour j variant de 2 à n on a alors :

G(x1, · · · , xn) ≤ G(x1, · · · , xn−1)‖xn‖2 ≤ · · · ≤ G(x1, · · · , xj)
n∏

i=j+1

‖xi‖2 ≤ · · · ≤
n∏
i=1

‖xi‖2

En cas d'égalité, comme les vecteurs sont non nuls, G(x1, · · · , xn) 6= 0 : la famille (x1, · · · , xn)

est libre et pour tout j < n, (xi, · · · , xj) est libre. Ainsi les n − 1 inégalités deviennent des

égalités si et seulement si

∀j ∈ [[2, n]], ∀i ∈ [[1, j − 1]], 〈xi, xj〉 = 0

c'est à dire si et seulement si les vecteurs (x1, · · · , xn) sont deux à deux orthogonaux.

5.

a. Comme xj =

n∑
k=1

pk,jek et que B est une base orthonormale, on obtient :

gi,j = 〈xi, xj〉 =

n∑
k=1

pk,ipk,j
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qui est le terme (i, j) de la matrice PTP . On a donc G(x1, · · · , xn) = PTP .

b. Si PX = 0, G(x1, · · · , xn)X = 0. Réciproquement si PTPX = 0, XTPTPX = 0 or

XTPTPX = (PX)TPX = ‖PX‖2 = 0

donc PX = 0. P et PTP ont même noyau N . P étant une matrice à p lignes et n colonnes,

par le théorème du rang, son rang est égal à n − dimN . PTP est une matrice carrée à n

lignes et n colonnes, aussi son rang est = n− dimN : P et PTP ont même rang.

c. Lorsque p = n, on obtient alors G(x1, · · · , xn) = (detP )2. L'échange de deux vecteurs

transforme det(P ) en − det(P ) mais ne modi�e pas le carré. Ajouter à un élément une

combinaison linéaire des autres ne modi�e pas le déterminant donc laisse le carré de ce

déterminant inchangé. Multiplier un élément de la famille par λ multiplie le déterminant par

λ et donc le carré par λ2. On a ainsi retrouvé dans ce cas particulier les résultats obtenues

en première question.

De plus, (detP )2 ≥ 0 et vaut 0 si et seulement si la famille est liée.

6.
a. Par la question précédente, le rang de A est le rang de ATA. La matrice ATA étant

symétrique, elle est semblable à une matrice diagonale D (de même rang) dont le rang est

le nombre de termes non nuls. La diagonale de cette matrice D est constituée des valeurs

propres de ATA comptées avec leur multiplicité. Ainsi D, ATA et A ont comme rang le

nombre de valeurs propres non nulles de ATA comptées avec leur multiplicité.

b. ATA étant symétrique, par le théorème spectral :

Rn = Ker(ATA)
⊥
⊕ S

où S est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres associés aux valeurs propres

non nulles de ATA. Si de plus A2 = ATA , comme Im(A2) ⊂ Im(A) et que ces deux sous-

espaces ont même dimension par la question précédente, ils sont égaux. De plus, Ker(A) ⊂
Ker(A2) et ayant même dimension par le théorème du rang, ces deux noyaux sont égaux.

Tout sous-espace propre d'une matrice est inclus dans son image, aussi S ⊂ Im(ATA) ; de

plus, ces espaces ont même dimension n− dim(KerA), ils sont donc égaux. On a donc bien

Rn = Ker(A)
⊥
⊕ Im(A) .

7.
a. On munit Rn de sa structure euclidienne canonique. On a alors par les deux questions

précédentes :

G(C1, · · · , Cn) = (detP )2 ≤
n∏
k=1

‖Ck‖2

qui équivaut à

det(P ) ≤
n∏
k=1

‖Ck‖

P étant inversible, ses colonnes forment une famille libre de Rn. Aussi, par la question 4, il

y a égalité si et seulement si les vecteurs sont deux à deux orthogonaux.

b. Comme pour tout couple (i, j), |pi,j | ≤ 1,

∀k, ‖Ck‖ =

√√√√ n∑
i=1

p2i,k ≤
√
n
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donc

det(P ) ≤ (n)
n
2

avec égalité si et seulement si les vecteurs colonnes sont deux à deux orthogonaux et pour

tout k, ‖Ck‖ =
√
n soit

n∑
i=1

p2i,k = n ce qui impose que pour tout couple (i, k), pi,k = ±1.

c. L'orthogonalité de Ci et Cj impose

〈Ci, Cj〉 =

n∑
k=1

pi,kpj,k = 0

La somme de n nombres valant 1 ou −1 est nulle : la moitié valent 1 et l'autre −1, ce qui

impose la parité de n.

Si H de taille n et de vecteurs colonnes C1, · · · , Cn convient, on introduit la matrice H ′ de

taille 2n dé�ni par H ′ =

(
H −H
H H

)
. Véri�ons qu'elle convient. Tous ses coe�cients valent

1 ou −1.

Soient deux indices 1 ≤ i < j ≤ n alors C′i =

(
Ci
Ci

)
et C′j =

(
Cj
Cj

)
et

〈C′i, C′j〉 = 2〈Ci, Cj〉 = 0 .

Soient deux indices 1 ≤ i ≤ n < j alors C′i =

(
Ci
Ci

)
et C′j =

(
−Cj−n
Cj−n

)
et leur produit

scalaire est nul.

Soient deux indices n ≤ i < j ≤ 2n alors C′i =

(
−Ci−n
Ci−n

)
et C′j =

(
−Cj−n
Cj−n

)
:

〈C′i, C′j〉 = 2〈Cn−i, Cn−j〉 = 0 .

Les vecteurs colonnes de H ′ sont deux à deux orthogonaux.

Pour n = 2, la matrice H1 =

(
1 −1

1 1

)
convient. D'après ce qui précède, la suite de matrices

dé�nies par Hp+1 =

(
Hp −Hp
Hp Hp

)
est une suite de matrices d'Hadamard et Hp est de taille

2p.

8. On peut déjà remarquer que les deux familles ont même rang puisque si A est la matrice

de (x1, · · · , xn) dans une base orthonormale, G(x1, · · · , xn) = ATA et a le même rang que

A d'après la question 5. Ainsi

rg(G(x1, · · · , xn)) = rg(x1, · · · , xn) .

a. Les deux familles étant de rang maximal n, ce sont des bases de E. Soient f l'unique

isomorphisme dé�ni par f(xi) = yi. Véri�ons que c'est une isométrie. Soit x un élément de

E ; x =

n∑
i=1

aixi. On a alors

‖x‖2 =
∑

1≤i,j≤n

aiaj〈xi, xj〉
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et comme f(x) =

n∑
i=1

aif(xi) =

n∑
i=1

aiyi :

‖f(x)‖2 =
∑

1≤i,j≤n

aiaj〈yi, yj〉 .

Les deux familles ayant même matrice de Gram, pour tout couple (i, j), 〈xi, xj〉 = 〈yi, yj〉 ;
f conserve la norme de tout élément, c'est une isométrie vectorielle.

b. Comme (x1, · · · , xr) et (y1, · · · , yr) ont même matrice de Gram, elles ont même rang ;

la famille (y1, · · · , yr) est aussi libre.
Soit F l'espace vectoriel engendré par (x1, · · · , xr) (et donc par (x1, · · · , xn)) et F ′ celui

engendré par (y1, · · · , yr). Soit (er+1, · · · , en) une base orthonormale de F⊥ et (e′r+1, · · · , e′n)

une base orthonormale de F ′
⊥
. Comme (x1, · · · , xr, er+1, · · · , en) est une base de E, il existe

une unique application linéaire f telle linéaire telle que f(xi) = yi pour i < r et f(ei) = e′i

pour i > r. Véri�ons qu'il s'agit d'une isométrie. Si x =

r∑
i=1

aixi +

n∑
i=r+1

aiei, on a alors :

‖x‖2 = ‖
r∑
i=1

aixi‖2 + ‖
n∑

i=r+1

aiei‖2 =
∑

1≤i,j≤r

aiaj〈xi, xj〉+

n∑
i=r+1

a2i

De même, comme f(x) =

r∑
i=1

aiyi +

n∑
i=r+1

aie
′
i :

‖f(x)‖2 =
∑

1≤i,j≤r

aiaj〈yi, yj〉+

n∑
i=r+1

a2i =
∑

1≤i,j≤r

aiaj〈xi, xj〉+

n∑
i=r+1

a2i

donc f conserve la norme, f est une isométrie. Il reste à véri�er que pour tout i, f(xi) = yi,

ce qui est déjà vrai par dé�nition de f pour i ≤ r.
Soit r < j ≤ n. Comme xj est élément de F , il existe un unique r-uplet XT

j = (a1, · · · , ar)

tel que x =

r∑
i=1

aixi. Ce r-uplet est solution du système

∀k ∈ [[1, r]],

r∑
i=1

ai〈xi, xk〉 = 〈xj , xk〉

écrit matriciellement G(x1, · · · , xr)Xj =


〈xj , x1〉

...

〈xj , xr〉

. La matrice étant inversible

G(x1, · · · , xr) étant inversible, Xj est l'unique solution du système

G(x1, · · · , xr)X =


〈xj , x1〉

...

〈xj , xr〉

 .

(y1, · · · , yr) étant de rang r, c'est une base de Vect(y1, · · · , yn). Le vecteur Yj des coordonnées

de yj dans la base (y1, · · · , yr) est donc l'unique solution de

G(y1, · · · , yr)X =


〈yj , y1〉

...

〈yj , yr〉

 =


〈xj , x1〉

...

〈xj , xr〉

 .
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Comme pour tout couple (i, j), 〈xi, xj〉 = 〈yi, yj〉, les deux systèmes précédents sont les

mêmes et par unicité de la solution, Xj = Yj =


a1
...

ar

. Ainsi

f(xj) =

r∑
i=1

aif(xi) =

r∑
i=1

aiyi = yj

On a véri�é que f est une isométrie telle que pour tout i, f(xi) = yi.

9.
a. Soient Rn muni de sa structure euclidienne canonique, B sa base canonique, (x1, · · · , xn)

la famille de vecteurs de matrice A dans B et (y1, · · · , yn) la famille de vecteurs de matrice

B dans B. Par la question 5, ATA = G(x1, · · · , xn) et BTB = G((y1, · · · , yn) ; aussi les deux

familles ont même matrice de Gram et d'après ce qui précède, il existe f ∈ O(Rn) tel que

pour tout i, f(xi) = yi. Soit Q la matrice de f dans la base B, Ci la matrice de xi dans la

base B (qui est la i-ème colonne de A) et C′i la matrice de yi dans la base B (qui est la i-ème

colonne de B) ; on a alors C′i = QCi ce qui donne B = QA.

b. ATA est une matrice de Gram et d'après la première question elle est symétrique

positive (c'est à dire dont toutes les valeurs propres sont positives ou nulles) ; il existe une

matrice orthogonale P telle que ATA = PTDP où D est la matrice diagonale telle que

di,i = si ≥ 0 notée Diag(s1, · · · , sn). La matrice S = PT∆P avec ∆ = Diag(
√
s1, · · · ,

√
sn)

est une matrice symétrique positive telle que S2 = ATA.

Comme S est symétrique S2 = STS = ATA. Par la question précédente, il existe une matrice

U de O(n) telle que A = US.

Remarque : S est la racine carrée symétrique positive de ATA et est donc unique (cf exercice

74).

c. Traduisons matriciellement le problème posé. Soit A la matrice de (u1, · · · , un) dans

B0 base canonique de Rn. Soit une base B = (e1, · · · , en) orthogonale de matrice U dans la

base B0 et p un projecteur orthogonal de matrice Π dans la base canonique ; p(ei) = ui pour

tout i équivaut à A = ΠU . p est un projecteur orthogonal équivaut à Π est symétrique de

valeurs propres 0 et 1. C'est presque ce qui précède sauf que la matrice orthogonale est à

droite du produit. On va donc travailler avec la transposée de A puisque A = ΠU équivaut

à AT = UTΠ.

Supposons l'existence de U et Π comme décrits précédemment. Alors

ATA = UTΠ2U = U−1ΠU

La matrice de Gram de (u1, · · · , un) est semblable à Π et a donc comme seules valeurs

propres possibles 0 et 1.

Réciproquement, supposons que ATA n'admet comme valeurs propres possibles que 0 et 1. En

utilisant la question précédente, il existe une matrice Π symétrique à valeurs propres positives

et une matrice orthogonale O telle que AT = OΠ soit A = ΠOT = ΠU avec U = OT = O−1

orthogonale. On a alors Π2 = AAT et ATA = OΠO−1. Π2 et G(u1, · · · , un) sont semblables.

Si s est une valeur propre de Π, s2 en est une de Π2. Le spectre de G(u1, · · · , un) donc

de Π2 étant inclus dans {0, 1}, celui de Π l'est aussi. π est bien la matrice d'un projecteur

orthogonal.

10. On désigne par B la base canonique de Rn. Soit A la matrice de Φ et par BE celle de E

formé des p premiers vecteurs de B.
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La matrice de π dans la base B est Jr =

(
Ir 0

0 0

)
.

Pour déterminer σ, on recherche sa matrice dans la base B. Soit M la matrice de σ dans la

base B écrite en blocs sous la forme

(
A C

B D

)
. π ◦ σ|E = Φ équivaut à A est la matrice de

Φ dans la base BE . Il reste à déterminer B,C et D pour que σ soit une isométrie.

MTM = I2r donne alors pour le bloc en haut à gauche ATA+BTB = Ir. Cela correspond

au fait que les p premiers vecteurs colonnes de la matrice M sont unitaires et deux à deux

orthogonaux. On cherche donc B véri�ant

BTB = Ir −ATA .

Soit S = Ir −ATA. S est symétrique et pour tout x ∈ Rp de matrice X dans la base BE :

XTSX = XTX −XTATAX = XTX − (AX)TAX = ‖x‖2 − ‖Φ(x)‖2 ≥ 0

S est une matrice symétrique positive dont toutes les valeurs propres sont positives. Par le

théorème spectral, S est diagonalisable à 'aide d'une matrice orthogonale ; il existe P ∈ O(n)

telle que S = PTDiag(s1, · · · , sp)P où les si sont positifs. On peut alors choisir choisir pour

B la racine carrée de cette matrice à savoir

B = PTDiag(
√
s1, · · · ,

√
sp)P .

Il reste à déterminer les p dernières colonnes de M . M est orthogonale si et seulement si ces

r colonnes sont unitaires, orthogonales deux à deux et orthogonales aux p premières. Soit

F le sous-espace de Rn engendré par les p premières colonnes. Il est de dimension au plus

p ; son orthogonal est donc au moins de dimension p : pour les dernières colonnes de M , on

peur donc choisir les p premiers vecteurs d'une base orthonormale de F⊥. On a ainsi prouvé

l'existence de M donc de σ.
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