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La petite histoire...

Ce polycopié d’exercices recouvre la partie analyse du programme de mathématiques de
PC et PC*. Chaque chapitre commence par un rapide résumé de cours; ce dernier a pour
but de rappeler les définitions et d’énoncer les théorémes du programme et les principales
propriétés; il ne comporte donc ni exemples ni démonstrations. Le programme de PCSI est
supposé acquis, notamment les notions suivantes :

e les nombres complexes,

e les espaces vectoriels,

e les matrices et les déterminants,

e l’espace vectoriel des polynomes réels R[X] ou complexes C[X],
e les espaces euclidiens ou préhilbertiens réels,

e les suites réelles ou complexes,

e les séries numériques,

e les fonctions d’une variable réelle & valeurs réelles ou complexes,

e les équations différentielles linéaires d’ordre 1 et d’ordre 2 & coefficients constants.

Les notations suivantes sont utilisées :
e Xe : partie réelle d’un complexe,
e Jm : partie imaginaire d’un complexe,
e |.] la partie entiére d’un réel,
e < .,.>:le produit scalaire
o [a,b] avec (a et b entiers) : les entiers naturels de I'intervalle [a, ],
e R,[X] lensemble des polynomes réels de degré au plus n,
e C,[X] l’ensemble des polynémes complexes de degré au plus n,
e cosh est la fonction cosinus hyperbolique (partie paire de ’exponentielle),

e sinh est la fonction sinus hyperbolique (partie impaire de I’exponentielle).
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Chapitre 1

Intégrales généralisées

I. Résumé de cours :

Les fonctions considérées sont définies sur un intervalle non trivial de R et &

valeurs réelles ou complexes

1. Intégration de fonctions continues par morceaux
(i) Fonctions continues par morceaux
Définition : Une fonction définie sur un segment [a, b] de R y est continue
par morceaux si et seulement si elle y admet un nombre fini de points
de discontinuité et en chacun de ces points, f admet une limite & droite
et une limite & gauche.

Propriétés :
e Sur chaque intervalle |z;, z;41[C [a,b] ot f est continue, elle est
prolongeable par continuité sur [z;, z;11] en une fonction f; .

e Cn([a,b],K), ensemble des fonctions continues par morceaux sur
[a, b] & valeurs dans K, est un espace vectoriel sur K.

Définition : Une fonction est continue par morceaux sur [ intervalle
de R si et seulement si elle est continue par morceaux sur tout segment
de 1.

Propriété : Cp, (I, K), ensemble des fonctions continues par morceaux sur
I a valeurs dans K, est un espace vectoriel sur K.
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(i) Intégrale sur un segment

Théoréme-définition : Soit f une fonction continue par morceaux
sur [a,b] et zp = a < x1 < -+ < xp, = b une subdivision de [a, b] telle
que f est continue sur |z;, z;+1[. Soit f; le prolongement par continuité

x1+1
de f sur [z;,x;41]. Le nombre Z/ t)dt ne dépend pas de la

b
subdivision et est appelé I’intégrale sur [a,b] de f notée / f(t)dt
a

ou f.

[a,b]

Propriétés :
o [ f est une forme linéaire sur Cy,([a, b], K). De plus,elle est
[a,b]
positive si K = R.

e L’intégrale est invariante par translation c’est & dire que si f est
une fonction continue par morceaux sur [a,b], pour tout réel c,

b b+c
/f(x)da:: N f(z)dz

e Si deux fonctions continues par morceaux ne différent qu’en un
nombre fini de points sur [a, b], elles ont méme intégrale sur [a, b].

o Inégalité de la moyenne : Soit f € Cp,([a,b],K) et M un majo-
rant de f sur [a,b]. On a 'inégalité de la moyenne :

!

e Relation de Chasles : Soit f € Cy,([a,b],K) et a < ¢ < b. Alors :

ot = s+

Théoréme de changement de variable :Ftant donnés une fonction
f continue par morceaux sur I a valeurs dans K et une fonction ¢ a

M(b—a)-
< /er\g (b a)

valeurs dans I, strictement croissante (respectivement décroissante) et
de classe C! sur [a, 3], on a alors :

®(B) p(a)
/ fp (u)du = / f(t)dt ( respectivement — / f(t)dt)-
o(a) ©(B)
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2.
(i)

(i)

Intégrales généralisées

Intégrale impropre sur [a, +00]

Définition : Si f est une application continue par morceaux sur [a, +oo|

+o0o
a valeurs réelles ou complexes, 'intégrale / f(t)dt est dite conver-
a

x
gente si 'application x — / f(t)dt a une limite finie en +oo.
Propriété : Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,+oo[ &

+oo
valeurs positives. Alors / f(t)dt est convergente si et seulement si la
a

X
fonction x — / f(t)dt est bornée sur [a, +00].
a

Intégrales généralisées sur un intervalle

Définition : Soit f continue par morceaux sur I de bornes a et b avec
—oc0<a<b<+4oo.

b
o [ = [a,b] : Vintégrale / f(t)dt est dite convergente si I'applica-
a
x
tion x — / f(t)dt a une limite finie en b.
a
b
e [ =|a,b] : I'intégrale / f(t)dt est dite convergente si 'application
a

x / f(t)dt a une limite finie lorsque x tend vers a.

Dans le cas de convergence, la limite est notée / f(t)dt

Théoréme-définition : Soit f une application continue par morceaux

sur ]a, b[ avec —oo < a < b < +o0. Soit ¢ un élément de |a, b|.
b

La convergence des intégrales / f(t)dt et / f(t)dt ne dépend pas de

c et en cas de convergence leur somme est indépendante de c.

L’intégrale / f(t)dt est dite convergente si et seulement si pour tout

€la, b| / f(t)dt et / f(t)dt convergent et on pose :

/f it = [ s dt+/f

Remarque : I’intégrale de f sur I de bornes a et b (incluses ou non dans

I) est convergente si et seulement si f est d’intégrale convergente sur
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la,b[. Ainsi si f est continue sur [a, b[ est prolongeable par continuité en
b, /b f(z)dz est convergente.
Progriétés :

e Soit f continue par morceaux sur I de bornes a et b et & valeurs

b
positives. / f(t)dt est convergente si et seulement si il existe un
a

x
point ¢ de I tel que = — / f(t)dt est bornée.
(&
e Lien avec une primitive : Soit f une fonction continue sur I de

b
bornes a et b et F une primitive de f sur I. Alors / f(t)dt est

a
convergente si et seulement si F' a une limite en a et en b et on a
b
alors / f)dt =lim F — lim F’
a b a

(7i) Intégrales de référence

+o0o
. / - avec o € R est convergente si et seulement si o > 1.
1
Lat : :
° m avec a € R est convergente si et seulement si o < 1.
0

1
o / In(t)dt est convergente.
0

o
° / e~ “dt avec o € R est convergente si et seulement si o > 0.
0

(iv) Propriétés
Remarque : La convergence d’une intégrale ne dépend pas du fait que f
soit bornée ou non.

Propriété : L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I d’in-

b
tégrale convergente est un espace vectoriel sur lequel f +— / f(t)dt est
a

linéaire et positive si K = R.

Théoréeme de changement de variables : Si ¢ : |o, B — Ja,b]
est une bijection de classe C', et si f : ]a,b] — C est continue par

morceaux alors / (f o p)(u)]¢ (u)|du est convergente si et seulement
«

b
si / f(t)dt est convergente et, si tel est le cas, les deux intégrales sont
a

égales.
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Intégration par parties généralisée :

Soient f et g deux fonctions de classe C! sur I de bornes a et b telles
que fg a une limite finie en a et en b. Les intégrales de fg' et f'g sur
I sont de méme nature et

/f (t)dt = Tim fg — Tim g - /f

3. Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables
(i) Intégrales absolument convergentes
Définition : On dit que f, continue par morceaux sur I, a une intégrale
absolument convergente si l'intégrale de la fonction |f| : ¢t — |f(t)]
sur I est convergente.
Remarque : Pour une fonction a valeurs réelles de signe constant, ’abso-
lue convergence de son intégrale équivaut a sa convergence.

Théoréme : Soit f une fonction continue par morceaux sur I de bornes

b
a et b d’intégrale absolument convergente sur I. L’intégrale / f est
a

/f ’/!f )t

L °° sin(t) )
Exemple : L’intégrale ; dt est convergente mais pas absolument
0

convergente et on a

convergente. La démonstration de ce résultat est proposée en exercice
page 12.

Définition : Une fonction f, continue par morceaux sur un intervalle 1
est dite intégrable sur [ si f admet sur I une intégrale absolument

convergente. L’intégrale de f sur I est alors noté /f ou /f(t)dt.
I I

Remarque : par le théoréme de changement de variables, si ¢ est une
bijection strictement monotone de classe C! de I dans J, et si f:.J — C
est continue par morceaux alors u — f o ¢)(u)y’(u) est intégrable sur I
si et seulement si f est intégrable sur J.
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(i) Relations de comparaison :

Théoréme : Pour f et g fonctions continues par morceaux sur [a, b[ :
e si|f| <|g|, alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur [a, b[.
e sif =, O (g), alors 'intégrabilité de g implique celle de f sur
Tr—r
[a, b[.
R et

[a, b[.

o(g), alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur

e sif 9 alors l'intégrabilité de f est équivalente & celle de g

sur [a, bl.

La troisiéme propriété se déduit directement de la seconde car si
f =, 0(g)alos f = O(g).
De méme, pour f et g fonctions continues par morceaux sur |a,b] :
e si|f| <|g|, alors 'intégrabilité de g implique celle de f sur ]a, b].
o si f(z) e O (g(z)), alors l'intégrabilité de g implique celle de f
sur |a, b|.
e si f(x) o~ g(z), alors 'intégrabilité de f est équivalente a celle de
g sur |a, b|.

Remarque : les théorémes de comparaison sont énoncés avec des modules
ou des valeurs absolues : si les fonctions sont positives, on peut remplacer

|f| par f et |g| par g.
111) Sous-espaces de fonctions intégrables :
g

e L’ensemble £;(1,K) ensemble des fonctions continues par morceaux
et intégrables sur I est un espace vectoriel.

e Si f est une fonction continue intégrable sur [ telle que / |l =0,
I
alors f est la fonction nulle.

e Si f est continue par morceaux et intégrable sur I intervalle borné
de bornes a et b, alors

fISM:‘/If‘é/IIf\S(b—a)M

Lemme : Le produit de deux fonctions de carré intégrable sur I est inté-
grable.
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Propriété : Les fonctions continues par morceaux de carré intégrable sur

I a valeurs dans K (R ou C) constituent un sous-espace vectoriel de
Cim(1,K).

Théoréme : Les fonctions continues de carré intégrable sur I & va-
leurs réelles constituent un sous-espace vectoriel de Cp, (I, R) sur lequel

lapplication (f,g) — /fg est un produit scalaire.
I

Inégalité de Cauchy-Schwarz :
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux de carrés inté-
grables sur 1. On a alors

] / fg\ </ [/ [

II. Exercices :

Des indications pour certains d’entre eux se trouvent en page 92.

1. Convergence et calcul d’intégrales généralisées
La correction de ces exercices commence en page 103.

Exercice 1.

In(z)

22 -1

1. Donner son domaine de définition et montrer qu’elle est prolongeable en une

Soit la fonction z —

fonction f continue sur RT*.

+oo
2. L’intégrale / f(z)dx est-elle convergente ?
0

Correction

Commentaires sur 1’Exercice 1
dt

te In®(t)
gramme de PC, il faut les comparer & des intégrales de Riemann. Pour la culture générale,

+oo
La convergence des intégrales de Bertrand de la forme / n’étant pas au pro-
1

cette intégrale converge si et seulement sia >1loua=1et b > 1.

Exercice 2.

oo zln(x)
it [ = —— _dx.
Soit /0 = 1)2daj
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1. Montrer que I est convergente.

1
2. Par le changement de variables x = —, calculer [.
u

Correction

Exercice 3. .
sinx
Soit f(x) = .

— cos(x)

+00 1
1. Montrer que / dx est convergente. En déduire que
0

22
“+o0o
/ f(x)dx est convergente.
0

2. Vérifier que pour tout entier naturel n non nul :

) (n+1)7r 2
< / F@)lde < =

(n+ D71 = Jur nm
En déduire que f n’est pas intégrable sur |0, +oo.
Correction

Exercice 4.
Etudier la convergence des intégrales suivantes (les paramétres a et 3 sont

réels) :

L /+oo dt 4 /‘+OO dt

oo S0 T e () TG
11 _ : +00 1o B8

2-/ 1—e +asm(x)dx. 5‘/ t 1r21(t +1)dt.
0 22 o @)

3. oo sin(x)

————dx
0 Vx+cosz

Pour les questions 4 et 5, on représentera dans le plan les couples (a, ) pour
lesquels l'intégrale converge.
Correction

Exercice 5.
Justifier I'existence des intégrales suivantes et les calculer :

T2 Arctant +oo 1
1. 72dt. 2. ; - dt.
0 1+¢ 0 (I+et)(14et)
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3. dt. 4. In(1+ —)dt.
A (1+)v1—t4 0 ( tﬂ

+o0 +oo 5
5. / (/ et dt)dx.
0 T

Correction

Exercice 6.

T/ Arctanx T
Soit I = - dz.
7 /0 ( vz 2ﬁ) !

1. Justifier existence de I.
“+00
2. Prouver que I = —4/
0

3.
a. Ecrire X* + 1 comme produit de deux polynémes réels.
b. Soit € = 1. Montrer que

’LL2

Tt

/X V2u d V2 In(X?+ev2X+1)—ev2 Arctan(v/2 X +¢)+
0

V2
—_—du = — -
w2+ ev2u+1 2 4

c. Calculer I en remarquant que : 4u? = v/2(u?+v/2u+1)—v/2(u? —v2u+1).
Correction

Exercice 7. "
Soit f une fonction continue sur R & valeurs positives et F(x) / ft)dt.
0

+oo +oo
t F(t
Montrer que les intégrales I = / &dt et J = / ®) dt sont de
o 1+t o (1+1)?
méme nature et les comparer en cas de convergence.

Correction

Exercice 8.
Soient a et T' deux réels strictement positifs, f une fonction continue de période
T.
/ TN f(1)
t

On recherche les valeurs A pour lesquelles I(\) = dt converge.

a
1. Montrer qu’il existe au plus une valeur de A € R telle que I(\) converge.

2. Montrer que si F(x) = / (A — f(t)) dt est bornée, alors I(\) converge.

3. Existe-t-il une valeur A\ pour laquelle () est une intégrale convergente ?
Correction
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Exercice 9.

1
-1
SoitI—/ x dx
0 h’lx

1. Vérifier que I est une intégrale convergente.

“*
2. Montrer que I = lim —.
a—1-J, Inz

3. Calculer I.
Correction

2. Fonctions intégrables
La correction de ces exercices commence en page 111.

Exercice 10.

Soit f une fonction continue intégrable de R* dans R. Soit a > 0. Montrer que
fiix e f(Va?+4a) et fo:x = f(z+2) sont intégrables sur J0, +-00[ et que
leurs intégrales sont égales.

Correction

Exercice 11.
Soit f une fonction continue de R™ dans R de carré intégrable sur RT. Pour

tout > 0, on pose F(z / ft)

1. Aprés avoir prouvé la convergence des intégrales, prouver que pour tout réel

x>0:
/ FQ()dt<2/xF(t)f(t)dt.
ot 0 3

F2(t)
$2

2. En déduire que t —

est intégrable sur |0, +o0o[ et I'inégalité suivante :

+ooF2() +00 )
/0 . dt<4/0 F(1)2dt

Correction

Exercice 12.
Soit F(x) = sin(z”® + x). Cet exercice cherche a étudier I'intégrabilité de F sur
RT et la nature de son intégrale. Il utilise les notions sur les séries numeériques.

1. Etablir que ¢ : & — 2° + = est une bijection de classe C! de RT dans
lui-meéme dont la réciproque est aussi de classe C!.
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2. On pose u, = @ Y(nm). Montrer que la série de terme général

Un+1
/ |F'(z)|dz est divergente. F est-elle intégrable sur |0, +oo[?
Un,
Un+1
3. Soit v, = / F(z)dz. Vérifier que la série Z vy, est convergente.
Un,

oo
4. Donner la nature de l'intégrale / F(z)dx.
0

Correction

Exercice 13.
Soit f € C(]0,+oc[,R), autre que la fonction nulle, positive et telle que les
fonctions f et x +— x f(x) soient de carré intégrable sur |0, +oo.

1. Prouver que f est intégrable sur ]0, +ool.

2. On cherche alors a vérifier que :

1/4 1/4
T 2 2 2 "
/]0,+oo[f svE </]0,+oo[f ) </]0,+oo[$ fo) dw) )

a. Commencer par prouver (x) pour une fonction g vérifiant en plus des
hypothéses précédentes

/ g = / 2% (x)dr =1
10,4-00] 10,4-00]

b. Prouver alors (%) dans le cas général en introduisant une fonction g telle
que Vx > 0, g(x) = af(Bx) avec « et [ judicieusement choisis.
Correction
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Chapitre 2

Séries numériques

I.

Résumé de cours

Les séries considérées sont a valeurs dans K = R ou C.

1.

Rappel sur les séries numériques :

(i) définition, lien avec les suites.

Définitions : Soit (uy)nen une suite d’éléments de K. La série notée > uy,

n
(de terme général u,) est la suite (S),)pen 001 S, = Zuk S, est la
k=0
somme partielle de rang n de la série. Si la suite (S, ), converge vers
S, on dit que la série Zun converge et S est appelé sa somme et
+oo
noté Z uy. Le reste de rang n est le nombre S — 5.
n=0
Propriété : Le terme général d’une série convergente tend vers 0.

Théoréme des séries géométriques : La série géométrique g Z"

est convergente si et seulement si |z| < 1.

Propriétés :
e [’ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel sur lequel

I’application qui & une série associe sa somme est linéaire.

e La suite (uy), converge si et seulement si la série E (Unt1 — Up)
est convergente.

16
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(ii) Séries a termes positifs
Propriétés :
e Une série a termes positifs est convergente si et seulement si la suite

de ses sommes partielles est majorée.

e Si0 < u, <wy, la convergence de la série Y v, entraine celle de la

—+00 —+00
série > u, et on a alors E Up < E U,
n=0 n=0

e Si) u, et ) v, sont deux séries A termes positifs tels que u, ~ vy,
ces deux séries sont de méme nature.
(iii) Séries absolument convergentes :
Définition : Une série ) u, est absolument convergente si la série

> |lun| est convergente.

Théoréme : Toute série absolument convergente est convergente et

“+oo “+o00
Dt D Junl.
n=0 n=0

on a alors

2. Compléments sur les séries numériques :

(i) Théoréme de comparaison série et intégrale :

Théoréme de comparaison série-intégrale : Soit une fonction f
continue, & valeurs réelles positives et décroissante sur [0, +o0]. La série
g f(n) converge si et seulement si la fonction f est intégrable sur R™.
n>0

. . . 1
Théoréme sur les séries de Riemann : La série E — est

convergente si et seulement si o > 1.

(i) Formule de Stirling :
Formule de Stirling : n! ~\/2mn (g)n

(iii) Régle de d’Alembert :
Théoréme(régle de d’Alembert) : Soit ) wu, une série a termes

U
positifs non nuls & partir d’un certain rang et telle que lim ntl_ .
n—00 Uy

Si L > 1, le terme général ne tend pas vers zéro et si L < 1, la série

est convergente.
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Théoréme-définition de lU'exponentielle : Pour tout complexe z,

la série > %7: est absolument convergente. Sa somme est appelée ex-
+oo o
ponentielle de z soit exp(z) =

o
=0 n:

(iv) Théoréme des séries alternées :

Définition : Une série est dite alternée si et seulement si la suite
((=1)™uy)y, est de signe constant.

Le théoréme suivant est aussi appelé critére des séries alternées.

Théoréeme des séries alternées : Soit ) u, une série alternée telle
que (|un|)n est une suite décroissante de limite nulle. Alors :

o La série g Uy, est convergente.

e Sa somme est toujours comprise entre deux sommes partielles

consécutives.

e R,, le reste de rang n, a le signe de uy4+1 et vérifie |R,| < |upy1].

3. Produit de Cauchy :

(i) Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes :

Définition Le produit de Cauchy des deux séries > u, et Y v, est la
n

série de terme général w,, = E UpVpy—k -
k=0

Théoréme de convergence d’un produit de Cauchy : Le pro-
duit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est une série
absolument convergente dont la somme est le produit des sommes des
deux séries initiales.

(17) Applications :
e Pour tout couple (z,2') de complexes, exp(z + 2’) = exp(2) exp(2’).
e Pour tout entier naturel p et tout complexe z tel que |z| < 1,

()

n=0
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II. Exercices sur les séries numériques

Les indications sur certains de ces exercices se trouvent & partir de la page 93.

1. Autour de la série harmonique
La correction de ces exercices commence page 115

Exercice 14 (Série harmonique).
On désigne, pour tout entier naturel n non nul, par H, la somme partielle

n
1
d’ordre n de la série harmonique soit H,, = Z T
k=1
1.

a. Prouver que pour tout entier n > 1, In(n) < H,, <1+ In(n). La notation
In désigne le logarithme népérien.

b. En déduire que la suite de terme général H,, —Inn converge. Sa limite est
la "constante d’Euler" notée . Vérifier que 0 < v < 1.

c. Améliorer ce résultat en montrant que 3 <~ < 1. (On pourra commencer

1/1 1
érifi tout x > 0, 1 1) —1 < = | = .
par vérifier que pour tout x n(z+1)—In(z) < 5 (x + $+1>)

2. On pose alors H, =Inn+~+r, et w, = r,_1 — rp. On pourra remarquer
que 7, est le reste d’ordre n de la série Z wy. Montrer que 0 < 7, < —.
n

3. On veut prouver I’existence d’un développement limité de r,, d’ordre 3, donc
démontrer 'existence de constantes a, b, ¢ telles que

a b c 1
rn:ﬁ+ﬁ+$+0 E .

k
t—k+1
a. Montrer que wy = / T—th.
k—1

b. Etablir par différentes intégrations par parties que :

NI A D
YeEo\k—1 k) 12\k—12 ®2)TU

1 _ _ 1,201 _ 2\2
avec v = / u(l u)(l 24u) du = / U(17’11)5du
0o 2u+k-1) o (ut+k—1)

. En dédui <rp—— < —.
c. En déduire que 0 < 7y, 2n+12n2_64n4

Trouver alors les constantes

a,b,c.
Correction
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Commentaires sur I’Exercice 14
Une valeur approchée de la constante d’Euler est 0,5772156649.

Exercice 15 (Série harmonique alternée).

n E+1
-1
On pose U, = Z (]3: On reprend les notations de 'exercice précédent.
k=1
1.
a. Vérifier que (U,), est bien convergente.
2n—1
1
b. Prouver que Uy,_1 = Z T
k=n
e (_1)k+1
c. En déduire la valeur de la somme U = Z - —
k
k=1
© k+1
. -1
2. Soit Ry = » (lz:U—Un.
k=n+1
n
a. Calculer z Ry, en fonction de R, en distinguant le résultat selon la parité
k=0
de n.

b. En admettant (exercice précédent) que Hy, = In(n) + v+ 5= 4+ o(L) et en
écrivant U, en fonction de H,, et H|, /o], en déduire la nature de la série ) Ry,
et en cas de convergence, donner sa somme.

+oo (_1)k
* _
3. Pour n e N ,onnoteun—z 12
k=n

. Vérifier que (up)n, est bien définie et

1 .
|un| < —;. Montrer alors que la série E uy, converge et calculer sa somme.
n
n>1
Correction

2. Autres exercices sur les séries numériques
La correction de ces exercices commence page 119.

Exercice 16.
Cet exercice commence par la démonstration d’un théoréme trés classique qui

ne figure pas explicitement dans les programmes de PCSI et de PC.

1. (Théoréme de Césaro) Montrer que si une suite réelle ou complexe (uy,)n
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converge vers L, alors la suite (vy,), de terme général
ug + -+ + tny

n—1
> uk
k=0

UTL == =

n n

converge vers la méme limite L.

2. Soit la suite définie par ug €]0, 5[ et upy1 = sinuy,.

a. Montrer que cette suite converge vers 0.

, 5 s =B pr2

b. Montrer que pour tout réel 8 non nul, u, | — up ~ ?un .

c. En utilisant le théoréme de Césaro démontré en premiére question, trouver
un équivalent de (uy,).

d. Vérifier que la série Y u? diverge et que la série Y u3 converge.
3. Par la méme méthode, montrer que la suite définie par ug €]0, 1] et pour

2

tout entier naturel n, un4+1 = up — u;, converge et en donner un équivalent.

4. Soit (un)n>0 définie par ug > 0 et Vn € N, upy1 = uy + i Etudier la suite
(up) et en donner un équivalent simple. Pour quels nombres « la série Z sy

est-elle convergente ?
Correction

Exercice 17.
Soit (un)n une suite de réels positifs telle que ) wu, converge. Prouver que

E Vv UnUny1 €st une série convergente.

n>0
Correction

Exercice 18.
Soient (uy,) et (an) deux suites de réels positifs tels que ug > 0 et pour tout

n €N, uptr1 = upn —i— —. Montrer que la suite (u,) converge si et seulement si
Un

la série g an converge.
Correction

Exercice 19.
Nature et somme (si elles convergent) des séries :

L Zln<1—> 2. (In(n+2) +aln(n+1) + bln(n))

) nzl
" avec (a,b) € R?
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Correction

Exercice 20.
Etudier la nature des séries suivantes (pour les derniéres questions, le paramétre
a est réel) :

Lyt o I+ )

n>1 n>2 k=2

2> (1) anGﬁ@ﬂﬂj

n>3 n>2
3. (V/n+1-¥n) 8.3 1"
"= n>1 at+n + )H—H\f
(_1)n 2
4. 2 1
Z nln(n +sin%n) 9. Z sin (Wn—i—an—l—)

n>1
e 2n +1

5. Z n+1\/>

Correction

Exercice 21.
n
Soit u,, = (\/n2+an+2— \/n2+bn+1) avec (a,b) € R2.

1. Déterminer les couples (a,b) pour lesquels 'expression est bien définie pour

tout entier naturel.

2. Etudier la convergence et I’absolue convergence de la série > wy,.
Correction

Exercice 22.
On note p, le nombre de chiffres qui interviennent dans I'écriture décimale
d’un entier n.

1. Montrer que Z

n>1

———— converge et calculer sa somme.
n(n + 1)
2. Soit @ et b deux nombres strictement positifs. Etudier selon le couple (a, b)
la convergence de la série de terme général u,, = a™bP".
Correction
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Exercice 23.
On considére une suite (uy, ), définie par ug €]0, 1] et pour tout entier naturel
N, Uptl = Up€ "7

1. Montrer que pour tout entier naturel n, u, > 0.

n
2. Montrer que Vn € N, Zuk = In(ug) — In(up+1).
k=0
3.

a. Montrer que la suite (uy), est convergente et déterminer sa limite.
b. Déterminer la nature de la série Z Up,.-

4.
a. Montrer que pour tout = € [0, 1],

r<e®—1<uz+222.

b. Montrer que pour tout entier naturel n,

1 1
— — <1+ 2uy.
Un+1 Unp,

1<

1
5. Montrer que u, ~ —.
n

Correction

Commentaires sur ’Exercice 23
Pour la derniére question, on peut le démontrer directement ou utiliser le théoréme de Césaro

présenté en exercice p 20.

Exercice 24.
Soient (a,b,c,d) des réels strictement positifs, (a;,), une suite a termes stric-
tement positifs tels que

On pose B, = In(n*ay,).
1. Montrer qu'’il existe une unique valeur de A pour laquelle la série > (5,41 —
Br) converge.

2. En déduire la nature de la série Z ay, en fonction de la valeur de (a, b, ¢, d).

Correction
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Exercice 25.

1. Soient (ay)n>0 et (bn)ns0 dans (R1)N. On suppose que a, ~ b, et que la
série de terme général a, converge. Montrer que la série de terme général b,

“+oo +o0
converge et que Z ag ~ Z by..
k=n k=n

2n

1
2. Soit, pour n € N*, u,, = Z

Lk + 1

a. Montrer que (uy,) conve;ge. On note ¢ sa limite.

b. Donner un équivalent de u,, — £.
Correction

Exercice 26 (Transformation d’Abel).

1. Soient (ag)r>1 et (bg)r>1 deux suites réelles ou complexes.
n

On pose B,, = Z br. Prouver que :
k=1

n—1

n
> agbe =Y (ak — ar41) B + anBy
k=1 k=1

n

a. Donner la somme Zekw ou g € [0, 2x].

k=1 '
ekl@
k

suivant 6.

b. Etudier la convergence de la série Z
k>1
3. Sans utiliser le critére des séries alternées, montrer que si (ag)r>1 est une
suite de signe constant telle que (|ax|); est décroissante et tend vers 0, la série
Z(—l)kak est convergente.
k>1

k
4. Soit ¢ une bijection de N* dans lui-méme. Donner la nature de Z M

k2
k>1
5. Soit (ay), une suite de réels strictement croissante tendant vers l'infini et
(un)n une suite telle que la série Z uy est convergente. Montrer que la suite

n
E a;U;
=1

Gn

de terme général x,, = est convergente.

Correction
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Exercice 27.

1. Soit (uy), une suite de réels positifs telle que la série > wu, converge. On
o

Un

note R, = Z up et pour n > 1, v, =
k=n+1 n—1
a. Dans cette question, on choisit u, = 55 ; montrer que »  u, converge et

avec o > 0.

1
om
déterminer R,,. Donner la nature de > v, en fonction de a.

b. Dans le cas général, exprimer v, en fonction de R,,, R,—1 et . Donner la
nature de > v, pour a = 1 et en déduire la nature de Z v, pour o > 1.

c. Donner la nature de > v, pour 0 < a < 1.

. . = Un,

2. On suppose désormais que Y u, diverge. On note S,, = Zuk et v, = Sa

k=1 n
pour « > 0. Déterminer la nature de la série de terme général v, en fonction

de a.

Correction

Exercice 28.
Soit f une fonction bijective de classe C! de R dans lui-méme telle que la

n -1
série Z f(ln) converge. On pose S, = Z f(lk) On pose g: x — / xQ(x)
k=1

n
<52n*Sn§7

f(2n) = f(n)

2. Montrer que g est définie et continue sur [f(1), 4o0].

1. Prouver que

3. Prouver que g est intégrable sur [f(1), o0l
Correction

Exercice 29.

Soit f de classe C? sur RT telle que / |f"| et / f convergent.
R+ R+

1. Montrer que f’ a une limite nulle en +oco.

2. Montrer que f a une limite en +o0o. La préciser.

3. Montrer que les séries de terme général f'(n) et f(n) convergent.
Correction

Exercice 30.
On dit qu'un produit infini H(l + b) converge si et seulement si la suite

n +o0o
P, = H(l + bi) est convergente et on note sa limite H(l + by).
k=1 k=1
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1. Soit, pour k € N*, by € R et (ag(n))n>o0 une suite réelle de limite by. On
suppose de plus qu’il existe une suite (mg)g>1 de réels positifs telle que

Vk € N*, Vn € N, |ag(n)| < my

et que la série Y my converge.

1
a. Montrer qu’il existe un rang K & partir duquel 0 < my < 5
“+o0o [ee)
b. Montrer que les produits, H(l + by) et H(l + ag(n)) sont conver-
k=1 k=1
gents.
c. Montrer que :
“+o0o +oo
[T +art) — TI0+00).
k=1 k=1

2. On pose m = 2n + 1.
a. Montrer que pour tout réel z :

sin(ma) = msmxH( Sm”)

sin?(km/m)

+0o0o
b. Déduire des questions précédentes que sinzx = x H
k=1

7/ N\
—
\

Correction
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Chapitre 3

Espaces vectoriels normés

I. Résumé de cours

1. Normes :
(i) Deéfinition d’une norme et exemples.
Définition : N application de E espace vectoriel sur K dans R* est une

norme si et seulement si
(a) Vo € E,N(z) =0 <= 2z = O (axiome de séparation);
(b) Y(\,z) e Kx E, N(Az) = |A\|N(x) (axiome d’homogénéité) ;
(c) Y(z,y) € E>, N(z +y) < N(z) + N(y) (inégalité triangulaire).
Propriétés :
e Si F est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire, ’appli-
cation x — +/(z,x) est une norme sur E.

e Inégalité triangulaire inversée :
V(z,y) € B [N(z) = N(y)| < N(z —y) .
Normes usuelles sur K" :

[z]loc = sup |zsl,[|z]l2 =
1<i<n

n n
Dolzif etz =) |-
i—1 i=1

Comparaison : Yz, |2/l < 2] < v/A 22 < n 2.

(i) Distance associée a une norme. Boules.
Soit (E, N) un espace vectoriel normé. L’application d de E x E dans
R* définie par (z,y) — N(xz — y) est une distance car elle vérifie les

trois propriétés suivantes :
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(a) Y(z,y) € E%, d(z,y) =0 =z =1y
(b) V(z,y) € E?, d(z,y) = d(y, )
(c) Y(w,y,2) € E®, d(x,2) < d(w,y) +d(y, 2)
Définitions :
e Une boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 est ’ensemble
{r e E,N(z —a) <r}.
e Une boule fermée de centre a et de rayon r > 0 est l’ensemble
{re E,N(x—a)<r}.
e Une spheére de centre a et de rayon r > 0 est ’ensemble
{r e E,N(x —a)=r}.
(iii) Parties convexes
Définition : Soit A une partie de E. A est une partie convexe de F si
et seulement si le segment joignant deux points de A est inclus dans A
soit
V(z,y) € A2 Vte0,1], ta+(1—t)yc A
Propriétés :
e Les boules ouvertes ou fermées sont convexes.
e Une intersection de convexes est convexe.
e Les parties convexes de R sont les intervalles.
(iv) Parties bornées

Définition : Soit A une partie de E. A est une partie bornée de (E, N)
espace vectoriel normé si et seulement si il existe M tel que

Vee A, N(z) <M

autrement dit A C By¢(0, M)(boule fermée de centre 0 et de rayon M).

Propriété : Les boules ouvertes et fermées, les sphéres sont bornées.

Définition : Une suite (uy), & valeurs dans E espace vectoriel normé
est une suite bornée si 'ensemble {u,,n € N} est borné.

Définition : Une fonction de X & valeurs dans E espace vectoriel normé
est une fonction bornée si 'ensemble f(X) = {f(z),z € X} est borne.
Propriété : L’ensemble des fonctions bornées sur X & valeurs dans F
normé par ||.| est un sous-espace vectoriel de EX sur lequel on peut

deéfinir la norme infinie suivante || f||s = sup{||f(x)|}
zeX
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2. Suites d’un espace vectoriel normé de dimension finie :
(i) Convergence pour une norme.

Définition : la suite (uy), de E converge pour la norme N vers ¢ si
et seulement si

Ve > 0,3ng tel que n > ng = N(u, —¥) <e.

Si ¢ existe, ce nombre est unique est appelé limite de la suite pour la
norme N ; dans le cas contraire, elle est divergente pour la norme choisie.

Toute suite convergente pour N est bornée pour cette norme.
(ii) Opérations algébriques sur les suites convergentes.
Propriétés :
e [’ensemble des suites de F convergentes pour une norme N est un
espace vectoriel.
e Toute suite extraite d’une suite convergente pour la norme N est
convergente pour la norme N.

(#4i) Suites d’un espace vectoriel de dimension finie

Théoréme : Dans un espace vectoriel de dimension finie, la conver-
)

gence d’une suite et la valeur de sa limite ne dépendent pas de la norme

choisie.

Remarque : la démonstration de ce théoréme est hors programme en PC
ou PC*. Il a pour conséquence qu’on a le choix de la norme utilisée deés
que F est de dimension finie. On ne précise plus alors pour quelle norme
la suite est bornée ou convergente.

Propriété : Pour qu'une suite (u,), d’éléments de E espace vectoriel
normé de dimension finie converge, il faut et il suffit que ses coordonnées
dans une base de E soient convergentes et les coordonnées de la limite
sont alors les limites des suites coordonnées.

3. Un peu de topologie

L’espace vectoriel E est supposé de dimension finie p : I’étude topologique se
rameéne a celle de KP muni d’une norme noteée |.|.

(i) Points adhérents :

Définition : a est un point adhérent & A si et seulement si toute boule
ouverte centrée en a rencontre A ce qui mathématiquement s’écrit :

Vr >0, dz € A tel que ||z —al| <r.

S. Sidaner 29/243 Creative Commons : ® ©



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

(i)

(iii)

L’ensemble des points adhérents & A est appelé 'adhérence de A et est
noté A.

Caractérisation séquentielle des points adhérents :a est un

point adhérent de A si et seulement si a est la limite d’une suite d’élé-

ments de A.
Définition : La frontiére de A est A[| E — A l'intersection de son adhé-
rence et de l'adhérence de son complémentaire. Un point a appartient

a la frontiére de A si est seulement si toute boule ouverte centrée en a

rencontre A et son complémentaire.
Points intérieurs :

Définition : a est un point intérieur a A si et seulement si il existe une
boule ouverte centrée en a de rayon r > 0 incluse dans A ce qui s’écrit
mathématiquement

dr>0tel que [z —a|| <r=2ax€A.

L’ensemble des points intérieurs a A est appelé I'intérieur de A et est
o

noté A.

Remarque : Un point adhérent & A est soit un point intérieur a4 A soit

un point de la frontiére de A. L’intersection de l'intérieur de A et de sa
frontiére est vide.

Définition : U sous-ensemble de F espace vectoriel est un ouvert de F
si et seulement si tout point de U est intérieur & U c’est & dire I(} =U.
Propriétés :

e I et () sont des ouverts.

e Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

e Une union d’ouverts est un ouvert.

e Une boule ouverte est un ouvert.
Parties fermeées :

Définition : F' sous-ensemble E espace vectoriel est un fermé de F si et
seulement si E — F' est ouvert.

Propriétés :
e F et () sont des fermés.
e Une union finie de fermés est un fermé.

e Une intersection de fermés est un fermé.
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o A est fermé si et seulement si A = A.
e Une boule fermée est un fermé.

e Une sphére est un fermé.

Caractérisation séquentielle des fermés : Un sous-ensemble de
est fermé si et seulement si toute suite convergente de F' converge dans

F.

4. Limite d’une application en un point adhérent :
(i) Définition :
Définition : Soient f une application de A sous-ensemble de E espace
vectoriel normé par Ng dans F' espace vectoriel normé par Ng et a un
point adhérent & A. f admet pour limite b en a si et seulement si

Ve > 0, Ja tel que Np(z —a) < aet x € A= Np(f(x) —b) <ce.

Propriétés :

e Lalimite lorsqu’elle existe est unique. On note b = lim f(z) = lim f.
T—a a

e Sia est élément de A, la seule limite possible est f(a).
Silim f = f(a), f est dite continue en a.
a

e Si f a une limite en a, f est bornée au voisinage de a.

e Si F et F sont de dimension finie, I'existence d’une limite et sa

valeur ne dépendent pas du choix des normes.

(ii) Caractérisation séquentielle
Caractérisation séquentielle de la limite : Soient E et F deux
espaces vectoriels de dimension finie sur R ou C. f, application de

A C FE dans F a pour limite b en a point adhérent a A si et seulement
d’éléments de A de limite a, la

si pour toute suite d’éléments (ay ),
suite (f(an))n est une suite convergente de limite b.
Caractérisation séquentielle de la continuité :f est continue en a si et
seulement si pour toute suite d’éléments (a, ), d’éléments de A de limite
a, la suite (f(an))n est une suite convergente de limite f(a).

Propriétés :
e f a une limite en a si et seulement si les coordonnées de f dans une
base B de F' ont une limite et les coordonnées de la limite de f dans

la base B sont les limites des coordonnées de f.
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e f est continue en a si et seulement si ses coordonnées dans une base

B de F sont continues en a.

(1i) Opérations algébriques.
Propriétés : E et F sont supposés de dimension finie (dans le cas

contraire, il faudrait préciser les normes utilisées).

e Si f et g sont deux applications de A C E dans F' ayant pour limite
b et ¢ en a, pour tout couple de scalaires «a et 5, af + Sg a comme
limite en a ab + Be.

e Si I' =R ou C, la limite en a de fg est be.

e Composition de limites : Soit f: ACE— Fetg: BCF— G
avec f(A) C B. Soit a un point adhérent de A et b =lim f. Alors b
est adhérent a B et si ligng =¢, limgo f =c.

a

5. Applications continues :
(i) Structure de C(A,F).

Définition : Une application définie sur A C F dans F' (F et F espaces
vectoriels sur K) est continue sur A si et seulement si elle est continue

en tout point de A.
L’ensemble des fonctions continues de A dans F' est noté C(A, F).
Propriétés :

e C(A, F) est un espace vectoriel sur K.

e C(A,K) est une algebre sur K.

(ii) Cas des fonctions numeériques.

Propriété :
Si f est une application continue de E dans R, alors I’ensemble défini
par {z € E, f(z) > 0} = f~}(R**) est un ouvert et les ensembles définis
par {z € E, f(z) = 0} = f71(0) et {x € E, f(x) >0} = f~1(RT) sont
fermeés.
En remplacant f par —f ou f — a ou a est réel, on obtient que les
ensembles définis par {z € E, f(z) > a} ou {z € E, f(z) < a} sont des

ouverts et les ensembles définis par {z € E, f(z) = a} (soit f~(a)),
{r e E, f(z) >a}{z € E, f(z) < a} sont fermeés.

Théoréme : Soit f une application continue de A partie fermée et

bornée de F dans R, f est bornée et les bornes sont atteintes.
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(iii)

(iv)

(v)

Applications lipschitziennes.

Définition :Soit k£ un réel positif. f application de A C E espace vec-

toriel normé par Ng dans F' espace vectoriel normé par Np est dite
k-lipschitzienne si et seulement si

V(z,y) € A% Np(f(z) — f(y)) < kNp(z —y) .

Une application de A C E espace vectoriel normé par Ng dans F espace
vectoriel normé par Np est lipschitzienne si il existe un nombre réel k

pour lequel elle est k-lipschitzienne.
Lorsque E et F sont de dimension finie, le caractére lipschitzien ne dé-
pend pas des normes; par contre, le nombre k dépend de celles-ci.
Propriétés :
e L’application z — N(x) de E espace vectoriel normé par N est
1-lipschitzienne.
e Une composée d’applications lipschitziennes est lipschitzienne.
e Toute application lipschitzienne (pour des normes) est continue
pour ces normes.
Continuité des applications linéaires.

Propriété : Si f est une application de R dans lui méme continue en 0 et
vérifiant pour tout couple (z,y) de réels f(z +y) = f(x) + f(y), alors f
est linéaire.

Théoréme : Si [ est une application linéaire entre E et F, espaces

vectoriels de dimension finie, f est lipschitzienne donc continue.

Continuité des applications multilinéaires.

Propriétés :
e Toute application multilinéaire sur K™ dans F' est continue.
e Le déterminant est une fonction continue.

e Toute fonction polynomiale de n variables (donc définie sur K"™) est
continue.
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II. Exercices

Les indications sur certains de ces exercices débutent page 95.

1. Normes sur un espace vectoriel
La correction de ces exercices débute page 138.

Exercice 31.
Soient @, %/, Z trois vecteurs d’un espace vectoriel F normé par ||| tels que

T+ 7—1— Z = 6> Montrer que :

\\7—7II+H7—7H+H7—7HZg(ll?ll+ll7ll+ll7ll)-

Correction

Exercice 32.

Soit E un espace vectoriel réel normé. Montrer que les boules ouvertes B(a, r)
et B(d,r) sont égales si et seulement si a = a’ et r =1,

Correction

Exercice 33.

. |z + ty]
Soit Ny : (z,y) — sup ———— et Nyi(z,y) =sup ——
0:(z,y) te[(ﬁ]lHHQ 1(z,y) i

1. Montrer que Ny et Ny sont des normes sur R2.

2. Dessiner les boules unités fermées pour ces normes.
Correction

Exercice 34.

Soit n > 2. Montrer qu’il n’existe pas de norme N sur M,(R) vérifiant
N(AB) = N(A)N(B) pour tout couple de matrices (4, B).

Correction

Exercice 35.
On munit £ = R,[X] d’une norme euclidienne ||.|| (donc associé a un produit
scalaire (,).

1. Prouver que pour tout couple de polynoémes (P, Q) de E, on a :

1P+ QI+ 1P = QlI* =2(IPI* + Q%)
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2. Soit ag, -+, a, n+ 1 réels deux & deux distincts.
n
On pose || Plla = > _ |P(a)l-
k=0

a. Prouver que ||.||o est une norme.

b. Donner les polynémes L; de E tels que L;(a;) = d;; (qui vaut 1 si i = j
et 0 sinon.

c. Calculer ||L; + Lj|la, |[Li — Lj||la; ||Lilla- En déduire que ||.||o n’est pas
une norme euclidienne.

n
3. On pose ||P|, = ZP(ak)Q.
k=0

a. Montrer qu’il s’agit d'une norme euclidienne.
b. Déterminer un couple de réels strictement positifs e et f tels que pour
tout polynéome P de E' :

el Plla < [1Plla < fIIPIlG:

Correction

Exercice 36.

Soit K une partie convexe fermée bornée de R? symeétrique par rapport a
O = (0,0) et admettant O comme point intérieur. Pour tout 2 € R2, on pose
N(z) :inf{t>o | %GK}

1. Vérifier que N(x) est bien défini pour tout = de R? et est un minimum si z
est non nul.

2. Montrer que N est une norme sur R2. Identifier la boule unité fermeée de E

pour cette norme.
Correction

Exercice 37.

1. Soient p €]1,+oc[, t € [0,1] et (z,y) € R%. Montrer que

[tx + (1 = )yl’ < tfxf” + (L= t)[yl” .

2. Siz = (z1,22) € R?, on pose ||z]l, = (|x1]P + |z2[?)'/P.
a. Montrer que « — ||z||, vérifie les axiomes de séparation et d’homogénéité.
b. Soit B = {z € R, ||z||, < 1}. Montrer que B est convexe.
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c. En déduire que || ||, est une norme.

3. Pour quelles valeurs de p cette norme est-elle euclidienne 7

Correction

2. Suites vectorielles

La correction de ces exercices débute page 144.

Exercice 38.
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et (@y)n, (7n)n deux
suites de vecteurs telles que :

VneN, 771 est colinéaire & 77“ lim 771 = 7, lim 7,1 =7.

n—oo n—oo

Montrer que U et U sont colinéaires.
Correction

Exercice 39.

Soit A une matrice carrée réelle d’ordre p. I, désigne la matrice identité d’ordre
.

1. On suppose que la suite de matrices : A, = I, + A+ A%+ ...+ A" converge
vers une matrice B. Montrer que I, — A est inversible, et B = (I,—A)~1.

2. La réciproque est fausse, c’est a dire que la suite (A,) peut diverger méme
si I — A est inversible. Chercher un contre-exemple.
Correction

Exercice 40.

Soit E un espace vectoriel normé sur C de dimension finie. Soit A un complexe
de module strictement supérieur a 1 et (Z,), une suite d’éléments de E. Prou-
ver que la suite (), est convergente si et seulement si la suite (Z,, + Anii)n
est convergente.

Correction

3. Topologie
La correction de ces exercices débute page 146.

Exercice 41.

Les parties suivantes sont-elles ouvertes ? fermées ? bornées? convexes?

1. A= {(z,y) € R? tel que vy = 1}.
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2. A" = {(z,y) € R? tel que zy < 1}.
3. B = {(x,y) € R? tel que 2> + zy + 3> < 1}.

4. C = {z € C tel que RNe(2?) < 1}.
Correction

Exercice 42.
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et C' une partie convexe

I o
de F non vide. Montrer que C et C sont des convexes de E.
Correction

Exercice 43 (Sous-groupes de R).
1. Soit G un sous-groupe additif de R non réduit & {0}. On pose

a=inf(GNRY).

a. Montrer que a existe et est élément de G.
b. Vérifier que si a > 0, G = aZ et si a = 0, G est dense dans R (autrement
dit tout réel est un point adhérent a G).

2. Montrer que si « et 8 sont non nuls, aZ+ 57 est dense dans R si et seulement

éeR—Q
a
3. Soit f € C(R,R) et P(f) 'ensemble de ses périodes. Montrer que P(f) est
un sous groupe fermé de (R, 4). On suppose que a et b appartiennent a P(f)

avec % ¢ Q, que dire de f7

si

4. Soient f et g des fouctions continues de R dans R; on suppose que f est
périodique de période a et que g est périodique de période b avec 3 ¢ Q et
que f+ g est périodique de période ¢ # 0. En étudiant A(z) = f(x+c¢) — f(x)
montrer que f ou g est constante.

Correction

Exercice 44. 1

n+1
1. Montrer que les limites L possibles de (un(a)), sont 0, 1 et 4-o0.

Soit (un(a)), définie par u(a) = a > 0 et upy1(a) = uy(a)? +

2. On note Er, = {a > 0, lirf un(a) = L}. Montrer que Ey, E; et Ey sont
n—-+00
des intervalles de R.

3. Montrer que |14-00[C E4, puis montrer que E o, est un ouvert.
Correction
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Exercice 45.
Soit P un polynéme non constant de K[X]. On note Qp I'ensemble des éléments
c de K tels que le polynéme P + c est scindé & racines simples dans K.

1. Dans cette question K = C. Montrer que I’ensemble C\ Qp est fini.

2. Dans cette question, K = R. Montrer que 2p est vide ou est un intervalle
ouvert de R. Quels sont les polynémes pour lesquels Q2p n’est pas borné?
Correction

4. Continuité d’applications d’une variable réelle

La correction de ces exercices débute page 150.

Exercice 46.
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans lui-méme telle que

(R) Y(z,y) € (0,1, [f(z) = f(y)| = |z —y] .

1. Etudier linjectivité de f puis sa surjectivité.
2. Quelles sont les fonctions vérifiant les hypothéses ?
Correction

Exercice 47.

Soit f une fonction continue en 0 et 1 telle que Yz € R,f(z) = f(2?). Prouver
que f est constante.

Correction

Exercice 48.
Soit f continue sur R a valeurs dans R et vérifiant :

(R) :V(x,y) €R2, flz+y)fz—y) = (F2) ).

1. Montrer que si f(0) =0, alors f = 0.
2. Montrer que si f s’annule en a, alors f(0) = 0.

3. Trouver les fonctions f solutions. (on pourra poser g = In|f|. )
Correction

Exercice 49 (Théoréme du point fixe).
Soit f une application de I dans I lipschitzienne de rapport k < 1 ot I est un
intervalle fermé de R.
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1. Soit ug € I. On pose u, = f(un—1). Montrer que la série Z(unH — Up) est
absolument convergente. En déduire que la suite (uy) est convergente et que
sa limite £ est un point fixe de f.

2. Montrer que ¢ est I'unique point fixe de f dans 1.
Correction

5. Continuité d’applications définies sur un espace vectoriel
La correction de ces exercices débute page 152.

Exercice 50.
Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que ’application de E dans E

définie par x — est 2-lipschitzienne.

‘ max(1, [|z])
Correction

Exercice 51.

Soit f une application continue de E dans R. Montrer que 'image par f d’un
convexe de F est un intervalle de R.

Correction

Exercice 52 (Distance a un sous-ensemble).
Soit E un espace vectoriel normé par ||.|| de dimension finie. Soit A une partie
non vide de E.

1. Soit z un élément de E. Vérifier 'existence de inf{||z — y|,y € A}. Ce
nombre est noté d(z, A).

2. Vérifier que I’application x +— d(z, A) est continue.
3. Prouver que d(z,A) =0 <z € A.

4. Si B est une autre partie non vide de E telle que ANB = BN A = (), prouver
Pexistence de deux ouverts disjoints U et V tels que A C U et BC V.

5. Si A est un fermé borné non vide, prouver ’existence d’un élément y, de A
tel que d(z, A) = ||z — y.||. Vérifier que ce résultat demeure si A est fermé non
vide.

6. Si E est muni d’'une norme euclidienne, et A une partie convexe de FE,
prouver que si il existe yg € C tel que d(z,C) = ||z — yol|, cet élément est
unique.
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7. Soit F' un fermé de R™ et » > 0. On pose F' = U By (z,r). Montrer que

el
F' est fermé. (By : boule fermée).

Correction

Exercice 53.
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, K une partie bornée fermée non vide
de F et f: K — K telle que :

V(@ Y) e K T # Y = |/(T) - fDI <17 -7

Montrer que f posséde un unique point fixe.
Correction

Exercice 54 (Fonction tendant vers +oo a I’infini. ).

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et f une application de £
dans R continue. On suppose que f a pour limite +oo lorsque ||z|| tend vers
400 c’est a dire :

VAeR, 3 BeRtelqueVer € E, |[z|| > B= f(z)> A.

1. On prend A = f(0) et B le nombre correspondant. Montrer que
inf{f(z),z € E} = inf{f(x),||z] < B}. En déduire que f admet un mi-
nimum.

2. Soit E = R, [X] et g une application de S = [a, b] avec a # b dans R bornée.
Montrer quil existe P € E tel que ||g — P||sc = sup{|g(t) — P(t)|, t € [a,b]}
soit minimal. (P est appelé un polynéme de meilleure approximation de g sur
[a, b]).

Correction
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Chapitre 4

Dérivation de fonctions
vectorielles

I. Résumé de cours

La dérivabilité et les notions adjacentes sur les fonctions de R dans R ou C
sont supposées connues. Toutes les fonctions sont définies sur un intervalle I
de R et a valeurs dans R"™ ou C.

1. Dérivabilité d’une fonction :
(i) Deérivabilité en un point :

Définition : f est dite dérivable en a € 1 si et seulement si
1 T — (@
T—a Tr — a

notée f'(a).

Propriété : Une fonction dérivable en un point y est continue.

existe et cette limite appelée dérivée de f en a est

(#7) Deérivabilité sur un intervalle :

Définition : f est dite dérivable sur [ si et seulement si elle est dérivable
en tout point de I.

Propriétés :
e f est dérivable sur I si et seulement si ses applications coordonnées

le sont.

e Toutes combinaison linéaire de fonctions dérivables en un point a

est dérivable en a.
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(iii)

e Soit f continue sur I et dérivable sur 'intérieur de I. f est constante
si et seulement si f = 0.

Définition : f est dite de classe C' si et seulement si f’ existe et est
continue sur [.

Propriété : C1(I,R™), ensemble des fonctions de classe C! de I dans
R"™, est un espace vectoriel sur R pour lequel I'application dérivation
de C(I,R™) dans C(I,R") est linéaire.

Théoréeme de la limite de la dérivée : Si f, continue de I dans R,

est dérivable sur I\ {a} et si f/(z) tend vers ¢ (réel ou infini) lorsque

/(@) - f(a)
T—a

¢ est réel, f est dérivable en a et f'(a) = £ et si f est de classe C! en

dehors de a, elle est de classe C! sur 1.

x tend vers a, alors tend vers £ lorsque x tend vers a. Si

Ce théoréme peut s’étendre aux fonctions & valeurs dans R™ en passant
composante par composante.

Opérations sur les fonctions dérivables

Propriété : Soit f une application de I dans R™ et L une application
linéaire de R™ dans RP. Si f est dérivable en a, L o f, la composée de L
et f, est dérivable en a et

(Lo f)'(a) = L(f'(a)) = Lo f'(a) .

Aussisi f € CH(I,R™), Lo f € C}(I,RP).

Théoréme : Soit B une application bilinéaire de R™ x RP dans RY.
Soit f application de I dans R™ et g application de I dans RP. Si f et
g sont dérivables en a, 'application

®:] — R
z — B(f(z),9(x))

est dérivable en a et

®'(a) = B(f'(a),9(a)) + B(f(a).g'(a)) -

De plus, si f et g sont C', il en est de méme de ®.

Corollaires :

e Si f et g sont deux fonctions de classe C' de I dans R™ muni de
sa structure euclidienne, application z — (f(x), g(x)) de I dans R
est C! et de dérivee z — (f'(z), 9(z)) + (f(z), ¢ (x)).
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(i)

e Si f et g sont deux fonctions de classe C! de I dans R?, I'application
x + det(f(x),g(x)) de I dans R est de classe C' et de dérivée

x = det(f'(x), g(x)) + det(f(x), ¢'(x)).
Théoréme : Soient ¢ application de J, intervalle de R, dans I, inter-

valle de R, dérivable en a et une application f de I dans R™ dérivable en
¢(a). La composée foyp est dérivable en a et (fop)'(a) = ¢'(a)f'op(a).
De plus, si f est de classe C! sur I et ¢ de classe C! sur J, f o est de

classe C! sur J.

Corollaire : Si f est une application de classe C! de I dans R™ espace
euclidien ne s’annulant pas, 'application z +— || f(z)|| est de classe C' et

(f'(x), f(x))
IF@)I

de dérivée x —

Fonctions de classe C* :

Définition et premiéres propriétés.

Définition : f est dite de classe CF si et seulement si f est de classe
CF1 et f=1) est de classe CL. f est dite de classe C* si et seulement si
f est dérivable a tout ordre.

Propriété : Soit 0 < k < oo. C*(I,R™), ensemble des fonctions de classe
C* de I dans R™ est un espace vectoriel.

Ezxtension du théoréme de la limite de la dérivée : Si f, application
continue de I dans R, est de classe CP sur I\ {a} et si, pour tout k& < p,
f%)(z) tend vers ¢}, (réel) lorsque x tend vers a, f est de classe C? sur I
et pour tout k < p, f¥)(a) = .

Opérations sur les fonctions de classe C* :

Théoréme (Formule de Leibniz) :
Soit B une application bilinéaire de R™ x RP dans R?. Soit f application
de I dans R™ et g application de I dans RP. Si f et g sont de classe
C*. Vapplication
®:] —R?
z — B(f(2),9())

k
est de classe CF et ®(F) = Z <E>B(f(i)’g(k—j)).
; J
7=0

Corollaire : C¥(I,R) est une algébre sur K.

Propriété : Si f est une fonction bijective de classe C* de I intervalle de
R dans J intervalle de R dont la dérivée ne s’annule pas, f~! est une
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3.
(i)

(i)

(iii)

application de classe C* sur J.

Théoréme : Soient ¢ application de classe C* de J, intervalle de R,
dans I, intervalle de R, et une application f de classe C* de I dans
R™. L’application composée f o ¢ est une application de classe C* de
J dans R™.

Arcs paramétrés
Définitions
Définition : Soit 1 < k < 0.

Un arc paramétré de classe C* est la donnée d’un couple (I, f) avec
I intervalle de R et f une application de classe C* de I dans F
espace vectoriel normé de dimension 2 ou 3.L’ensemble I' = f(I)
est le support ou la trajectoire de cet arc paramétré.

My = f(to) est un point simple de I" si My n’est I'image que de tg
par f, sinon c’est un point multiple.

Ce point est régulier si et seulement si f/(¢o) # 0.

Si tous les points sont simples (respectivement réguliers), 1’arc para-
métré est dit simple (respectivement régulier).
Tangente & une courbe :
Définition : Soit A(¢) une droite passant par un point A de vecteur di-
recteur 7(1&) de limite non nulle 7 lorsque ¢ tend vers a. La droite D
passant par A de vecteur directeur V' est la droite limite de A(t) en a.

Définition : Soit (I, f) un arc paramétré de classe C*. Soit My = f(to).
Soit Dy la droite passant par My et M = f(t). Si D; a une droite comme

limite lorsque ¢ tend vers ¢y, cette droite limite est appelée tangente a
T' en M.

Propriété : En un point régulier My = f(to) de 'arc paramétré (I, f), la
tangente a pour vecteur directeur f’(to).

Remarque : pour les courbes planes, y = ¢(x) tous les points sont régu-
liers et un vecteur tangent est (1, ¢'(x)).

Plan d’étude d’une courbe plane :

Soit I' une courbe plane d’équation x = f(t) et y = g(t) avec f et g
suffisamment réguliéres ou autrement définie par les points M = F(t)
avec F'(t) = (f(t),g(t)). Pour tracer ', voici un plan d’étude :
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e Détermination du domaine de définition de F' et de sa classe.

e Détermination d’un domaine propre (D est un domaine propre si il
n’existe pas deux intervalles I et J ouverts inclus dans D tels que
F(I) = F(J)).

e Détection d’éventuelles propriétés de I' et notamment les symétries
pour réduire le domaine d’étude De.

e LEtude des variations de x et y sur D,.

e Etude des éventuelles asymptotes.

e Suivant la précision souhaitée et ’allure de la courbe, on peut dé-
terminer les points d’intersection avec les axes, les points multiples
et les tangentes en ces points.

e Tracé de I

II. Exercices sur la dérivation

Les indications sur certains de ces exercices se trouvent a la page 97.

1. Dérivabilité de fonctions a valeurs réelles

La correction de ces exercices commence page 155.

Exercice 55.
Soient a et b deux réels tels que a < b.

1. Soit g et ¢ deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b[. Donner
la dérivée de z — g(z)e?®),

2. Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b] telle que
f(a) = f(b). Montrer I'existence d’un réel ¢ appartenant a |a, b[ tel que

fle) = f(b)

f/(c): (C—b)2

3. Soient f et g deux fonctions réelles continues sur [a,b] telles qu’il existe

t
a > 0 vérifiant Vt € [a,b], f(t) < g(t) + a/ f(s)ds. Prouver que :
t
£ < 9(0) + e [ gls)eods

Correction
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Exercice 56.

Soient a et b deux réels positifs. On définit deux suites (uy)n et (vn), par

Up + VU
ug = a, vg = b, et pour n > 0, up41 = % et Upt1 = /UnUn.

1.
a. Montrer que les deux suites sont adjacentes pour n > 1. On désigne par
¢(a,b) leur limite commune.
b. Vérifier que ¢(a,b) = £(b,a) et que {(Aa, \b) = M(a,b) pour tout A réel
positif.
2. On pose f(x) = 4(1,x).
2

a. Calculer f(0), f(1) puis f(1/x) et f <1:_/i> en fonction de f(x).

z+1
b. Vérifier que pour tout z, v/z < f(z) < i

a. Soit g : RT* — R croissante. On suppose que x — g(x)/z est décroissante.
Montrer que g est continue.

b. Etudier la monotonie de f. En déduire que f est continue sur R1*.

c. Prouver que f est continue en 0.

4. Montrer que f est dérivable en 1. Est elle dérivable en 07

5. Donner le comportement asymptotique de f en +oo et ’allure générale de
la courbe en précisant les tangentes en 0 et 1.
Correction

Exercice 57.
Démontrer que la fonction f définie par

1
exp (x2 — 1> pour |z|<1

0 pour |x|>1

fz) =

est de classe C*°.
Correction

Exercice 58.
Soit, la fonction f : x — (Arcsin(x))?.

1. Vérifier que

Ve €] — 1,1[, (1 — 2?) f"(z) =z f' (x) + 2.
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2. En déduire que, pour tout n, f?+2)(0) = 227+1 (n!)2 puis

n

(2k)!(2n — 2k)! _2intl(p))?
Z (2k+1)(2n — 2k + 1) ((k!(n — k)1)2)  (2n+2)! °

k=0

Correction

2. Dérivabilité de fonctions vectorielles

La correction de ces exercices commence page 159.

Exercice 59.

Soit f 1 &+ ———.
AR A A

1. Montrer que : Vn € N, Vz € R,

f(z)| <nl.
2. Montrer que f(™ a n racines réelles et les déterminer.
Correction

Exercice 60.

Soit E = R™ muni de sa structure euclidienne et F une fonction de classe C*
de I = [a,b] dans E.

1. Prouver que si F(a) = F(b), il existe ¢ €]a, b] tel que F(c) et F'(c) sont des
vecteurs orthogonaux.

2. On suppose E de dimension 3.Prouver que si F'(a) et F(b) forment une
famille libre, alors il existe ¢ tel que F'(c) € Vect(F(a), F (b)), espace vectoriel
engendré par F'(a) et F(b). Est-ce vrai si F est de dimension n > 37
Correction

Exercice 61.
1
1. Calculer, pour p et ¢ entiers naturels, I, , = / 2P (1 — x)%dx.
0

1

(i4+75—2)!

avec 1 < i <n+4+1le 1l <j < n+ 1. Calculer son déterminant A,. On

introduira D,,(z) déterminant de la matrice M, (x) obtenue en remplacant la
" $n+1 x2n

! (n+1) 7 (%)!)'

2. Soit A,, la matrice carrée d’ordre n + 1 de terme général a; ; =

derniére ligne de A,, par : (

Correction
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3. Arcs paramétrés
La correction de ces exercices commence page 162.

Exercice 62.
Soit

z(t) =a cos®(t)
y(t) =bsin3(t)

avec a et b réels strictement positifs. On désigne par I' 'ensemble F(R) avec
F =t (2(t),y(0)):

y(t)
z(t) —a
Déterminer la limite de m lorsque ¢ tend vers 0. En déduire la tangente & I' en

A.

2. Etudier et tracer la courbe T.

1. Montrer que A = F'(0) n’est pas un point régulier de I'. Soit m(t) =

3. Prouver que deux normales passent par O et donner leurs équations. Dé-
terminer une condition nécessaire et suffisantes pour que ces normales soient
perpendiculaires.

Rappel : la normale en un point de la courbe est la droite passant par ce point
orthogonale a la tangente.

Correction

Exercice 63.
Soit I" 'arc paramétré d’équations

xz(t) = 3cos(t) + 3cos(2t) + cos(3t)
y(t) = 3sin(t) + 3sin(2t) + sin(3t)

Ftudier et tracer I' en précisant les points d’intersection avec 1’axe des abscisses
et ceux a tangente horizontale ou verticale.
Correction

Exercice 64.

_ _ z(t) = lIn(sin(t)) — 2sin(t)
Soit I I'arc paramétré d’équations .
y(t) =sin(2t)

Etudier et tracer T.

Correction
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Chapitre 5

Suites et séries de fonctions

I. Résumé de cours

Dans tout ce chapitre, les fonctions f,, sont définies sur un intervalle I de R et
& valeurs réelles ou complexes.

1. DModes de convergence :
(i) Convergence simple d’une suite de fonctions.

Définition : Une suite de fonctions (f,), converge simplement sur I vers
f si et seulement si pour tout = de I, la suite (f,(z)), converge vers
f(@).

(i) Convergence uniforme d’une suite de fonctions
Définition : Soit (fy)n une suite de fonctions définies sur I convergeant

simplement vers la fonction f sur I. La convergence est dite uniforme
sur I si et seulement si

Ve, Ing, n > ng = Va € I,|fn(z) — f(z)] <€

ce qui revient a dire que (f,), converge vers f pour la norme |.| o,
appelée norme de la convergence uniforme.
Propriétés :
e (fn)n converge uniformément vers f sur I équivaut & la suite de
terme général g, = f — f, converge uniformément vers la fonction

nulle sur I.

e Si il existe une suite «;, de limite nulle telle que ||fy||c0 < an, la

suite (fy)n converge uniformément vers la fonction nulle.
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e Si il existe une suite (x,), d’éléments de I telle que la suite
(fn(zn))n ne converge pas vers 0, (f,), ne converge pas unifor-
mément vers 0.

(1i) Modes de convergence d’une série de fonctions.
Définitions : Soit (fy)n une suite de fonctions définies sur I intervalle de
n
R. On pose S, = ka
k=0
° Z fn converge simplement (respectivement uniformément) vers f

si la suite (S,), converge simplement (respectivement uniformé-
ment) vers f.

° E fn converge absolument si la série g | fn] est convergente, au-

trement dit si en tout point x de I, la série Z fn(x) est absolument
convergente.

e Une série Y f, de fonctions réelles ou complexes définies sur [ in-
tervalle de R et bornées est dite normalement convergente si et
seulement si la série Y || fnloo,r €st convergente.

Propriétés :
e Si il existe une série numérique Z a, convergente telle que
| frlloor < an, la série Z fn converge normalement sur 1.
e Siil existe une suite (x,,), telle que > | frn(xy,)| diverge, la série n’est

pas normalement convergente.

Lien entre les différents modes de convergence :

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur I intervalle de R et Z fn
la série associée. Voici le lien entre les différents mode de convergence de
la série :

Convergence normale sur I = Convergence uniforme sur [

Y 4
Convergence normale Convergence uniforme
sur tout segment S C [ sur tout segment S C [
4 4
Convergence absolue = Convergence simple
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2. Reégularité de la limite d’une suites de fonctions

(i) Continuité et convergence uniforme.

Théoréme La limite d'une suite de fonctions continues sur I conver-
geant uniformément sur I est continue sur I.

La continuité étant une notion locale, il en découle une version plus
forte : La limite d’une suite de fonctions continues sur I convergeant
uniformément sur tout segment inclus dans I est continue sur 1.

(i1) Interversion limite-intégrale :
Théoréme d’interversion limite et intégrale sur un segment :
Si une suite (f,,) de fonctions continues converge uniformément vers f

sur [a, b] alors

/a " lim fa(t)dt = lim / ’ Fo(t)dt.

n—-4o00 n—-+4o0o

(#4i) Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions :

Théoreme :

Si (f,) est une suite de fonctions de classe C! sur I qui converge simple-
ment sur [ vers [ et telle que la suite (f]) converge uniformément
vers h sur tout segment inclus dans I, alors la suite (f,,), converge
uniformément vers f sur tout segment inclus dans I, f est de classe C!

sur I et f' = h.

On obtient alors I'extension aux fonctions de classe CF

Théoréme de régularité de la limite :

Si (fn) est une suite de fonctions de classe C* sur I qui converge sim-
plement sur I vers f, telle que les suites ( T(Lj)) pour 1 < j<k—-1
convergent simplement vers des fonctions h; et ( fﬁk)) converge unifor-

mément vers hy, sur tout segment de I, alors f est de classe C* et pour
1<j <k, f9 = h;

Remarque : toutes les suites ( 7(Lj ))n pour 1 < 5 < k — 1 convergent

uniformément sur tout segment inclus dans I.
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3. Régularité de la somme d’une série de fonctions

(i) Continuité de la somme :

Théoréme :

Si Z fn converge uniformément vers f sur I et si, pour tout n, f, est
+o00

continue sur I, alors f = Z frn est continue sur 1.
n=0

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur tout segment de I.

(7) Intégration terme a terme d’une série de fonctions :

Théoréme d’intégration terme a terme sur un segment :
Soit (fy) une suite de fonctions continues sur [a,b]. Si la série E fn
converge uniformément sur [a, b] alors la série des intégrales est conver-

gente et on a :

b too +oo b
/ Z fn(t)dt = Z/ fn(t)dt'
@ n=0 n=0v%

(#4i) Dérivation terme a terme d’une série de fonctions :

Théoréme de dérivation terme a terme d’une série :
Soit (f,,) une suite de fonctions de classe C! sur I. Si la série g fn

. . L. / . 4
converge simplement sur I et si la série g f,, converge uniformément

+00 oo
sur I, alors Z fn est de classe C! sur I et sa dérivée est Z fr.
n=0 n=0

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur tout segment de I.
Extension aux fonctions de classe C* : Si (Z fn) est une série de
fonctions de classe C* sur I qui converge simplement sur I vers f et telle

que les séries Z fT(Lj) pour 1 < 5 < k — 1 convergent simplement vers

des fonctions h; et Z fff) converge uniformément sur tout segment de

I vers hy, alors f est de classe C¥ et pour 1 < j < k,fU) = Zj}(lj).
n=1

Cas de fonctions de classe C* : Si Z fn est une série de fonctions
n>0
de classe CT° sur I qui converge simplement sur I vers f et dont toutes
les séries dérivées Z fT(LJ ) convergent uniformément sur tout segment de
n>0

oo
I, alors f est de classe C* et pour tout entier j non nul, f) = Z féj).
n=0
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4. Suite et séries de fonctions intégrables :

(i) Théoréme de convergence dominée :

Théoréme de convergence dominée :
Si (fn) est une suite de fonctions continues par morceaux sur I conver-
geant simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux et
telle qu’il existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable
sur I verifiant |f,| < ¢ pour tout n, alors les fonctions f, et f sont
intégrables sur I et :

/1 falt)dt ——— /I F(t)dt.

n—-+o00

Remarque : ce théoréme peut s’appliquer aux sommes partielles d’une
série.

Soit (fn)n une suite de fonctions de Cy, (I, K) (Z frn)n qui converge
simplement sur I vers une fonction f de Cp(I,K) sur I. Si il existe

n
¢ € Cn(I,R) intégrable sur I telle, pour tout entier n, |ka| < @,

k=0
alors les fonctions f, et la fonction f sont intégrables sur I et

+oo0
/Ifznzzo/]fn

(7) Intégration terme a terme d’une série :

Théoréme d’intégration terme a terme d’une série :
Soit (fn)n une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes conti-
nues par morceaux et intégrables sur I telle que Z fn converge sim-
plement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I et

telle que la série Z / | fn| converge, alors f est intégrable sur I et
I

+oo
Jo=x )
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5.

Intégrales a paramétre :

b
On s’intéresse aux fonctions de la forme g(z) = / f(z,t)dt ("z" est un para-
a

meétre pour U'intégrale)

(i) Continuité sous le signe /

Théoréme de continuité des intégrales a paramétres :
Si I et J sont deux intervalles de R et f une fonction définie sur I x J,
telle que :

e pour tout x € I, t — f(x,t) est continue par morceaux sur J ;
e pour tout t € J, x +— f(x,t) est continue sur [ ;

e il existe une fonction ¢ positive, continue par morceaux et in-
tégrable sur J, telle que pour tout (z,t) € I x J, on ait

|f(z,t)] < o(t);

alors la fonction x — / f(x,t)dt est continue sur I.
J

Version avec hypothése de domination plus faible :

Si I et J sont deux intervalles de R et f une fonction définie sur I x J,
telle que :

e pour tout x € I, t — f(x,t) est continue par morceaux sur J ;
e pour tout t € J, z — f(x,t) est continue sur [ ;

e Pour tout segment S inclus dans I, il existe une fonction positive
g, continue par morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout
éléement (z,t) de S x J, |f(z,t)] < ps(t).

alors la fonction x / f(z,t)dt est continue sur I.
J

Attention : la restriction a un segment se fait sur 'intervalle donnant le
domaine de définition de F' : x — / f(z,t)dt et jamais sur ’intervalle
J

d’intégration J.
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(i7) Dérivation

Théoréme de dérivation des intégrales G paramétre :
Si I et J sont deux intervalles de R et f une fonction définie sur I x J,
telle que :

e Pour tout = € I, t — f(x,t) est continue par morceaux et inté-
grable sur J;

e Pour tout ¢t € J, x + f(x,t) est de classe C! sur I;

of

e Pour tout x € I, ¢t — a—( ,t) est définie et continue par mor-
T

ceaux sur J;

e [l existe une fonction ¢ positive, continue par morceaux et in-
tégrable sur J, telle que pour tout (z,t) € I x J, on ait

L 0| < vt

alors la fonction g : x — / f(z,t)dt est de classe C* sur I et on a sur

I:
/83:

Remarque : '’hypothése de domination peut étre affaiblie pour tout seg-

ment S inclus dans [, il existe une fonction positive pg, continue par
morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout élément (z,t) de S x J,

of
—(x,t
e
Ezxtension aux fonctions de classe CF :

Soit I et J deux intervalles de R et f : (x,t) — f(x,t) une fonction a
valeurs réelles ou complexes définie sur I x J, dérivable k fois par rapport

< ps(t).

a x. On suppose que :

P
e Pour tout = € I, les fonctions t — f(x,t) et t — a—J;(w t) avec
x

1 < p < k sont continues par morceaux et intégrables sur J.
k

e Pour tout ¢t € J, la fonction = — W(w, t) est continue sur I.
x
e il existe k£ fonctions positives ¢, avec 1 < p < k, continues par

morceaux et intégrables sur J, telle que pour tout élément (z,t) de

oPf
I x J, %(x,t) S (Pp(t)

alors la fonction F' définie sur I par la relation F'(z / f(z, t)dt est
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o

de classe C* sur I et pour tout p € [1,k], F®)(z) = W(x, t)dt.
J or

II. Exercices

Les indications concernant certains de ces exercices commencent page 98.

1. Suites de fonctions

La correction de ces exercices débute page 1695.

Exercice 65.

Soit f croissante et continue de [0, 1] de R. On pose pour tout entier n > 0 et
tout réel z € [0,1], gn(x) = e e f(z)] .

1. Prouver que g, est une fonction en escalier pour tout n > 0.

2. Montrer que (g, )n est une suite de fonctions convergeant uniformément vers

f

Correction

Exercice 66.
Soit (fn)n la suite de fonctions numeériques définies sur R par fo(x) = = et

pour tout 1, fus1(2) = 3fu (2) — 413 (2).
1. Etudier les variations de la fonction g : t — 3t — 4¢3 sur [0, 1].
2. Montrer que pour tout x € [0,1], 0 < f,(x) < x.

3. Déterminer une suite (ay), telle que, pour tout = € [0, 1],

|fu(z) — sinz| < apa® .

4. Montrer que (f,), converge en tout point réel.

5. La convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ? sur R?
Correction

Exercice 67.
Soit d € N* et E = Ry[X] 'espace vectoriel des polynomes réels de degré au
plus d muni de la norme || . || définie par

VP EE, | Pl|ow= sup |P(x)|.
z€[0,1]

1. Soient ag, -+ ,aq d + 1 points distincts de [0, 1].
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a. Prouver pour tout ¢ compris entre 0 et d, 'existence d’un polynéme L; de
E vérifiant, pour tout j € [1,d], L;(a;) = &; soit Li(a;) = 1 et Li(a;) = 0 si
1 7.

d
b. Vérifier que pour tout polynéme de E on a alors P = Z P(a;)L;.
i=0
2. On suppose que (P, ), est une suite de E convergeant simplement sur [0, 1]
vers une fonction f. Montrer que f € E et que (P,), converge uniformément
vers f.

3. Donner un exemple de suite d’éléments de R[X] convergeant simplement
sur [0, 1] vers une fonction g n’appartenant pas a R[X].
Correction

Exercice 68.

U ,—u
1. Prouver que si ¢ = sinh(u) = % , alors w = In(t + V1 + t2). Par le

dt
changement de variable ¢ = sinh(u), déterminer I(z) = [ ———.
V1+t2

n

2. Pour tout n > 1, pour tout x € R, on pose f,(x) = z:(n2 + k)72,
k=1
Etudier la convergence simple de la suite (f,,) :

a. pour x < 0;

b. pour 0 < z < 2;

c. pour r = 2;

d. pour = > 2.
Correction

Exercice 69.

1. Soient (fy,), une suite des fonctions continues définies sur I & valeurs réelles

convergeant uniformément vers une fonction f et (x,), une suite d’éléments

de I convergeant vers a € I. Montrer que la suite de terme général f,(x,)

converge vers f(a).

2. Soit (f,)n une suite de fonctions convergeant uniformément vers f sur R

telle que Em fn = £y Vérifier que si la suite (£,), est convergente de limite ¢,
o0

li = /.

i f

Correction
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2. Séries de fonctions :
La correction de ces exercices débute page 170.

Exercice 70.
+o0o

Montrer que la fonction f définie par f(z) = Z
n=0

sin(2"z) .
——— est continue sur R
mais pas dérivable en 0.

Correction

Exercice 71 (la fonction dzeta).
oo
_ 1
Soit ((x) = -
n=1
1. Donner le domaine de définition de { et prouver que cette fonction y est de

classe C*. Etablir les variations de (.

2. Donner la limite de ¢ en 1 et un équivalent.

o0
1 1
3. Montrer que pour tout n > 2, Z = est négligeable devant v au voisi-
k=n-+1
nage de +oo. En déduire la limite de ¢ en 400 et un équivalent de {(x) — 1.

Correction

Exercice 72.

Soit E ’ensemble des fonctions continues et bornées de R dans lui-méme. Soient
a et b deux réels tels que |a| < 1. On munit £ de la norme ||.||s. Pour tout
élément f de E on pose :

Vo, T(f)(z) = f(z) — af (bx).

Montrer que T est un automorphisme de FE.
Correction

Exercice 73.
o

On pose f(x) = Z 1—1—((_7111?1121%71)2
n=2

1. Montrer que f est définie sur R.

2. Montrer que cette série de fonctions converge absolument sur R mais pas
normalement.

3. Y a-t-il convergence uniforme sur R 7?7
Correction
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Exercice 74.
o0

Soit la fonction f définie par f(x) = Z
n=1
1. Donner le domaine de définition de f et y étudier la continuité de f.

wn

1— g2’

2. Donner un équivalent de f en 1.
Correction

Exercice 75.
On définit une suite de fonctions par fp continue de [a, b] dans R et pour tout

entier n, fn41(z) = /x fn(t)dt.

1. Montrer que Y fi est une série normalement convergente.

+0o0
2. Soit gp(x) = Z fx(z) ; montrer que go est continue sur [a,b], que g1 est C*!
k=n

sur [a, b], puis qug gn est C™ sur [a, b].
3. Déterminer ¢;.
Correction

Exercice 76.

N
Soit fy(z) = Z

n=—N

1
z+n

1. Montrer que fx converge vers une fonction f de classe C! sur un ensemble
& définir.
2. Etudier la parité et la périodicité de f.
Correction
Exercice 77.
T

Soit(fn)n la suite de fonctions définies par fy,(z) = i1 1 na?) avec a > 0 et

+oo
la fonction f définie par f(z) = Z fn(x).
n=1

1. Donner le domaine de définition de f. Montrer que la série Z fn converge
normalement sur tout intervalle [o, +00[ ot @ > 0. En déduire la continuité de
f en dehors de 0.

2. Déterminer la limite de f en +o00.

3. A quelles conditions sur a la série Z fn converge-t-elle normalement sur
R*?
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1

= ——————= décroit sur R*, montrer
te(1 + tz?)

4. Soit a < % ; en remarquant que ¢g(t)
que f n’est pas continue en 0.

5. Dans cette question a = 1.

a. Montrer que f est de classe C! sur RT*

b. Montrer que :}E}% f;x) = +o00. f est-elle dérivable en 07

c. Déterminer un équivalent de f en 4oo utilisant la fonction { présentée
page 58.

d. Déterminer par comparaison série intégrale un équivalent de f en 0.
Correction

3. Suites et séries de fonctions intégrables

La correction de ces exercices débute page 178.

Exercice 78. - A p
t
On considére la suite U,, = / retan(ny/z)dz
o0 l1+ad4a8+.- 4 adn

de cette suite et en cas de convergence donner sa limite.

. Déterminer la nature

Correction

Exercice 79.

Soit f € CUR,C), nulle en dehors d'un segment S. On pose I, =
2\ N
lim nf(x) (1 — x) dx. Aprés avoir vérifié I'existence de I,,, détermi-
R n

n—-+0oo
ner la limite de la suite (I,)p.

+oo
On admettra le résultat (intégrale de Gauss) / eV dy = \g?
0

Correction

Exercice 80.

+oo e~ T
Soit f(x) = Z T2
n=1

1. Donner D I’ensemble de définition de f. f est-elle continue sur D7
2. Montrer que f est dérivable sur |0, 400 ?

3. f est-elle intégrable sur D7
Correction
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Exercice 811.

d .
Soit I,, = /0 Wxn—i—l Etudier la nature de la suite (I,,), puis celle de la
série Y I,.
Correction

Exercice 824}
o0
. (_1)n—1n
Soit 1z — — .
oit f:x nZ:l PR

1. Montrer que f est de classe C! sur R.

+oo
2. Soit r € N*. Prouver l'existence de I'intégrale I, = / e " cos(zt)dt et la
0

calculer.
o0
cos(xt)
3. Montrer, pour z € R, que : f(z) = /0 11 ot dt.
Correction

Exercice 83.

Pour tout entier n > 1, on pose a, = / ——dt et u, = /
o 1+tn o 1+tn

1. Démontrer ’existence de a,, et u, pour tout entier naturel n > 2.

2. Montrer la convergence de la série de terme général (—1)"ay,.

3. En utilisant le changement de variable t = z1/" montrer que :
In2 w2 n 1
Up = — — ol —= ).
" n 12n2 n2

oo
1
On admettra que — = .

4. Déterminer la limite ¢ de la suite (uy), et un équivalent de la suite u, —
L.

Correction

4. Intégrales & parameétres
La correction de ces exercices débute page 183.

Exercice 84 (Intégrale de Gauss).
Cet exercice propose deux méthodes de calcul de l'intégrale de Gauss définie

“+oo
par G = / e "’ dt. Les deux derniéres questions sont donc indépendantes.
0
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1. Montrer que G est défini.

oo —at?
2. Soit = ——dt et
oit f(x) /0 rptte

a. Montrer que f est continue sur RT et de classe C' sur R}, solution de
-G
léquation différentielle 3/ —y = —.
q y -y NG
+oo eit
b. Prouver que f(z) = Gex/ —dt.
. Vit
c. En déduire G.

3. Soient ¢ et h les fonctions suivantes :

1 6—x2(1+t2) x .2
= —————dtet h(zx) = “tdt.
o) = [ Sdtenn@) = [ e

a. Montrer que ¢ et h sont de classe C! sur Rt et donner leurs dérivées.
b. Exprimer f en fonction de h.
c. Retrouver ainsi la valeur de G.

Correction

Exercice 85.
dt

Soit I(xz) = /0 (EEDEE

1. Donner D le domaine de définition de I et prouver que I y est continue.

2. Déterminer 1(0) et les limites de I en 400 et en —oo.

. En déduire la valeur

rd
3. Montrer que pour z € D,I(x) = f0+<>0 (1+ ul;)(lu—k u®)
de I(x) lorsque = € D.

Correction

Exercice 86.

+00 o —t
soit (o) = [ ST
0

1. Vérifier que F' est de classe C*° sur R.

2. Calculer F’ et en déduire F.
Correction

Exercice 87.
On considére f une fonction continue réelle telle que Em f=lmf=0.
o —0o0

1. Montrer que f est bornée sur R.
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2. On définit pour tout réel ¢ > 0,

+o0
@) == [ s

Montrer que P;f est définie sur R, continue et de limite nulle en +o0.

(a—

2
23) dy

3. Montrer que PI% P.(f)(z) = f(x). On rappelle la valeur de l'intégrale de
—

Gauss f0+°° e~ du = \g?

4. On suppose de plus que f est de classe 3 et que f©® est bornée.

Montrer que %in%% (Pif(x) — f(x) = f”(:r).
—
Correction

Exercice 88 (La fonction Gamma).
o0
On pose pour x réel I'(x) = / t* e tdt.
0
1. Donner le domaine de définition D de I' et prouver que cette fonction y est
continue.

2. Donner une relation de récurrence liant I'(x) et T'(xz + 1). Déterminer I'(n)
lorsque n est entier naturel non nul.

3. I est-elle de classe C*° sur D7

n—o0

n t n
4. Montrer que pour tout z de D, on a I'(x) = lim tr=1 (1 - ) dt - En
0 n

déduire que pour tout x de D, on a

1 Tnl
I'(z) = lim nm/ s71(1 - 5)"ds = lim nnin
[[=+5)
k=0

Correction
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Chapitre 6

Séries entiéres

I. Résumé de cours

Une série entiére est une série de la forme E anz" ou (an)n € CN et z est
variable réelle ou complexe.

1. Rayon de convergence :
(i) Définition du rayon de convergence.

Lemme d’Abel : si la suite (a,z{) est bornée alors, pour tout nombre

complexe z tel que |z| < |20, la série ) a, 2™ est absolument convergente.

Définition Le rayon de convergence de la série Y a,z" est la borne
supérieure (réelle ou infinie) de Uintervalle I, défini par

I, = {r > 0,la suite (a,r"), est bornée} .

Théoréme de convergence d’une série entiére :
Soit E apz' une série entiére de rayon de convergence R.

e Si|z| > R, la suite (a,z"), ne tend pas vers 0 et la série diverge.

e Si|z| < R, la série Zanz” est absolument convergente.

n

Remarque : pour |z| = R, il peut y avoir convergence ou divergence.

(i) Opérations sur les séries entiéres :
Propriété : Soient deux séries entiéres Zanz” et anz” de rayons
de convergence respectifs R, et Ry. Le rayon de convergence de la série
Z(an +by,)2" aun rayon de convergence R > inf(R,, Rp) et si Ry # Ry,
R = min(R,, Ry).
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Théoréeme :

Soient deux séries entiéres Zanz” et anz” de rayons de conver-

gence respectifs R, et Rp. Leur produit de Cauchy est une série
n

entiére E cp2" ol ¢, = g arb,_k et dont le rayon de convergence

k=0
R > inf(R,, Rp) et pour tout z tel que |z| < inf(Rg, Rp) :

“+oo “+oo +00
Z cp2" = (Z anz")(z bp2")
n=0 n=0 n=0

(iii)

Exemples de détermination de rayon de convergence

Reégle de d’Alembert :
Soit une série entiére Zanz" telle que (ay,) ne s’annule pas a partir

1

d’un certain rang. Si la suite admet une limite L, le rayon de

an

1
convergence de cette série est 7 (dans RU {+4o0})

Propriétés :

e Si R, est le rayon de convergence de Z an 2" et Ry celui de Z bp 2",
alors :
si a, = O(by,), alors Ry > Ry ;
si |an| ~ |by|, alors R, = Ry.

o Les séries entiéres g anz" et E napz""! ont méme rayon de

n>1
convergence.

2. Régularité de la somme :

Dans
réelle.

(i)

ce paragraphe, on étudie la somme d’une série entiére d’une variable

Continuité :

Propriété : Soit une série entiére E anpx" de rayon de convergence R.

Cette série converge normalement vers sa somme f sur tout segment
inclus dans l'intervalle ouvert de convergence : elle est donc continue sur
| — R,R].

Cette propriété de continuité est plus générale : la somme d’une série en-
tiére d’une variable complexe est continue sur le disque ouvert de conver-

gerce.
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(i)

3.

(i)

(i)

Intégration et dérivation :

Théoréme : Etant donnée une série entiére Zan:c" d’une variable
réelle x dont le rayon de convergence R est strictement positif, une
primitive sur I'intervalle | — R, R[ de la somme f de cette série s’obtient
en intégrant terme a terme.

Théoréme : La somme f d’une série entiére Zanx” d’une variable
réelle x dont le rayon de convergence R est strictement positif est une
fonction de classe C* sur | — R, R[. En outre, pour tout k > 1, f(¥)

s’obtient par k dérivations terme a terme.
£ (0)
nl

Propriété On a donc a, =

Développement en série entiére :
Fonctions développables en série entiére

Définition : f est développable en série entiére sur | — r, [ si il existe une
série entiére Z apx" de rayon de convergence R > r telle que pour tout

—+o00
x tel que x < r, f(z) = Zanm”.
n=0

Définition :La série de Taylor d’une fonction de classe C* sur | —r, [ est
F(0)
|

n.

z".

la série entiére Z

n>0
Unicité du développement en série entiére : Si une fonction est
développable en série entiére, son développement en série entiére est sa
série de Taylor.

Développements usuels :

En (2), s est un complexe donné :

f(x) | développement | domaine méthode
+o0o
1 | £ Z " ] —1,1[ | série géométrique
n=0
+o0o
(1Db) H% Z(—l)"x” | —1,1[ | série géométrique
n=0
+00 s
(2) | e™* Z —a" R série exponentielle
n!
n=0
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En (5) p € Net en (10) o est un réel :

f(x) développement domaine méthode
(3) | In(l +2) S (- ] —1,1] primitive de (1b)
n=1 "
(3b) | In(1—=z) — % [—1,1] x — —xz dans (3)
n=1
+oo
4) | Q+xz)2 D> (=1)"(n+ 1)z” ] —1,1] dérivation de (1b)
n=0
+o0
(4b) | (1—xz)2 > (n+1)a" ] —1,1] dérivation de (1)
n=0
= p+n—1
B) | A+az)? Z(—l)”( ) " | —1,1] deérivations de (1b)
n=0 P 1
+o0 +n— 1
(5b) | (1— )P <p : > n |- 1,1] derivations de (1)
p—
n=0
(6) cos(z) Z(— )P R a partir de (2) avec aw = %1
= (2p)!
o $2p+1
(7) sin(z) pz:;)(— 2 1 1] R a partir de (2)
50 .Z‘Qp ) '
(8) ch(x) [;] )] R a partir de (2)
oo 2p+1
(9) sh(z) Z (2:; Yy R a partir de (2)
=0
+oo
10) | (14 2)* ala—l)-la=ntl) i)y, équation différentielle
1) | (+a |3 | .
n=0 "
COmposlition
T k .2k—+1 :
-1 de (1) b
(11) | Arctan(z) D™ ] 1,1 e (1) Do
o 2k + 1 r +— x° puis
primitive.
Remarques :

e Lorsque dans (10), « est rationnel, on peutparfois exprimer les co-

efficients avec des factorielles. Ainsi pour o = 5

Vo €] —1,1],

on obtient :

) l(2n — 2)!

1+x—1+z

22n Tnl(n— 1)!
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et pour o = —— :
b 2

v €] —1,1], \/1+x—1+z -2

DRCIN

" (nl)?

e Arcsin est développable en série entiére puisque sa dérivée

T

V1—2x2

partir de celui de z —

en substituant —zx

1
vi+x

2

I’est. Le développement de sa dérivée s’obtient a

& x et celul de

Arcsin en intégrant terme a terme celui de sa dérivée avec un terme

constant nul (Arcsin(0)

~0).

II. Exercices sur les séries entiéres

Les indications concernant certains de ces exercices débutent page 100.

1. Rayon de convergence

La correction de ces exercices commence page 189.

Exercice 89.

Domaine de convergence et somme de :

n2n1

Correction

Exercice 90.

1

un:/ tt—1)...(t —n+1)dt.
0

8. Zanx avec a, = Zk'

n>0

Soit une série entiére »_ a,z™ de rayon de convergence R > 0.

S. Sidaner

68/243

Creative Commons :

® © O



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

1. Dans cette question, on choisit a,, = n; donner les rayons de convergence
an, .
de Y anz™, YaZaz" et Y E:U” Donner les sommes de ces trois séries en-
tieres.
2. On revient au cas général. Quels sont les rayons de convergence de > a2a"
ap
et > —a™?
nl

Correction

Exercice 91.
Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére

(n)*
D @n+ 11"

n>0

1 Ig!
. . plq! 5
On utilisera le fait que I(p, q) = / tP(1—t)9dt = —————— pour (p, q) € N7,
~Jo (p+q+1)!
résultat obtenu dans un exercice précédent page 47.

Correction

2. Développement en séries entiéres :

La correction de ces exercices commence page 195.

Exercice 92.
Soit « un réel donné non nul. Développer en série entiére en précisant le rayon
de convergence :
1. Arctan(z + 1) ;
2. In(1 + 2 cosh(a) x + z?);
3. In(1 + 2 cos(a) = + z?).
Correction
Exercice 93. o i
x

Soit j un entier naturel non nul. On pose fj(z) = E W avec x réel.
nj)!
n=0

1. Donner le domaine de définition de f;.

2. Soit U; 'ensemble des racines j—iémes de 'unité.

a. Calculer S, = Z wP.
wGUj
b. En déduire f;.

c. Expliciter f3 et f4.
Correction
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Exercice 94. -

Vx €] —1,1[, on pose fz(0) = Z 2" cos(nf),
n

n=1

1. Prouver que f, est définie et continue sur R. Donner la valeur de f,(0) et

fa(m).

2. Montrer que f, est C! et prouver que f.(0) = zsin0 . En déduire
x 1 —2xcosf + x2

f2(6).

s
3. Montrer que F(z) = / In(1 — 2z cos @ + 2%)df est définie au moins sur

0
R\{—1,1}. A l'aide des questions précédentes, déterminer F(x) sur | — 1,1]

puis sur R\[—1,1].
4. On se propose de retrouver le résultat de la question précédente sans utiliser
les séries entiéres.
n—1
. ik _ikm
a. Soit Qn(x) = H(a: —en )(x —e n ). Démontrer que, pour z # =£1,
k=0

B (22" —1)(z — 1)
@nlz) = z+1

b. Retrouver alors la valeur de F(x) respectivement pour x €] — 1,1] puis
pour z € R\[-1,1].
Correction

Exercice 95.

Soit une suite non nulle (ay,), vérifiant la relation de récurrence
Vn >3, an = ap-1+ ap-2 — ap_3 .

1. Montrer sans calculer les (a,), qu’il existe deux réels strictement positifs A
et k tels que, pour tout n, |a,| < Ak™. En déduire que le rayon de convergence
de la série Z anz" est strictement positif.

n>0
2. Dans cette question, on impose ag = —4, a1 = 2, ag = 4.
+o0o
a. Calculer la somme S(z) = Z anz™ de cette série pour |z| < 3.
n=0
b. En écrivant S(z) sous la forme S(z) ¢ 4 b + % avec
. En écrivant S(x) sou rme S(z) = vec a
r—1 (z—-1)2 =z+1 ’

b et c réels, déduire 'expression de a,.

c. Autre méthode : On pose b, = a,, — ap—1. Déterminer la suite (b,), et
retrouver le résultat précédent.
Correction
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Exercice 96.
Soit une suite (a,), définie par ag = 1 et pour tout entier naturel

n
an+1 = E agQn—fk -
k=0

“+oo
En utilisant la fonction f(z) = Z a2, calculer a,, et en donner un équivalent

n=0
lorsque n tend vers +oc.

Correction

Exercice 97.
Soit (a,) € ZN telle que la série entiére S a,2" est de rayon de convergence
1; on désigne par S la somme de cette série.

1. En choisissant 0 < r < 1, développer en série entiére
21 )
I(r) = / |S(re’0)|2dc9.
0

2. On suppose S bornée sur le disque ouvert unité. Montrer que S est polyno-
miale.

Correction

3. Lien séries entiéres et équations différentiellles
La correction de ces exercices commence page 202.

Exercice 98.
Soit f : @+ (Arcsinz)?.
1. Prouver que f est développable en série entiére en précisant le rayon de

convergence.
2. Déterminer une équation différentielle linéaire vérifiée par f'.

3. En déduire le développement en série entiére de f .

Correction

Exercice 99.
+o0o

n!
Soit F(x) = L
oit F'(z) ”golxiix---x(?n—i-l)x

1. Déterminer le domaine de définition de F'.
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2. Trouver une équation différentielle vérifiée par F' (du premier ordre), en
déduire F'.
Correction

Exercice 100.
Soit la suite (uy,), définie par ug = 1 et pour tout n entier naturel non nul :

n

1 (7
un+1_n+1kz_()n—k+2'

1. Vérifier que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1. En déduire un minorant
du rayon de convergence de la série > u,z™.

+o0o
2. On pose f(x) = Zun:r”
n=0

a. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre vérifiée

par f.
b. En déduire f.
Correction

Exercice 101.

1
Soit h définie par h(x) =

V1 —6x+z2

1. Montrer que h est développable en série entiére.

2. Montrer que h vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1. En déduire
une relation de récurrence entre les coefficients a,, du développement en série
entiére de h.
3. Soit g telle que ¢g(0) =0, ¢'(0) =1, g(z) = an x" avec

n>0

Vn>1, (n+ 1)bypt1 —32n+ 1)by, + (n)bp—1 =0

Montrer que g(x) = h(x) /Ow h(t) dt.

Correction

Exercice 102.
Soit ay, le coefficient de X™ dans P, = (1 + X + X?)"

1. Donner ag,a; et as et montrer que pour tout n,a, < 3". En déduire un
minorant du rayon de convergence de la série Y a,z™.

2. Montrer que les coefficients de X! et de X"~ ! dans P, sont égaux.
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3. Vérifier que (n + 1)ap4+1 = (2n + 1)a, + 3na,—1. En déduire une équation
+oo

différentielle vérifiée par f(x) = Z anz”.

n=0
4. Déterminer alors une expression de f al’aide de fonctions usuelles et préciser
le rayon de convergence de la série > anx”.

Correction
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Chapitre 7

Equations différentielles
linéaires

I. Résumé de cours

Dans ce chapitre, K désigne R ou C et I est un intervalle non trivial de R.

1. Systémes différentiels

On cherche & résoudre (E) X' = AX + B ou A est une application continue
de I dans M,,(K) et B une application continue de I dans M, 1 (K). L’inconnue
est X, application dérivable de J dans M,, 1(K) (assimilé a K") ou J C 1.
(i) Ensemble de solutions
Propriété : Toute solution de (F) est la somme d’une solution particuliére
et de la solution générale de I’équation homogene (Ep) X' = AX associée
a(FE).
Théoréme de Cauchy linéaire Soient A une application continue
de I dans M,,(K), B une application continue de I dans M, ;(K),
(to,X()) el x Mn,l(K).

X' =AX+B .
Le probléme de Cauchy (C) admet une unique so-
X(to) = Xo
lution sur I et toute solution de (C') sur un intervalle J C I est une
restriction de cette solution.
Corollaire :Soit Sy 'ensemble des solutions de (Ey) sur I et tg € I. L’ap-
X — X(t())

plication est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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2.

Sy forme donc un espace vectoriel de dimension n.

N

(11) Systémes différentiels a coefficients constants : X' = AX ou

Ae M,(K)ou K=R ou C
La réduction des matrices, partie du programme d’algébre, est supposée

acquise.

Propriété : Si V' est un vecteur propre de A associée a la valeur propre
s, t = eV est solution du systéeme différentiel X' = AX.

Théoréme :Soient A une matrice de M,,(K) et S le systéme différentiel
X' = AX. Si A est diagonalisable, et si (Vj)i<i<n est une base de
vecteurs propres ol V; est associé & la valeur propre s;, I’ensemble des
solutions de & est formé des applications de la forme

n
it
t Z a;e’V;
i=1

ot (g, ,ap) € K™

On retrouve le fait que 'ensemble des solutions est de dimension n et ce

théoréme en donne une base constituée des applications t — e*'Vj.

Equation linéaire scalaire d’ordre 2

Soit (E) 'équation différentielle y” + ay’ + by = ¢ ol a, b, ¢ sont des fonctions

continues sur I intervalle de R et (Ep) I'équation homogene associée 3’ + ay’ +
by = 0.

(i) Ensemble de solutions

)

y est solution de (E) si et seulement si Y = | 7,

s [0 1 0
Vit - (_b L (t)) v + ( (t)) |

Théoréme de Cauchy linéaire : Soit I un intervalle oil a, b ,c sont

est solution du systéme

continues. Soit (tg, ag, ;) € I x K2. Il existe une unique solution de
(E) définie sur I telle que y(to) = ag et y'(to) = ag.

Corollaire : sous les mémes hypothéses sur I, 'ensemble des solutions de
(Ep) sur I est un plan vectoriel.

Remarque : Si yp est une solution de (Ep) sur I ne s’y annulant pas, on
peut déterminer ’ensemble des solutions de (Ep) en posant

y(t) = u(t)yo(t). Les équations (Ey) ou (F) deviennent alors aprés ce
changement de fonction inconnue une équation linéaire d’ordre 1 en u’.
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(i) Cas des équations a coefficients constants

On retrouve les résultats vus en premiére année.

Théoréme : Soient I'équation différentielle (Fo) y” + ay’ + by~=0 et son
équation caractéristique associée (Eq) s + as + b = 0. Les solutions de
(Ey) dépendent du nombre de racines de (Fq) dans K.

e Si (Fq) a deux racines s; et sg, les solutions de (Ep) sont
t—= XSt 4 pes?t

avec (A, p) € K2.

e Si (Eq) n’a qu'une racine s, les solutions de (Ep) sont
x> (A + pt)er?

avec (\, p) € K2.

e Si K =R et a®? —4b < 0, les solutions de (Eq) sont conjuguées
(s1 = a+10 et s9 = a—1f), les solutions de (Ey) sont

t + (Acos Bt + psin Bt)e™

avec (\, 1) € R2.

Propriété : Soit I'équation différentielle (E) v” +ay’ + by = P(t)e® ot P
est un polynéme de degré d. Soit m la multiplicité de o comme racine de
s2+as+b=0 (m=0,1 ou 2).Une solution particuliére est de la forme
x = Q(x)e*ou @ est un polyndome de degré d+ m. Les coefficients de @
de degré strictement inférieur & m peuvent étre choisis nuls. Les solutions
de (E) sont obtenues en ajoutant cette solution particuliére de (F) aux
solutions de I’équation homogéne (Ep) associée a (E).

II. Exercices

Les indications concernant certains de ces exercices commencent page 101.

1. Systéme différentiels

La correction de ces exercices débute page 207.

Exercice 103.
Déterminer les solutions & valeurs réelles des systémes différentiels suivant :
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' =2x —
1. Y
y = 4x — 3y

¥=xz+y—=z

2.0y =z—y+=z2

d=x4+y—=z
1 -1 1
3. X'=AXavecA=12 0 1
1 -1 2
"= 3w -5 —4/(0) =1
4. v v Y vérifiant =(0 y/(O)
y”:—x—y yO):x(O):O

. 20" +2¢' +2+3y" +y +y=0
a4 -3y 2 —y=0
Correction

Exercice 104.

On considére le systéeme X' = AX ou A € M3(C). On suppose qu'il existe
deux vecteurs X et X non nuls et deux complexes A et p distincts (A # p)
tels que : X (t) = eM X + e* X, soit solution sur R. Prouver que ¢ — e X et
t — e* X, sont solutions.

Correction

Exercice 105.

Résoudre le systéme différentiel suivant :

{m'<t> = a(t) + ty(t) + €’ cosh(%)
y'(t) = tz(t) + y(t) + et sinh(%)

Correction

Exercice 106.
Soit le systéme différentiel & coefficients non constants suivant :

{(t2 +1)2/(t)
(t +1)y'(1)

tr(t) +y(t) +2t2 — 1
z(t) — ty(t) + 3t '

1. Etablir une équation différentielle linéaire d’ordre 2 vérifiée par x.
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2. Résoudre cette équation différentielle en recherchant les solutions dévelop-
pables en série entiére.

3. Donner les solutions du systéme différentiel sur R.
Correction

2. Equations différentielles linéaires d’ordre 1 ou 2

La correction de ces exercices débute page 216.

Exercice 107.
Soit f de C*(R, C) avec a complexe de partie réelle strictement positive, et telle
que lim f' + af = 0.
+oo
1. Montrer que lim f = 0.
+oo

2. Soit f de C%(R, C) telle que Em "+ f'+ f = 0. Quelle est la limite de f en
4007
Correction

Exercice 108.

Pour chaque question, déterminer les solutions (E) de classe C? sur I (pour les
derniéres questions, une méthode est suggérée) :

1. (B) y"(x) — 2/ (z) + y(z) = zcoshz — 22 avec I = R.

2. (B) y'(z) + y(—x) = ze ™ avec I = R.

3. (B) y"(x) — 9/ (z) — e**y(z) = e3* avec I = R.

Soit u = €” et Y la fonction définie par y(z) = Y (u(x)). Commencer par
chercher Y.

4. (BE) z(z + 1)y"(z) — /' (x) — 2y(x) = 32% avec [ = RF*.

On commencera par rechercher une solution de I’équation homogéne de la
forme y = x®.

5. (E) (2® 4+ 3)y"(z) + 2/ (x) — y(z) = 1 avec [ = R.

On commencera par chercher les solutions polynomiales.

6. (F) zy"(z) — 2y/(z) — xy(z) = 0 avec I = RT*.

On pourra vérifier que y est suffisamment dérivable pour dériver deux fois cette
équation.

Correction
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Exercice 109.
Montrer que f : x — sin (%arcsin a:) est développable en série entiére et déter-
miner ce développement en précisant son rayon de convergence.

Correction

Exercice 110.

Soit I'équation différentielle (F) zy” (x) + 2y (x) — zy(z) = 0.

1. Déterminer yo une solution de (E) développable en série entiére telle que
yo(0) = 1. Préciser le rayon de convergence de cette série entiére. Vérifier que
yo ne s’annule jamais .

y(z)

yo(x)’
a. Montrer que y est solution de (F) si et seulement si «’ est solution d’une

2. Soit y une application de R™* deux fois dérivable. On pose u(x) =

équation différentielle (E’) linéaire du premier ordre
b. Résoudre (E') puis (F) sur RT*.

3. Donner les solutions de (E) sur R. Quelle est la dimension de ’espace vec-
toriel des solutions ?

Correction

Exercice 111.
Soit (F) I'équation différentielle

g (@) + (1+e ™ )y(z) =0.

a. Montrer qu’il existe un réel K tel que pour tout x :

V@) + @) + [ “ay/(y(t)e Pt = K
0

b. MEn déduire que toute solution de (F) sur R est bornée .

2. Soit a un réel et yo la solution de y”(x)+y(x) = 0 ’annulant en a et vérifiant
y'(a) = 1. En introduisant la fonction W (x) = y(z)y,(z) — v'(z)yo(z), montrer
que toute solution de (E) s’annule au moins une fois sur |a, a + 7.
Correction
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Chapitre 8

Calcul différentiel

I.

Résumé de cours :

L’étude d’une fonction de R? dans R" se ramenant & I’étude de ses coordonnées,

ce chapitre privilégie I’étude des fonctions de RP dans R.

1.

(i)

(i)

Applications contintiment différentiables :

Dérivée partielle premiére en un point :

Définition : Soit f définie sur un ouvert U de RP et a = (a1,--- ,ap) un
élément de U.

Si fi:t— f(a+ (t —a;)e;) est dérivable en a;, on dit que f admet une
dérivée partielle par rapport a la i-éme variable au point a de U et on

of
ox; (a).

)

note le nombre f/(a;) sous la forme 9; f(a) ou

Fonctions de classe C! :
Définition : Une fonction définie sur U, ouvert de RP, est dite de classe
C! sur U si les p dérivées partielles 0; f sont définies et continues sur U.

Propriétés :
e Soit U un ouvert de RP. I’ ensemble des fonctions de classe C! sur

U & valeurs dans R, noté C!(U, R), est un espace vectoriel stable par
produit ; de plus

Oi(f + ag) = 0i(f) + adi(g) et 9i(fg) = fOi(9) + di(f)g -

1
e Si f est élément de C'(U,R) et ne s’annule pas sur U, — est aussi

f

élément de C1(U,R) et 0; <J1”> = —8355).
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e Les fonctions polynomiales en (z1,- - - ,z,) sont de classe C! sur RP.

(iii) Développement limité d’ordre 1 :

Théoréme fondamental : Soit RP muni de I'une de ses normes ||.||.
Si f est de classe C! sur U ouvert de RP, alors en tout point a de U :

a)+ ) (x; —a;)9;f(a) + o(|x —al)) .
j=1

Corollaire : Une fonction f est de classe C! sur U est continue sur U.

Définition : Si f est de classe C1 sur U, I’application linéaire de RP dans
R définie par (hy,...,h Zh ;0;f(a) est une application linéaire,

appelée différentielle et notee df (a).

(iv) Gradient
Définition : Soit f une application de classe C' de U ouvert de RP
dans R. Dans D’espace euclidien RP, le gradient de f est le vecteur
(O1(f)(a),- - ,0pf(a)) et est noté Vf(a) .
Remarque : Vh € RP, df(a)(h) =< Vf(a),h >

Propriété : Si f et g sont de classe C! sur U et o un réel :
V(af+g)(a) = aVf(a)+Vg(a) et V(fg)(a) = f(a)Vg(a) +g(a)V f(a)

2. Reégle de la chaine :

(i) Reégle de la chaine :
Théoréme de dérivation d’une composée : Soit f une fonction de
classe C! de U dans R et t — (21(t),- -+, z,(t)) une fonction de classe
C! de I intervalle de R & valeurs dans U , alors I’application

Fite f((z1(t), -, zp(t))

définie de I dans R est de classe C! et

(O0f (z1(E), -+, 2p(E)) -

T M@

Application : Soit U un ouvert convexe de RP et f de classe C! de U
dans R. f est constante sur U si et seulement si pour tout ¢ € [1,p],
0if =0 (c’est & dire Va € U,V f(a) = 0).
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(ii) Dérivée partielle d’une composée :
Soit f une application de classe C!' de U ouvert de R? dans R et
¢ : (u,v) = (2(u,v),y(u,v)) une application de classe C* de V ouvert
de R? dans R? (c’est & dire que z et y sont de classe C! de V dans R) &
valeurs dans U.
Soit F' ’application composée f o ¢ soit (u,v) — f(x(u,v),y(u,v)) ap-

plication de V dans R. Alors F est de classe C! et si Uy = (ug,vp)

OL(U0) = DS (6(0) 5 (U) + B (9(U0) 52 (U)

i;F(Uo) = d1f(¢(Uo)) gx(Uo) + 02 f (¢(Up)) gy(Uo)

Gradient en polaires : En particulier, si F/(r,0) = f(rcos(f),rsin(0)) et

en posant m = rcos(6), rsin(0)) :

OF B of of
g};(r, 0) = cos(f )67( m) + Sln(e)ay(”;)f
%(7«7 0)) = —rsin(d ) (m) + rcos(e)afy(m)

En inversant ces formules et en désignant par (e_f,e_g) la base obtenue

par rotation de # de la base canonique de R? :

OF 10F,
o —(r, H)e, 50 —(r,0)eq .

Vi(a) =
3. Applications géométriques
(i) Courbes f(z,y) =0:
Définition : Soit f définie sur U ouvert de R? de classe C! et la courbe
I' ={(z,y), f(z,y) = 0}. Un point de I est dit régulier si et seulement
si Vf ne s’y annule pas.

Propriété : En tout point régulier de I, le gradient est un vecteur normal
a la courbe (donc orthogonal a la tangente). La tangente a donc pour

, 0 0
équation : (z — xo)a—i(wo, Yo) + (y — yo)ai(m’ Yo) = 0.

Théoréme fondamental : En un point ol il est non nul, le gradient
de f est orthogonal aux lignes de niveau f(z,y) = A et orienté dans le

sens des valeurs croissantes de f.
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(11) Surfaces f(z,y,2) =0
Définition : Soit f définie sur U ouvert de R? de classe C!. On définit une
surface par ¥ = {(z,y, 2), f(z,y,2z) = 0}. Un point de X est dit régulier
si et seulement si V f ne s’y annule pas.
Définition : Le plan tangent a 3 en un point régulier est le plan

orthogonal au gradient passant par ce point.

Le plan tangent a donc pour équation :

0 0 0
(95—5130)3%;(950, Yo, Zo)+(y—y0)3£($0, Yo, Zo)+(2—zo)37£($0, Yo,20) =0~

Propriété : Si I' est une courbe réguliére de classe C' tracée sur X, la
tangente & I' en un point est une droite du plan tangent & X en ce point.

4. Points critiques et extrema.
(i) Extremum
Définition : Soit ||.|| une norme sur RP. f définie sur A partie de RP dans
R présente un maximum (respectivement minimum) local en ag si et
seulement si

Ir >0, Va € A, lla—ag|| <= f(a) < f(ap)(respectivement f(a) > f(ao) ).
Cet extremum est global si et seulement si

Va € A f(a) < f(ao)(respectivement f(a) > f(ag) ).

(i7) Extrema sur un ouvert :
Définition : a est un point critique pour f fonction de classe C' sur U
si et seulement si la différentielle de f en a est nulle (ou V f(a) = 0).

Théoréme : Si f définie sur U & valeurs dans R présente un extremum
en a, a est un point critique de f.

(#i) Extrema sur un fermeé :

Propriétés : Soit f une fonction continue définie sur F' fermé de R? et de

[
classe C! sur F.

e Si F est borné, f admet un minimum et un maximum global sur F.

e Les extrema de f sont atteints en des points critiques de F ou & la
frontiére de F.
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5. Dérivées partielles d’ordre 2
(i) Deéfinition :
Définition : Soit f une application de U ouvert de R? dans R.
Si elles existent, les dérivées partielles premiéres des dérivées partielles
d’ordre 1 de f sont les dérivées partielles d’ordre 2 de f; elles sont

2 2
notées 9;(9;f) = 97, f ou g of o°f % f

(")xz(@ixj) - O0x;0x; ot Ox?

Définition : Si les p? dérivées partielles de f existent et sont continues

sii=j.

sur I'ouvert U, f est dite de classe C? sur U.

Propriété : C2(U,R), ensemble des fonctions de classe C? sur U a valeurs
dans R, est un espace vectoriel réel stable par produit.

(i) Théoréme de Schwarz.

Théoréme de Schwarz : Soit f de classe C? de U dans R. Alors
pour 1 <4 < j <p, 0;(0;f) = 9;(0; f)-

II. Exercices

Les indications concernant certains de ces exercices commencent page 102.

1. Applications de classe C!

La correction de ces exercices débute page 224.

Exercice 112.

Soit f application de R?® dans R de classe C' telle que f(0,1,1) = 0,

210(0,1,1) = 1, 3“5(0,1,1) = 2 et gﬁ(o,1,1) = 3. Peut-on déterminer
2 ¢

im f(t%, cosh(t),e") .

t—0 f(t,cos(t), cosh(t))

Correction

Exercice 113.

+oo n
Soit f(z,y) =Y U EY
n=1

1. Donner le domaine de définition D de f7 f est-elle continue sur D ?

2. Déterminer le plus grand ouvert( au sens de Uinclusion ) sur lequel f est
C'? Y donner ses dérivées partielles.
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3. Donner une expression de f et de ses dérivées partielles sans signe » .
Correction

Exercice 114.

Soit f € Cl(R,R). On pose ¢(z,y) = M

siz#yetolr,x)=f(z).
1. Etudier la continuité de ¢.

2. Que dire de la régularité (de la classe) de ¢ si f est de classe C27?
Correction

Exercice 115.
Soit D =]0,1[x]0,1[ et f une fonction de classe C! sur D a valeurs dans D
telle qu'il existe k € [0, 1] vérifiant

sup

D Oz f)y

8f(ﬂr,y)‘ +Sup‘af(m,y)‘ <k
D

1. Soient (a,b) € D et (x,y) € R? tels que (a + x,b+y) € D. Montrer qu’ il
existe t €]0, 1] tel que :

0 0
Flat b+ 9) =~ fla,b) = o5l (@ tob+ty) +yo (ot to,b+ 1)

2. Soit une suite (uy,) définie par (ug,u1) € D et pour tout n,

Un+2 = f(unvunJrl) .

Montrer que la suite (u,), est convergente et que la limite de cette suite ne
dépend pas du choix de (ug, u1).
Correction

2. Extrema

La correction de ces exercices débute page 228.

Exercice 116.

Soient f(x,y) = (d+o+y)

5 et z = ) ) =
A o G = {@)lf(ey) = 2)
1. Caractériser C,. Représenter Cy, Cy et C_1.

2. Déterminer les extrema de f.
Correction
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Exercice 117.

1. Déterminer les points critiques de f définie sur R? par
flz,y) =2* 4+ 2y —y* — 5z .

2. Montrer que T = {(z,y) € R2 / x4y < 1} est un fermé borné. Déterminer

le maximum de f sur T.

3. Déterminer les extrema de g(x,y) = zyy/1 —x —y sur T
Correction

Exercice 118.

Soit f(z,y) = (z +y) (% + %)

1. Montrer que f est de classe C! sur (Ri)Q. Trouver ses points critiques et sa
valeur en ses points.

2 2
2. Montrer que P(t) = (tﬁ + %) + (t\/ﬂ + ﬁ) est un polynome de
degré 2 dont on calculera le discriminant ; en déduire que f admet un minimum
global.

3. On définit sur (R* )" la fonction g définie par

- (E) (2]
k=1

k=1

Trouver le minimum global de g sur (R% )™ par analogie aux questions précé-
dentes,.
Correction

Exercice 119.
Soit R™ muni de son produit scalaire canonique.

1. Soit @ un élément de R™ et ®, 'application de R™ dans R définie par
Ve e R", &,(x) =<a,z > .

Calculer V(®,) le gradient de cette application.

2. Soit u une application continue de R™ dans R telle que | Hlim u(x) = +oo.
T||—+00

Montrer que u admet un minimum absolu sur R™ autrement dit qu’il existe
b € R" tel que
Ve € R", u(b) < u(z) .
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3. Soit f une application de R™ dans R de classe C! telle que
f(z)

T = 00
lefl—+oc |||
Montrer que V(f) est une application surjective.
Correction

Exercice 120.

Soit R? muni de sa structure euclidienne canonique. Soient trois points A, B et

C de R? formant un triangle équilatéral tel que (ﬁ , 1@) = g et C le cercle
circonscrit a ce triangle.

On cherche a vérifier que pour tout point M de R?, MB + MC > MA.

On introduit la fonction f définie par

VM € R? f(M)=MB+ MC — MA .

a. Soit f4 l'application de R? dans R qui & M = (z,y) associe AM. Déter-
miner le plus grand ouvert Uy sur lequel f4 est de classe C' ? Y donner son
gradient.

b. Quel est le plus grand ouvert sur lequel f est de classe C' ? Quel est son
gradient ?

2. Montrer que f(M) tend vers l'infini lorsque AM tend vers 'infini. En déduire
que f est minorée sur R? et atteint son minimum.

3. On admet le résultat suivant : si M; et My sont deux points du plan et o un

—

réel non multiple de 7, 'ensemble des points M tels que (MM, MMs) = «
est un arc de cercle d’extrémités My et M.
a. Prouver que si 7,7 et W sont trois vecteurs unitaires de somme nulle,

S e 2
alors les trois angles (7, 7),(7, @),(W, @) sont égaux et valent :I:g.

(5%
b. Montrer que £ ’ensemble des points critiques de f est formé de 'arc BC
du cercle C ne contenant pas A.
c. Prouver que f est constante sur £ et déterminer cette constante.

4. Prouver que pour tout point M de R?, MB 4+ MC > MA. Quels sont les
points oil ’égalité est réalisée ?
Correction
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3. Dérivées partielles d’ordre 2 :

La correction de ces exercices débute page 234.

Exercice 121.

Soient P € C[X] et f I'application de R? dans C définie par f(z,y) = P(z+iy).
0? 0?

Montrer que 873:{ + 6y£ = 0.

Correction

Exercice 122.
Soit f la fonction continue de R? dans R telle que

V(z,y) € R* xR, f(x,y) = 2?sin <%> .

1. Donner f(0,y).

2. f admet-elle des deérivées partielles sur R?? f est-elle de classe C! sur R??

0% f o0 f
0xdy 0yox
Correction

3. Calculer

(0,0) et

(0,0).

Exercice 123 (Laplacien en polaires).
Soit f une application de R? C {(0,0)} dans R de classe C2. On pose alors
2 2

g(r,0) = f(rcos@,rsinf) pour r non nul et Af = g;; + gy]; (laplacien de f).
dg 0g O* 0?

1. Calculer —g, —g, 99 ot 29 on fonction des dérivées partielles de f d’ordre
ar’ 00’ or? — 06?

1et 2.

2. Exprimer Af en fonction des dérivées partielles de g.

Correction

4. Equations aux dérivées partielles

La correction de ces exercices débute page 236.

Exercice 124.
Chercher I’ensemble des fonctions de classe C! sur U vérifiant :

1. %(x7y) = $3y+$2y2 avec U _ RQ’
2. %(%y) =2f(x,y) avec U = R2;
3. %(x,y) =yf(x,y) avec U = RQ;
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4. gf(x y) —2f(z,y) =0 avec U =R, xR
of . .
5. 25 (2,y) —yf(z,y) =0 avec U=R% xR7;
of of
6 xai(l]’y) +y87(x7y) = \/«ﬁy2 avec U = R+* X ]R"'*’
€ Y
of sin(x
(% (2, =
7 y Y avec U = R* x R*;
g(w ) sin(y)
oy (& "
(0
5%@&)—x”+——
8. avec U = R* x R.
af o, 1
aw%w—y "
Correction
Exercice 125.
Soit F une fonction de classe C? sur | — 1, 1[ & valeurs dans R et z la fonction

de R? dans R définie par :

cos 2x
=F
2w.y) <cosh 2y>

cos 2x
On pose U(mv y) = (cosh 2y>-

1.

a. Donner D le domaine de définition de z et vérifier que D est un ouvert
de R2.

b. Prouver que z est de classe C? sur D et donner ses dérivées partielles
d’ordre 1 et 2 en fonction de z, y, F' et F".

2.
- : 0z 9z T I
a. Vérifier que la relation A(z) = 922 + ar = 0 se réduit a une équation

différentielle du second ordre vérifiée par la fonctlon F.

b. Intégrer cette équation différentielle et donner les solutions de ’équation
dérivées partiell yz+y — 0.
aux dérivées partielles — + — =
P 022 " Oy
Correction
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Exercice 126.

1. Montrer que ¢ définie sur B = {(t,2) € R? | t > 0} par ¢(t,2) = (tz,t — tz)
est une bijection de B dans A = {(z,y) € R? | z +y > 0}.
Vérifier que ¢ et ¢! sont de classe C!.

2. Déterminer les fonctions f de classe C' de A dans R vérifiant

2z Of 2y Of 2f(z,y) T +y
x+y8x(x’y)+x+y8y<x’y)+x+y+2_<I+y+2)cos 5 )
Correction

5. Courbes et surfaces

La correction de ces exercices débute page 240.

Exercice 127.
Soit le plan R2.

1. Soient A = (a1, az) et 'application f définie pour M = (z,y) par

FM) =/(z —a1)® + (y — a2)> = MA.

Montrer que f est de classe C! sur R?\ {A} et donner son gradient (sous forme
vectorielle).

2. Soit F' = (—¢,0) et F = (¢,0) avec ¢ > 0. Soit M = (z,y); calculer
MF? — MF". Prouver alors que MF + MF' = 2a (avec a > ¢) si et seulement

22
si ?—I-bﬁ:loﬂbQ:az—cQ.
2,2
3. Soit £ la courbe d’équation —2—&—[)—2 = 1 avec a > b. Prouver que la bissectrice
a
de V'angle (M F, M F") est normal a la courbe.

Correction

Exercice 128.
Soit S la surface de R? d’équation (x +vy +2)? = 4yz et D la droite définie par
{a: +2z=0
. On admet qu’en (0,0,0), S n’admet pas de plan tangent.
r—2y=20
1. Déterminer les plans tangents & S contenant D.
2. En regardant les vecteurs normaux a ces plans, que pouvez vous dire de ces
plans?
Correction
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Exercice 129.

Soit S la surface d’équation
zz—D(z+1)+y*(@x+1)+22(x—-1)=0-

1. Déterminer en fonction de a la nature de 'intersection de S avec le plan 11,
d’équation x = a.

2. Déterminer les droites contenues dans S.

3. Quels sont les points de S dont le plan tangent & une équation de la
forme z = ¢?
Correction
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Indications

Indications sur I’Exercice 5
2. Effectuer le changement de variables ¢ = In(u).

3. On commencera par prouver la convergence de 'intégrale puis on effectuera le changement
de variable t = \/cos(u).

4. Le calcul de ’intégrale se fera en 2 temps : on commencera par le changement de variable

1 . . . . .
U= ry avant de faire une intégration par parties généralisée.

Indications sur I’Exercice 6

1. Rappel : pour = > 0, Arctan(z) + Arctan(%) =3

2. On commencera par une intégration par parties généralisée.

Indications sur I’Exercice 7

“+ oo
On remarquera que si J est convergente, / ﬁdt est de limite nulle lorsque x tend

vers —+00.

Indications sur ’Exercice 8

3. On pourra commencer par regarder F(a + nT).

Indications sur I’Exercice 9

2. Couper l'intégrale en 2 mais attention aux bornes.

a2 CL2
L. dx dx
3. On pourra écrire = T
a a

Inz rzlnz’

Indications sur I’Exercice 10

Pour prouver l'intégrabilité des fonctions, on peut utiliser des changements de variable ju-
dicieux. Pour la seconde fonction, il est bon de remarquer que x — x + £ n’est pas une

bijection sur R™* et de se limiter aux intervalles o1 cette fonction est bijective.

Indications sur I’Exercice 13

1. On pourra écrire f comme le produit de deux fonctions de carré intégrable.
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Indications sur I’Exercice 15

1.c. On écrira Uz, —1 comme une somme de Riemann de la fonction z — 1
T

2.b. On commencera par s’intéresser aux sommes partielles de rang pair.

Indications sur I’Exercice 16

1. Revenir a la définition de la limite pour u,, et couper v, — L en deux.

2.b. Utiliser un développement limité de u,+1 en fonction de u,,.

2.c. Choisir 8 dans la question précédente pour que la suite de terme général uﬁﬂ —uf ait

une limite non nulle.

Indications sur I’Exercice 18

On comparera les séries Y an €t > (Unt1 — Un).

Indications sur I’Exercice 19

1. On pourra faire apparaitre le terme général sous la forme up 1 — up.

. . b
3. On commencera par décomposer la fraction rationnelle proposée sous la forme ki + 5 +
n o n-—
c
n+2

4. On commencera par écrire le polynome X? comme combinaison linéaire de (X —1)(X —2),
(X —1)et 1.

Indications sur I’Exercice 20

6. En appelant p, le terme général de la suite, on s’intéressera a la série dont In(p,) est la

somme partielle de rang n. On comparera celle-ci a la série harmonique.

Indications sur I’Exercice 22

1. On s’intéressera aux sommes partielles de rang 107 — 1.

Indications sur I’Exercice 23

5. On montrera que lim =1.

Un

Indications sur I’Exercice 25

2.a. On étudiera la série de terme général un—1 — unp.

Indications sur I’Exercice 26

5. Cette question utilise une méthode similaire a la démonstration du théoréme de Césaro

apreés avoir réalisé une transformation d’Abel.
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Indications sur I’Exercice 27

1.b. On pourra poser wy, = In(1 — vy).

R
1.c. on pourra étudier / —dt.

Indications sur I’Exercice 28

3. Par changement de variable, on se raménera a étudier 'intégrabilité d’une certaine fonction

sur [1,+ool.

Indications sur I’Exercice 29
2. On pourra utiliser la formule de Taylor avec reste intégral sur le segment [z, z + 1] pour

F primitive de f.

3. On pourra de nouveau utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.

Indications sur I’Exercice 30
1.b. On isolera les termes d’indice supérieur & K et on prendra le logarithme népérien.

2.a. On commencera par montrer que sin(2m + 1)z = sin(z)U(sin?(z)) avec U polynéme de
degré m.
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Indications sur I’Exercice 34

On s’intéressera au produit F1,1F2 2 ou F; ; est la matrice ayant un 1 en place (4, 7) et des

zéros partout ailleurs.

Indications sur I’Exercice 36

1. Pour z autre que (0,0), on commencera par prouver l'existence de N(z) en utilisant
I’hypothése que O est point intérieur & K puis que c’est un nombre non nul en utilisant le
fait que K est borné.

2. Pour démontrer l'inégalité triangulaire, on cherchera un point commun au segment

[71\/9(69;)’ 71\11(7;)} et a la droite dirigée par = + y.

Indications sur ’Exercice 37

1. On commencera par I’étude de la fonction f(¢) = ta? + (1 — ¢)y? — (tz + (1 — t)y)? sur
[0,1] avec z et y positifs.

3. Une norme euclidienne vérifie I'identité du parallélogramme.

Indications sur I’Exercice 38

Raisonner par ’absurde et introduire F' un supplémentaire du plan engendré par (7, 7)

Indications sur I’Exercice 39

1. On calculera (I, — A)A,.

Indications sur I’Exercice 40

On pourra exprimer 7, en fonction de 74 et des gﬁ =7+ ATy avec 0 < k<n-—1.

Indications sur I’Exercice 43

1l.a. On pourra raisonner par ’absurde et dans le cas a > 0 coincer deux éléments de G

entre a et 2a.

Indications sur I’Exercice 44

3. On pourra introduire les A, = {a > 0, un(a) > 1}.

Indications sur I’Exercice 45

1. Une racine multiple d’un polynome est une racine commune & ce polynoéme et & son

polynome dérivé.

Indications sur I’Exercice 48

3. On commencera par montrer que pour tout z, g(nx) = n?g(x) successivement pour n

entier naturel, puis entier relatif, puis rationnel et enfin on conclura.
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Indications sur I’Exercice 50

Lorsque y est de norme supérieure a 1, on utilisera z = (z — y) + y.

Indications sur ’Exercice 52
5. On pourra introduire K = C N By(z,d(z, A) + 1).

7. On utilisera application = — d(x, A) pour caractériser F’.

Indications sur I’Exercice 53

On pourra introduire la fonction g définie par g(z) = || f(z) — z||.
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Indications sur I’Exercice 55

2. On appliquera la question précédente en choisissant judicieusement g et ¢ pour appliquer
le théoréme de Rolle.

t
3. On pourra utiliser la fonction F(t) = / f(s)ds.

Indications sur I’Exercice 56

2.a. pour le dernier calcul, on s’intéressera a £(u1,v1).

3.a. On utilisera le théoréme de limite des fonctions monotones.

Indications sur ’Exercice 57

On utilisera ’extension du théoréme de la limite de la dérivée en cherchant la forme des

dérivées de f sur | — 1,1][.

Indications sur I’Exercice 58

2. les deux parties de la question utilisent la formule de Leibniz.

Indications sur I’Exercice 59

1. On passera par C pour décomposer la fraction rationnelle avant de la dériver.

Indications sur I’Exercice 60

2. on fera intervenir un déterminant bien choisi.

Indications sur I’Exercice 61

2. On cherchera a calculer D), en déterminant ses racines et leur ordre de multiplicité.
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Indications sur I’Exercice 65

1. Si on pose p, = E(e" f(0)) et g, = E(e" f(1)), pour tout entier k compris entre 1 et g, —pn,

on introduira le plus petit x tel que €” f(z) = p, + k aprés avoir justifié son existence.

Indications sur I’Exercice 66
3. On se rappellera que sin(3y) = 3sin(y) — 4sin®(y).

4. On pourra s’intéresser a la convergence sur I, = [0, 37].

Indications sur I’Exercice 68

n® n—n*+1
2.d. On commencera par prouver que pour tout a < 1,f,(z) < .
par p que p fn() N ES RN

Indications sur I’Exercice 70

On pourra établir une relation entre f(2z) et f(x).

Indications sur I’Exercice 71

2. On procédera par comparaison série et intégrale.

Indications sur I’Exercice 72

Pour prouver le caractére bijectif de T', on remarquera que si 7(f) = g, pour tout entier
naturel n et tout réel z, a"g(b"x) = a™ f(b"x) — a™ ' f(b" T x) et on en déduira I’ expression
de f.

Indications sur I’Exercice 74
t

2. On introduira & z fixé la fonction ¢ — T2 et on utilisera une comparaison série-
—x
intégrale.

Indications sur I’Exercice 75
(z —a)"

1. On pourra commencer par vérifier que |f,(z)] < '
n!

[1f[loo-

3. On établira une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par g;.

Indications sur I’Exercice 76

1. On pourra reconnaitre dans fy la somme partielle d’une série en introduisant les expres-
1

x+n x—n

sions gn(x) =

Indications sur I’Exercice 79

On pourra effectuer le changement de variable y = nx.
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Indications sur I’Exercice 83

dt
OO T¢m

. . . +
4. pour trouver un développement limité de la partie de l'intégrale entre [ ,

on
commencera par le changement de variable z = t% puis on continuera comme dans la question

précédente.

Indications sur ’Exercice 87

2. On effectuera un changement de variable affine pour se rapprocher d’'une intégrale de
Gauss.

4. Utiliser une inégalité de Taylor-Lagrange
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Indications sur I’Exercice 89
4. Pour le calcul de la somme, on séparera le cas ¢ > 0 et z < 0.

6. On introduira une exponentielle complexe.

8. On interprétera a,, comme le terme général d’un produit de Cauchy.

Indications sur I’Exercice 90

1. Pour les deux premiéres sommes, on se servira des développement en série entiére de
1 . ..
x +— — — avec des valeurs bien choisies de p.

1—=x)r

Indications sur I’Exercice 92

1. On commencera par développer en série entiére la dérivée de la fonction.

Indications sur I’Exercice 94

2. On établira un lien entre f, () et la somme de la série Z a"e™?,
n>1
4.b. On écrira F(z) comme limite d’une suite de sommes de Riemann associées & @ : 6 —

In(1 — 2z cos @ + 2*) sur Vintervalle [0, 7].

Indications sur I’Exercice 100

2.a. On reconnaitra un produit de Cauchy dans la somme intervenant dans la relation de

récurrence.

Indications sur I’Exercice 102
2. On utilisera la relation X2P1(§) = Pj.
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Indications sur I’Exercice 103

:,U/

/

Y
T

Yy
5. On commencera par écrire =’ et 3" en fonction de z’,y', = et y.

4. On utilisera "inconnue X =

Indications sur I’Exercice 105

On pourra s’intéresser aux fonction z 4+ y et =z — y.

Indications sur I’Exercice 107

1. On commencera par résoudre 'équation différentielle f' 4+ af = g puis regarder I'influence
de 'hypothése que la limite en +o0o de g est nulle sur les solutions de ’équation différentielle.
2. On se reportera a la premiére question en faisant intervenir deux complexes a et b tel que

g = [+ af vérifie ¢’ + bg de limite nulle en +o0.

Indications sur I’Exercice 108
e’ +e””
2
5. Dans le résultat final, il peut rester une primitive non déterminée par les fonctions usuelles.

1. Rappel : cosh(z) =

6. Aprés deux dérivations, on obtient une équation différentielle linéaire & coefficients

constants vérifiée par y’ — y.

Indications sur I’Exercice 109

On commencera par établir une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont f est solution.

Indications sur ’Exercice 111

2. On raisonnera par I’absurde et on s’intéressera aux variations de W.
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Indications sur I’Exercice 115

2. On commencera par vérifier que pour tout n > 1,

[tn — un—1| < kPa
oit a = sup(|u1 — uol, |uz — uol) et p = | 251].

Indications sur I’Exercice 119

3. On introduira la fonction v = f — &, pour a donné et on appliquera les résultats des

questions précédentes.

Indications sur I’Exercice 124

6. On passera en polaires.

Indications sur I’Exercice 126

2. On utilisera le changement de variable de la premiére question en posant (z,y) = ¢(¢, 2).

Indications sur I’Exercice 127

2. on pourra s’intéresser & la quantité MF? — MF"?
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Corrections

Correction de I’Exercice 1
Retour & I’énoncé

1. La fonction est définie en z si et seulement si In(x) est défini et 2% — 1 # 0. Le domaine

1
de définition est donc R™ — {1}. Siz > 0et z # 1, f(z) = xlzl(f)l f est continue sur son

domaine de définition.

En 1, In(xz) ~ z — 1 donc m ~ ——. Ainsi la fonction est prolongeable en 1 en posant
) 2-1 z+1
1)=-.
1) =3
2. f est continue et positive sur I =]0, o0
1 1
En +oo, f(z) ~ nx(f) Par comparaison usuelle, f(z) = O (W) Comme fonction de

1
Riemann, = — 7 est intégrable sur [1,4+oo], f l'est aussi.
En 0, f(x) ~ —In(x). Par comparaison a une fonction intégrable au voisinage de 0, f est

intégrable sur 0, 1].

—+oo
Conclusion : / f(x)dx est une intégrale convergente.
0

Correction de I’Exercice 2
Retour & I’énoncé

1. f est continue sur |0, +oo[ et prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. En 0,

ln(;c) . Par
T

f étant prolongeable par continuité, elle est intégrable sur ]0, 1]. En 400, f(z) ~
1 1

comparaison usuelle, f(z) = O (—2) Comme fonction de Riemann, = — est intégrable
T T

sur [1,+oo[, f l'est aussi.

1
2. L’application ¢ : u ~— = est de classe C' et strictement monotone de I =]0, +oo[ sur
u

1
lui-méme. Comme ¢’ (u) = — 2 bar le théoréme de changement de variables donne alors :
o _ln(u)
I= Y gy = 1.
/o wItup
ainsi I = 0.
O

Correction de I’Exercice 3
Retour & I’énoncé

1. Soit g(z) = 1 = cos(z)

5 . g est une fonction continue positive sur |0, +oo[ prolongeable par
T

1
continuité en 0 (1ir% g(z) = 5). Elle est donc intégrable sur |0, 1].
—

2
Or sur [1,4o00[, 0 < g(z) < =9 étant majorée par une fonction intégrable sur [1, +o0l, elle
y est intégrable.
g est intégrable sur ]0, 1] et sur [1, +o0o[, elle est intégrable sur 0, +ool.
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1

Soient les fonctions u et v définies par u(z) = 1 — cosx et v(x) = —. Ces fonctions sont de
x

classe C* sur ]0, +oo| et leur produit admet une limite nulle en 0 et en +oco car u(x)v(x) ~ % et

/

2 : . . R e
0 < u(z)v(z) < —. Par le théoréme d’intégration par parties généralisé, / u'vet / uv
z 0 0

sont de méme nature. Or u'v = f et uv’ = —g. La seconde intégrale étant convergente, la
premiére 'est.

|sin(a)|
(n+ 1)

|sin(a)|

W . En intégrant cette
n m

2. Sur le segment S, = [nm, (n + 1)7], < |f(x)] <

inégalité sur S,, on obtient :

1 (n4+1)7 ) (n4+1)7 i (n4+1)7 )
/ | sin(x)|dz S/ |f(z)|dz < m/ | sin(z)|dz

(TL + 1)71' nm nm nm

Par périodicité de 7 de la fonction x — | sin(x)| et 'invariance des intégrales par translation :

(n+1)m I T
/ | sin(z)|dz = / | sin(z)|dz = / sin(z)dx = 2
n 0 0

™

ce qui donne le résultat attendu :

(n+1)m
e VO ey

(n+Dm = Jox nw

Soit F(z) = / | f(t)|dt primitive de |f| sur ]0, +oo].

™
n

2

n (k+1)m
On remarque que F(nw) = Z/ | f(¢)|dt. Par le calcul précédent, F'(nmw) > PR

k=1 k™ k=1
1
La série harmonique % étant divergente, F' n’est pas bornée puisque lim F(nr) = +oo.
f n’est donc pas intégrable sur |0, 00|
O

Correction de I’Exercice 4
Retour a I’énoncé
1

1. f(t) =

7®) exp(t) + t2 exp(—t)
Sur [0, +oo[, f(t) < e’ et donc par majoration par une fonction intégrable, f est intégrable
sur [0, +o0|.

est continue et positive sur R.

¢
Sur ] — oo, —1], f(t) < :—2 < e’ donc f est intégrable sur | — oo, —1].
f est continue sur [—1, 0] donc y est intégrable. f étant intégrable, 'intégrale est absolument

convergente donc convergente.

2. f(z) = L=e2tasin(@) oot continue sur 10, 1). 11 faut donc étudier f au voisinage de 0. Par

x

développement limité du numérateur de f en 0, on obtient :

M_1+0(1)

fay =22

Sta#1, f(a)~ 21

son intégrale sur |0, 1] n’est ni absolument convergente ni convergente.

et f n’est pas intégrable au voisinage de 0. Etant du signe de o — 1,

Si @ = 1, f est prolongeable par continuité en 0 : son intégrale sur ]0, 1] est donc absolument
convergente.

S. Sidaner 104/243 Creative Commons : ® ©



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

sin(x)
VT + cosx

1 1
pas. Sur [2,4+o0], |f(z)| > = g(z) ~ —=. g étant d’intégrale convergente sur
z—1 oo VT

[2,+00] (par comparaison & une fonction de Riemann), f est d’intégrale convergente sur

[2, +0o0] et donc sur [0, 4o00].

3. La fonction f : x — est continue sur [0, +00[, le dénominateur ne s’annulant

. Cette fonction est continue et positive sur ]0, +ool.
Pour obtenir ’équivalent aux bornes, il faut Pour § < 0, I’intégrale est conver-

distinguer suivant le signe de . gente si et seulement si

oCasﬁ>O:en+m,f(t)~ta+B. l<a<l-3
Ainsi f est intégrable sur [1, +o00] si et
seulement si a + 3 > 1.
1 ... o
En 0, f(t) ~ e Ainsi f est intégrable | 1onrssenté en vert ci-dessous :
sur ]0, 1] si et seulement si a < 1. 8

Le domaine ol l'intégrale est convergente est

Pour § > 0, ’intégrale est conver-
gente si et seulement si

1-<ax<l
1
e Cas =0 alors f(t) = oy donc lin- 1
tégrale est divergente pour tout a. a

1
e Cas 3 <0:en+oo, f(t) ~ = Ainsi f
est intégrable sur [1,4o00[ si et seule-
ment si « > 1. En O, f(t) ~ t‘)‘Tﬁ
Ainsi f est intégrable sur ]0,1] si et

seulement si a + 8 < 1.

_ @ +1) @’ +1)
5. On pose fq,8(t) = t2a 11 T ote e

cas a > 0 pour I’étude.

. On a donc fo,3 = f-a,3. On se limite au

Pour tout couple (a, 8), fa,3 est continue sur |0, +oo[ et y est positive. On va de nouveau
chercher les équivalents aux bornes. On remarque que In(t? + 1) = BIn(t) + In(1 +¢=7).

On distingue de nouveau 3 cas : a < v < 1. Une fonction non in-
tégrable est négligeable devant f, g

o Cas B> 0: en 400, fus(t) ~ Bn(t) donc f, s n’est pas intégrable au voi-
. e sinage de +oo.
si a # 0. In(¢)
. 1 . Si |a| = 1, une primitive de t — ——=
Si vy < a, fast) = ol =] et si
. Y est F'(t) = In(In(¢)) de limite infinie
v > a, o = 0(fa.p)- en +oo. Ainsi la fonction fi g n’est pas

Ainsi si |a| > 1, on choisit v tel que
1 <7 < |a|. fa,s est dominée par une
fonction intégrable : elle est donc inté-
grable.

Si 0 < a < 1, on choisit v tel que

intégrable sur [1, +ool.
Sia=0, foz ~ g In(t) donc n’est pas
intégrable sur [1, +ool.
Conclusion partielle : f, g est inté-
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grable sur [1,+oo[ lorsque 8 > 0 si

seulement si |a] — 8 > 1.

et seulement si o > 1. En 0, fop ~ a}ﬂiz(t) avec a = 1 si
En 0, In(1 + t#) ~ ¢°. t 1

Ainsi fop ~ at™8 ot a = 1 si « est non nul et a = 3 si a = 0.
o est non nul et a — % Gia =0 Cette fonction a une limite finie en

P A
Cette fonction a une limite finie en 0 : lintégrale sur |0, 1] est faussement

. _—
0 : lintégrale sur |0, 1] est faussement impropre, donc convergente. L’inté

impropre, donc convergente. L’inté- grale converge lorsque <0 si et

grale converge lorsque § > 0 si et seulement si [ > 1+ f.
seulement si 1 < |a. Le domaine ol l'intégrale n’est pas conver-
n2 gente est représenté en rouge ci-dessous :
e Cas =0 :fa 0= ——.
to 4t B

In2 .
En +o00, fao ~ n—a La fonction est

intégrable sur [1,+o0o[ si et seulement
si @ > 1. Cette fonction a une limite
finie en 0 l'intégrale sur |0, 1] est faus-
sement impropre, donc convergente.
L’intégrale converge lorsque § =
0 si et seulement si 1 < |af.
a)

toa—8 «

e Cas B < 0 : en +00,fa,g(t) ~

1
avecazlsiaestnonnuleta:isi
a =0 car In(1 +t°) ~ t°. L’intégrale
est donc convergente sur [1,4o0[ si et

Correction de I’Exercice 5

Retour a I’énoncé

1 fite Arctant
N 1412

_ Arctan®(t)

o 2

est une fonction continue sur RT admettant pour primitive F' définie

par F(t)

sur RT et

. F admettant une limite finie en +00, f a une intégrale convergente

T Arctant w2
AL 3 lim F — F(0) =
/0 1+ 2 T =73

2. La fonction In réalise une bijection de classe C' de [1,4o00] sur R*. L'intégrale proposée

+oo Foo
. . du du
est donc convergente si et seulement si I = = — est
vou(ltu)(Ite) ) (T 4w)?

convergente et les deux intégrales sont alors égales. Une primitive de la fonction continue

-1 L s
u — — est F' : u — —— de limite nulle en +00; les intégrales sont donc convergentes
(14 u)? 1+u
1
tI=—F(1)=—.
¢ ()=

3. La fonction f a intégrer est continue sur [0, 1[. Le seul probléme est donc la borne 1.
1
Comme 1 —t' = (1 —t)(1+t+t*+t°),en 1, 1 —t* ~4(1 —t) et f(t) ~ ——=

donc intégrable au voisinage de 1. L’intégrale est convergente et tout changement de variable

: elle est
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répondant aux exigences du théoréme de changement de variables généralisées gardera cette

convergence.
Effectuons le changement de variable ¢ = y/cos(u) qui réalise une bijection strictement
dt i
décroissante de classe C! de 10, E] sur [0,1]. Comme — = _m
2 du cos(u)

/1 / sin(u)du
(1+t2)\/1—t4 2(1 4 cosu)yv/1 — cos?u
Or /1 — cos? u = |sin(u)| = sin(u) sur l'intervalle considéré. Ainsi

[_/"/2 du _1/"/2 du
“Jo 20 4cosu)  2), 2cos2(u/2)

Une primitive de v — 1 tdone Furs PPG) qone 1
ne primitive de u — €S onc U onc = = .
L 2(1 + cosu) 2 2 2

tan(7) 1

1
4. f :t — In(1+¢2) est une fonction continue et positive sur |0, +oo[. En +o00,f(t) ~ e

Par comparaison a une intégrale de Riemann, elle est donc intégrable sur [1, +oo].
2

Comme f(t) =In ¢ ;_ L

intégrables sur |0, 1] : elle est intégrable sur ]0, 1].

=1In(t* 4+ 1) — 2In(t). Elle est donc la somme de deux fonctions

1
L’intégrale étant convergente, le changement de variable t = — bijectif de classe C* de R™*
u

sur lui-méme conserve la convergence et

+o0 +oo 2
I:/ 1n(1+ti2)dt:/ (1 +7) o,
0 0

u2
1
Soit g(u) = ~u et h(u) = In(1 + u?). Ces deux fonctions sont de classe C' sur R**. Leur

+oo
produit est de limite nulle en 0 et en +00. Aussi / g(u)h/(u)du est convergente et
0

too u
I= [g(u)h(u)]u'_>Jroo -l-/o 2d =2 Arctan(u)]gH+°° = 7.

u—0 u2 + 1

—+oo
5. Soit F(z) = / e " dt. La fonction ¢ — e~*" est continue sur R. De plus, sur [1, 4+o0],

0 < f(t) < e'. f étant majorée par une fonction intégrable sur [1,+oo[, f est aussi. F' est
donc définie sur R et en particulier sur [0, +o0].

+oo
De plus, F(z) — F(0) = —/ f(t)dt. Par le théoréme fondamental de Pintégration, F' est
0

donc de classe C' et de dérivée —f. De plus, si > 1, sur l'intervalle [z, +oo[, 0 < f(t) < e™*
d’ou pour z > 1,

+oo
0< F(z) < / e tdt =e ",

L’intégrale de F' est donc convergente sur R™ puisque c’est une fonction continue positive
sur RT dominée par une fonction intégrable au voisinage de 4oo.

Pour calculer cette intégrale, on effectue une intégration par parties généralisée : F' et x —
sont de classe C' sur R* et lim zF(z) =0 d'ot :

—+o00

400 —@7'“”2 T—+00
F(z)de = [oF(2))3 7+ + / wf(x)dw—{ : ] — 2.

0 0

N =

0
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O
Correction de I’Exercice 6
Retour a ’énoncé
A
1. Soit f(z) = % - % fonction continue sur ]0, +oo[ de signe constant (négatif).

En 0, comme Arctan(z) ~ z, |f(z)| ~ 27r et est intégrable sur ]0, 1] par équivalence (critére
x

de Riemann).

Arctan(L
Sur R**, une autre expression de f est f(z) = —A. Aussi, au voisinage de +oo,

Jz
|f(z)] ~

et est donc intégrable sur [1,4o0[. L’intégrale est donc absolument conver-
gente.

1
/T
2. Les fonctions ¢ :  — Arctan(x) — g et h:x +— 2y/r sont de classe C* sur |0, +oo[. Leur

2
produit est nul en 0 et est de limite nulle en +oco car g(z)h(z) o 7 Par intégration par
oo \/x

parties généralisée, le terme intégré étant nul :

/Om f(@)do = /Om g(@)h (z)dz = — /0%0 ¢ (2)h(x)dz = — /O%O 2V .

Soit le changement de variable 2 = u? bijectif de classe C* de R™* dans lui-méme. On obtient

+oo 2
1:—4/ Y du.
o 1+u*

a. X' +1=(X2+1)? —2X? = (X2 +1-v2X)(X* + 1+ v2X).
b. On remarque que :

V2u V2 2u+ev2 €

alors :

3

u2+aﬁu+1: 2 u2+5\/§u+1_(u+—v226)2+%
donc :
X V2u V2 2
— ¥ du= [ ZIn(u®+evV2u+1) —eV2Arctan(v2u + ¢ X
| =1 ) ( 2

= gln(X2 +eV2X +1) — evV2Arctan(vV2 X +¢) + @

c. Comme u? +1 = (v® +v2u+1)(v*> = V2u+1):
/ oo o2 d / +oo V2u V2u
u = — U
o 1+ud o w—+vV2u+1 u24+V2u+1
On ne peut pas couper 'intégrale en 2 : chaque morceau représenterait une intégrale diver-

gente. Du coup, on revient a la définition :

. X \/§u X \/iu
I'= lim ——du — —————du
X—too Jo w2 —+12u+1 o u2+V2u+1
Ainsi :
2_
I'= lim an (w) +v2 (Arctan(\/iX — 1)+ Arctan(v2 X + 1)) .
X—too 2 X2 —2X +1
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X?—V2X +1
Comme Xlilllw ﬁ =1let Xgr}rloo Arctan(\ﬁX +e)= g I =2,

Correction de I’Exercice 7
Retour a I’énoncé
f étant positive, sa primitive F est continue et croissante sur RT et comme F(0) = 0, elle

est positive sur R™. Soit I(z) = Mdt et J(x) = ﬂdt. et I’ étant continues
2
o 1+t o (147

et positives, I (respectivement .J) converge si et seulement si = +— I(x) (respectivement
x + J(x)) est bornée sur R*.
Une intégration par parties sur tout segment [0, z] donne :

F(x)

(1) 1) = 142 + (@)

Ainsi 0 < J(z) < I(z).
Si I est convergente, z +— I(x) et donc = +— J(x) est bornée sur R* : J converge.

oo Pt
Supposons maintenant que J converge. Pour tout réel z, Uintégrale J; (z) = / ( ®) dt

141t)2
est convergente et de limite nulle lorsque = tend vers +oo. Or sur lintervalle [z, 400, la

fonction F' est croissante donc
Fx) _ _F(t)

> <
R (F T N e

et en intégrant cette inégalité sur [z, +o0o[, on obtient :

!

@) < 1)

0<
“ 1+

Cette nouvelle inégalité prouve ainsi par théoréme d’encadrement que si J converge,

lim ﬂ = 0. Dans ce cas, ’égalité (1) prouve alors par passage a la limite que I est
z+oo 1 4+ x
convergente et I = J. On a bien vérifié que I est convergente si et seulement si J est

convergente et qu’en cas de convergence, les deux intégrales sont égales.

O

Correction de I’Exercice 8
Retour & I’énoncé

1. Soient A et A deux réels tels que I()\) et I()\') sont convergentes. La différence de deux
+o0 A=\

intégrales convergentes étant convergente, I(\) — I(\') = / dt est convergente, ce
a

qui impose A = ).

F
2. F est de classe C* et de dérivée z +— X\ — f(z). Si F est bornée, lim (z) = 0. Par

r—+4o00 T
T (1)

e dt sont de

le théoréme d’intégration par parties généralisée, les intégrales I(\) et /
meéme nature. Si M est un majorant de |F| sur [a, 400 :
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T p(t
La fonction majorante étant intégrable sur [a, +oo], / %dt est une intégrale conver-

a

gente et donc I(\) aussi.

3. Soit x = a+nT avec n € N. Comme F(z) = Az — a) — / f)de :
a+T
F(a+nT):n)\T—n/ f)de .

1 a+T
L’ensemble des F'(a + nT') est borné si et seulement si A = T/ f(t)dt autrement dit si

A est la valeur moyenne de la fonction f sur une période.

. . . 1o[etr . :
Veérifions que cette valeur convient. On impose A = T / f(t)dt. Soit x > a et p la partie

. r—a
entiére de

donc 'unique entier naturel tel que

a+pl <z <a+(p+1)T.

T

On a alors F(z) — F(a+pT) = Mz —a — pT) + / f(t)dt. Pour la valeur de A choisie,
a+pT
F(a+ pT) = 0. On obtient alors si m est un majorant de |f| (f est bornée car continue et

périodique) :

F@) < Wlo—a—pTl+ [ mde < (m+N)e—a—pT) < (m+ AT

a+pT

a+T
F est donc bornée sur [a, +00[ pour A = %/ ft)de.

Correction de I’Exercice 9
Retour & I’énoncé

z—1 . . A
1. f: 2z~ est une fonction continue sur ]0, 1] prolongeable par continuité en 0 en

nz
posant f(0) = 0. En 1, In(z) ~ x — 1 donc f a comme limite 1. L’intégrale est faussement

impropre aux 2 bornes et est donc convergente.
. . . 1 t
2. On cherche a couper l'intégrale en 2 mais les fonctions ¢t - —— et ¢ - —— sont

In(t) In(¢)

intégrables au voisinage de 0 (car de limite nulle) mais pas au voisinage de 1. On revient
donc a la définition :

I= lim =1~ lim / idxf/ 2L dx
as1-Jo Inz a—=1| )y Inz o Inz

Dans la seconde intégrale, le changement de variable t = 2% donne alors :

a ﬂ.2
/ idm:/ 2
o Inz o 2Int
2

a
. . d
Par la relation de Chasles, on trouve alors I = lim ey
a—1J, Inzx
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2
dx . . . . .
3. x Attention : Pintervalle d’intégration considéré est [a®, a] (car
lnx rlnx

et sur cet 1ntervalle In(z) < 0. On a donc 'encadrement suivant :

2
a T a
<

zlnz — zlnz — zlnz

Une primitive de x — étant  — In(In(x)), en intégrant les inégalités précédentes

o
z In(z)
sue [a?, a], on obtient :
2
a (In(In(a)) — In(In(a . m <a’ (In(In(a)) — In(In(a”)))
soit en multipliant par —1 et en remarquant que In(In(a)) — In(In(a?)) = —In2 :

2

a21n(2)§/a d—<aln()

Inz

Par passage a la limite lorsque a tend vers 1, on a alors I = In(2).

Correction de I’Exercice 10

Retour a ’énoncé

La fonction fi est continue sur [0, +o00[. Posons u = vz2 4 4a soit x = vu? —4a = p(u). ¢

est une bijection de classe C* de J =]2+/a, +oo| sur I =0, +oo|.

Par le théoréme de changement de variable généralisée, fi est intégrable sur I =]0, +o0[ si
uf(u)

Vu? —4a

et seulement si g : u — est intégrable sur ]24/a, +00[ et en cas de convergence, les

intégrales sont égales.

W . . . uf(u)
Etudions 'intégrabilité de g sur J : g est continue sur J. Comme | ———| ~ u)| au
g g g N e |f (w)

voisinage de 400, l'intégrabilité de f sur [2y/a + 1, 4+o00[ assure I'intégrabilité de g.
Au voisinage de 2+/a, f est bornée et u®> — 4a = (u — 2v/a)(u + 2/a) donc

1
g(u) =0 <u—2\/5>

et est donc intégrable sur |2v/a,2y/a + 1]. g est intégrable sur J, fi Pest sur RT* et

e [T _uf(w)
/0 f(\/m2+4a)dm—/2ﬁ \/mu

Soit Y(x) =z + %. 1) est dérivable sur RT™* de dérivée ¢ : x — 1 — % On obtient le tableau

de variations suivant :

x 0 Vva +o0

“+o00

o ~|

2va

+oo
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La restriction de v a I =]0, /a[ réalise une bijection de classe C* de I sur J et la restriction
de ¢ a Iy =]\/a, +oo[ réalise une bijection de classe C' de I sur J. La dérivée de 1 ne s’annu-
lant pas sur ces intervalles, les bijections réciproques seront aussi de classe C'. Déterminons
leur expression en résolvant u = x + — soit '’équation du second degré z2 — uz + a = 0.

Pour u > 2+/a, son discriminant u? — 4a est strictement positif; elle admet deux racines

x1 = u= vt —da = ¢1(u) dans I et xg%% = ¢2(u) dans I.

On utilise de nouveau le théoréme de changement de variable sur chaque intervalle I;
(j € {1,2}), ¢, étant bijective de classe C*. On a ¢ (u) = > (1 —I-EJﬁ) avece; = —1
etea =1

g9(u) — f(u)

est le cas comme différence de 2 fonctions intégrables et :

/OJa fola)da = /f o) — 1) g,

a

e f5 est intégrable sur I; si et seulement si u +—> est intégrable sur J, ce qui

f2 étant continue en /a, f2 est intégrable sur [0,+/a].
g(u) + f(u)

est intégrable sur J, ce qui est le cas comme somme de 2 fonctions intégrables et :

/: folw)da = /2 ;"" o) 410 g,

e f5 est intégrable sur I (et donc sur [\/a,+o00[) si et seulement si u —

+o00 a Va +o00
Ainsi f» est intégrable sur R™ et comme / f (x + 5) dr = / f2(1‘)dl‘+/ fo(z)dz,
0 0

on obtient : )
[ 8y an [ AR IO g, T e,

Correction de I’Exercice 11
Retour a ’énoncé

1. F est une fonction continue sur R™ de classe C! et de dérivée f. Par définition de la dérivée
F(t) _ F2(1) F(1)/(t)
t t2 t

donc continues sur )0, z] et de limite finie en 0. Les intégrales proposées sont donc faussement

F(t)

1
Les fonctions ¢ — F2(t) et t — 7 sont de classe C' sur ]0, z]. Leur produit _F(t)T est

en 0 ou F prend la valeur 0, tlirr(l) f(0). Les fonctions t — et t— sont
—

impropres et donc convergentes.

de limite nulle en 0. Aussi par une intégration par parties généralisée :

2 2
FtQ()dt G +2/F dt<2/F
0

F(t)
St

2. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ¢ — et f étant de carrés intégrables sur |0, z] :

/0z Fﬁ(t) dt < Q/Oz wdt < 2\/ Oz th(t) d’f\//om f2t)dt
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Si f est identiquement nulle sur R*, F' est nulle aussi et les résultats demandés sont immé-
diats.

Si f n’est pas la fonction nulle sur R*, il existe un nombre xo & partir duquel F(z) > 0 et
x Fz(t)

Tdt # 0. En divisant par cette quantité non nulle, pour x > zo :

\//01 F;(t)dt < 2\//01 Pt

1F2(t) T 5
/0 Tdt§4/0 FA(t)dt

. TRt
f? étant intégrable, z — / t2( )
0

F2(t)

12

TR LY
/0 » dt§4/0 f(©)?de .

ou en élevant au carré :

+o0o
dt est croissante et majorée par 4/ f2(t)dt ce qui
0

prouve l'intégrabilité de ¢ —

sur ]0, +o00[ et 'inégalité demandée :

Correction de I’Exercice 12
Retour a I’énoncé

1. ¢ est de classe C' sur RT de deérivée ¢’ : & — 52 4 1 positive ne s’annulant pas sur R :
elle réalise donc une bijection de R™ sur son image [0, Em w[= R™ dont la réciproque ¢! est
oo

1
TG,
Up 41
2. Soit an = / |F(z)|dx. Effectuons le changement de variable z = o' (¢);

o /(Hl)’f [sin(®)] .
T BTt @)+

elle méme de classe C' et (¢7')'(2) =

(n+1)m
Comme ¢! est croissante et que / | sin(t)|dt = 2,

nm

2 2 2 2

5 ((n+ Dm)*+1  Bud,+1 "= 5(p-1(nm))* +1  5ud + 1

bn+l =

Comme ¢ (¢~ '(z)) = z, (¢~ (2))° + ¢ '(z) = 2. Lorsque = tend vers +oo, il en est de
méme de ¢~ () aussi (¢~ (x))° + ¢ (z) =z ~ (¢~ *(2))°. Ainsi ¢! (x) ~ z'/°. On a alors
Upt1 ~ (*mr)l/5 (car n+1 ~n) et bpy1 ~ PeyEyE La série Z bnt1 est divergente, il en

est de méme de E arn (comparaison de séries a termes positifs).

n Upt1
Or S, = Zak = / F(z)dz. Comme S, est de limite infinie (divergence d'une série a
k=0 0

+oo
termes positifs), l'intégrale / |F(x)|dz est divergente : F n’est pas intégrable sur R,
0
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3. Sur lintervalle [w,, unt1], @(x) décrit Vintervalle [nm, (n 4+ 1)7] et donc F est de signe
constant, positif si n est pair, négatif si n est impair. Aussi v, = (—1)"a,. En reprenant
I’encadrement trouvé pour a, et en 'appliquant aussi & a,+1, on obtient :

An41 S bn+1 S Qn S bn

La suite (an) est décroissante et tend vers 0 car b, est de limite nulle. Par le théoréme des
séries alternées, la série Z v, est convergente. Désignons par V sa somme.

Up41
4. La somme partielle de la série des v, de rang n est V,, = / F(x)dz. Soit X un réel
0

et n Punique entier tel que u, < X < up+1. On a alors :

/OX F(m)d:p—/oun Fa)de| = /: F(z)de S/uj|F(x)dx§/:n+l |F(x)|dz = an

Lorsque X tend vers +oo, il en est de méme de n et comme a,, est de limite nulle :

lim F )dx — / F(x =0

X —+o0

ce qui prouve que fOX F(z)dz converge vers V.

Correction de I’Exercice 13
Retour & I’énoncé

1. La somme de deux fonctions intégrables est intégrable; ainsi uy : x — /(1 4+ 22) f2(z)
ug ()

VIFa?

1

T o2 est intégrable sur R" (une primitive est Arctan de limite g en +00), f apparait
x

comme le produit de deux fonctions continues de carrés intégrables sur |0, 400 : elle est donc

intégrable sur ]0, +oo.

est de carré intégrable sur ]0,4oco[. Or pour tout réel z > 0, f(z) = Comme

a. Soit g telle que /
10,+o0]
apreés avoir remplacé f par g et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ oy [Tar e [T v -

b. Le changement de variable y = Sx étant affine, si o et S sont strictement positifs, g

g’ = / z2g? (z) dz = 1. En reprenant le produit précédent
10,+o00]

vérifie les mémes hypothéses que f et :

[T =at [ pena = [ )

+oo too
/O g% (5)dz = o /0 2 f2(B)dz = & /0 V2 £ () dy

33
o0 —+oo
f n’étant pas la fonction nulle, I; = / fPet I = / foQ(x)dz sont non nulles.
0 0
L=t
g vérifie les hypothéses précédentes si et seulement si : %3
PR

S. Sidaner 114/243 Creative Commons : ® @



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

. I [ 5"
soit 8 = I—?eta: I—lzli/4.Deplus:
1

+oo a
= de = &
/]O’m[g /0 ofs=5 [ s

Comme / g < /7,
10,400[

f < \/EE Or B = 121/4111/4. On trouve bien le résultat
o !

10,+o00[
demandé.
O
Correction de I’Exercice 14
Retour a I’énoncé
1.
a. I suffit d’utiliser la  méthode de  comparaison  série-intégrale.

La fonction © — — étant décroissante sur

T
R* sur tout segment [k, k + 1] avec k
entier non nul, on obtient 'inégalité (E)

suivante :

1 R
— < —dt = In(k+1)—In(k) <
s = b)) <

=

T=1/x En sommant ces inégalités pour k variant
de 1 an — 1, on obtient :

T z+1 H,—1<In(n) < H,_1 < H,

ainsi : In(n) < Hp, <In(n) +1

b. Soit u, = Hy — In(n); unt1 — un = rur i In(n + 1) + In(n) < 0 d’apres I’ inégalité

+1
(F) appliquée pour k = n. La suite est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

Comme pour tout n, u, € [0,1], sa limite v est dans cet intervalle.

x+1
c. Pour améliorer la minoration de ~, il faut une majoration plus fine de / —dt : on
x

. 1 .
va vérifier que la courbe y = — est sous sa corde sur le segment [z, z + 1] : autrement dit que
T

1/1 1
la partie du plan sous la courbe est dans le trapéze rouge de la figure d’aire 3 (f + T 1).
T

Soit g(z) = In(z + 1) — In(z) — % (é + - i 1) de dérivée :

1 1,11 1 1  22%(z+1)—2z(x+1)°+(x+1)>+2°

“idl 22 oGy 22(x + 1)

Le numérateur vaut donc z® + (z 4+ 1) = 2z(z + 1)(z +1—2) = (z + 1 —x)> = 1. g est
[ —
—1
croissante de limite nulle en +oo (car In(z + 1) — In(z) = In(1 + 1)) : g est une fonction
négative sur R™*. Pour tout entier naturel k non nul, on a alors :

1/1 1
_ < (= -
In(k + 1) — In(k) 5 (k: + A 1)
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En sommant ces inégalités pour k variant de 1 & n — 1 on obtient :

1 — 1 1 1 1

=3 Zkf o=,

- 11 1
D’ott un, > 5 + —. Par passage a la limite on obtient bien ~ 2 5

2. On a aussi wg = ln(k) —In(k-1) - % Par l'inégalité (E) :

. o1 .
la série de terme général étant convergente (la suite T est convergente de limite

1
k—1 k
nulle), on somme les inégalités précédentes pour k variant de n+1 & +o00, et on obtient bien
1
0o<r, <-—.
n
3.

k k
t—k+1 k—1 1 1 1 .
. ———dt = |1 _— = - — = — A
a /k ) 2 d [n(t)+ ; :|k—1 Wk car o = =) ussi par

1
changement affine u =t — (k— 1), wy = /0 mdu.

1
1—
b. Soit vy = / &du. Une premiére intégration par parties avec les fonctions
o (u+k—1)5
1

fi(w) = v?(1—u)? de dérivée fi(u) = 2u(l—u)(1—2u) et g1 (u) = TAutho1s de dérivée
1

g1 (u) = (CET donne alors :

1 1
_ 1 u(l —u)(1 — 2u) _/ u(l —u)(1 — 2u)
vk = [f1(u)g1(u)]y +/0 Tut k1) du = . 2t k-1 du.
Une deuxiéme intégration par parties avec les fonctions fo(u) = u(1l — u)(1 — 2u) de dérivée
fo(u) = 6u? —6u+ 1 et ga(u) = —

alors :

m de dérivée gé(u) = m donne

! 6u2—6u—|—1d _/1 6u’ — 6u + 1
0

6(utk—1)3 6u+ k-1t

ok = [fa(w)ga(w)]} + /

e . . . 6u® — 6u + 1 .
Une troisiéme intégration par parties avec les fonctions f3(u) = bu” —bu+ 1 de dérivée

6
1 1
fi(u) =2u—1et g3(u) = ———————— de dérivée g5(u) = ————— donne alors :
2(u+k —1)2

(u+k—1)3
Loou—1 1 1 1 ooy —1
— 1 - - - - - -
vk—[fs(u)g3(u)]o+/0 2(u+k—1)2du 12( k2+(k 1)2>+/0 2(u+k—1)2du'
Or/lLd - SR N LS S SENPE  6 SEN U
o 2u+k—1)2 k utk—1], "k k-1 "T2\k k-1)

On trouve alors :
SR S AN SR S WS 4 SO
PR T R U R T k-—02) 2\k k—1)"
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c. Sur Uintervalle [0,1], 0 < u(1 — u)

1 car _1 1 ’
4 u — u? 1 u=3) -
du 1 (

1/t .
A1n510<vk<16/m* Fo1) 4).501t:

64
1 1 1 1 1 1 1
<wp—=[—0 = — (= <—(—-=.
0w Z(k—l ) 2( 2 1)) 64((k—1)4 k4)
Les séries de termes généraux w — + ; ! + # # - i étant conver
& PR T kD) R kD2 (k-1 K
gentes, en sommant pour k£ variant de n + 1 & 'infini, on trouve alors :
1 1 1
0<rp——+-—s< —— .
ST oy T 1202 S Gans
1

Ceci montre que r,, = 1
e = o T 1202

1 1
4 —_ - —
+O(1/n)donca—2,b 12etc—O

Correction de I’Exercice 15
Retour & I’énoncé

1.
a. U, est la somme partielle de rang n d’une série alternée dont la valeur absolue du terme

1 . . . . .
général — est décroissant et tend vers 0 : la série est donc convergente ce qui équivaut & dire

que la suite (U, )r est convergente.
b. Le résultat demandé peut se prouver par récurrence sur n.

Initialisation : U; = 1 = Z %
- 1 1

Hérédité : Supposons la relation vraie a 'ordre n. Alors comme Usp+1 = Uzp—1—=—+
2n  2n+1
2n—1 2n—1 2n+1
1 1 1 1 1 1 1
Usp+1 = - — = -+ —-(1-= = —.
2ni1 Pt 2 v talm > %
k=n k=n+1 k=n+1

La relation a 'ordre n implique la relation & 'ordre n + 1.

2n—1
On a donc bien vérifié que Vn € N, Uz,,—1 = Z T ce qui s’écrit aussi :
k=n
n—1 n—1
1 1 1
Uzn—1 = Z == =
k:0n+k (L
c. Sous cette derniére forme, on reconnait une somme de Riemann associée & la fonction
: 1 : . 'd
continue z — 7 sur Iintervalle [0,1]; Aussi lim Uszp—1 = / lf =1n(2). (Un)n ala
n 0 x

méme limite que sa suite extraite.

2.
n (_1)j+1
a. Pour k < n, Rx = Z ~——— 4+ R, dou:
j=k+1
Y- 3 i,
k=0 j=k+1
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La double somme s’effectue donc sur les indices (k, j) tels que 0 < k < j < n. j varie donc
1)1
delanetajfixé, k variede 0 & j — 1 : le nombre (=1)

ZRk = Z 1) + (n+ 1R,

Jj=1

se trouve donc j fois dans cette
somme :

Si n est impair ZR’“ =14 (n+ 1)R, et si n est pair ZRk =(n+1)Rn,.

k=0 k=0
noq_ (_1)k+1 [n/2]
b. Hy—Up=3 ———— = > 5p = Hin/z). On obtient ainsi Un = Hy — Hin/a).
k=1 p=1
Soit R, = Ry.. D’apreés ce qui précéde :
k=
Ron = (2n+ 1)Ron = (2n + 1) (In(2) — Hap + Hy)
Par le développement donné In(2) — Hon + H, = 4i + o(1/n) d'ou Ran ~ % La suite
1
(R2n)n converge donc vers —. Comme Ront1 = Ran + Raonst1, la suite (R2n+1)n a méme

limite puisque R, est le reste de rang n d’une série convergente.

. . NN S .
Conclusion : (R, )n est une suite convergente de limite 3 soit la série Z R,, est convergente
+oo 1
et R, = -.
3. un est le reste de rang n — 1 d’une série alternée convergente par le théoréme des séries

. . . 1 .
alternées. Par ce théoréme, on a de plus la majoration directe de ce reste [un| < —; . La série
n

Z U, est donc absolument convergente.
On utilise la méme méthode que précédemment.

n—1 (_1)j
Soit n fixé. Pour k < n, ux = Z —— + un et donc
j=k
U = ZZ
k=1 k=1 j=k
n—1ln—1 —
or S CV S S g
k=1 j=k j=1 k=1

= -U, +nun, .

HM\

Par la majoration de |u,| précédente, on a alors lim nu,, = 0 ce qui donne :

+oo
>t =limUy, = —lim U, = —In(2) .
n=1
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Correction de I’Exercice 16
Retour & I’énoncé

1. On remarque que v, — L = ———— et par inégalité triangulaire :
n

n—1
> uk — L

lop — L] <=0
n
Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe un rang N tel que :

nZN:>|un—L|§§

n

N
Z|uka| Z |ur — L]

Alors pour n > N,|v, — L] < =2 4 A= . La somme du second terme
n n
- N
contient n — N termes majorés par 3 donc en posant Sy = Z |ur — L|, on obtient :
k=0
S - N S
n>NAl=|v,— L <28 B8 2N 4
n n 2 n 2
. SN €
Il existe un rang Ni pour lequel n > Ny —= — < —.

Aussi en posant N’ = max(N + 1, N1), on obtirént ql?e sin > N, |v, — L| < ¢ ce qui prouve
que (vy)n converge aussi vers L.
2.

a. Par une récurrence immeédiate, pour tout entier naturel, u,, € I =]0, g[ Sur l'intervalle
I considéré, 0 < sin(z) < z, donc un4+1 < un : la suite est décroissante. Etant minorée par
0, elle converge vers une limite ¢ € [0, g[ vérifiant sin(¢) = ¢. La seule solution de cette
équation est 0. La suite converge donc vers 0.

sin(z)

2
b. Comme =1- % + o(?), pour tout réel 8 non nul :

B 8 _ .8 uy, 2143 =B g2
Upyy — Up = Up (1 - F + O(un)) —-1)~ ?un .

Remarque : ’équivalence est vraie pour 8 = 0 mais ne présente pas d’intérét 0 ~ 0).

c. En imposant B = —2, on obtient alors :
lim u 2 - u 2 = *1
n+1 n 3 .

1
2 et an = u;il — u,? de limite 3 En lui appliquant le théoréme de

1 1 2 3 /3
nuz 3 n n

Soit la suite ap = ug

Césaro :

. - 3 . .
d. u% est une suite & termes positifs tels que ui ~ —. Par comparaison a une série de
n

. . L. . 2 Py .
Riemann divergente (série harmonique), E u,, est une série divergente.
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5 3V3

42 est une suite & termes positifs tels que ud ~ 573"
n

. 3 et
Riemann convergente, E u,, est une série convergente.

Par comparaison a une série de

3. Siz€]0,1[, 0 < 2 < = < 1. Par récurrence immédiate, u, €]0, 1] pour tout n. De plus,
Un4+1 < Un donc la suite est décroissante et minorée par 0, elle converge vers une limite
£ € [0,1] vérifiant £ — £3 = £ soit £ = 0.

ule — u,‘i = uﬁ ((1 — un)ﬁ — 1) ~ —Bufﬂ'l .

1 2 N 2 .
— — = 1. Par le théoréme de Césaro, lim
Un+1 Un Nun

Cette fois on impose 8 = —1, et lim =1

. 1
soit uy ~ —.
n

4. (un)n est une suite & termes strictement positifs et strictement croissante : soit elle est

. . 1 . .
bornée et elle converge vers une limite £ > 0 vérifiant £ = £ + = soit elle diverge vers +oo.

L’équation proposée n’ayant pas de solution réelle, elle diverge vers +oo.

1 _
u’rﬁl—‘—l *ui :UEL ((1+ uﬁ)ﬁ - 1) N/BUE ?

En choisissant 8 = 2, on obtient lim(uiH — ui) = 2 puis par le théoréme de Césaro
2

lim =2 = 2. Ainsi un ~ V21 et u& ~ 2%/2n%/2, Par comparaison & une série de Riemann, la
n

suite étant a termes positifs, E u, converge si et seulement si a < —2.

O

Correction de I’Exercice 17
Retour a ’énoncé
a? +b? ..
Comme pour tout couple de réels (a, b), ab < —5 en choisissant a = /un et b = \/un+1,
on obtient :
U U
O S \/unun+l S 7” + HTH

Les séries Y u, €t Y un+1 étant convergentes, il en est de méme de toutes leurs combinaisons

linéaires donc de Y (% + u";l

g v/ UnUn+1 est convergente.

n>0

) et par comparaison entre séries a termes positifs, la série

Correction de ’Exercice 18

Retour a ’énoncé

Par une récurrence immeédiate,(uy, ), est une suite a termes strictement positifs ; elle est donc
croissante.

Supposons que la suite (un)n soit convergente de limite ¢. Pour tout entier n, ug < un < 4.
Comme an = un(Unt1 — Un) :

0 S Qn S e(u'rﬂ»l - un) .

La suite (un). étant convergente, la série > (unt+1 — un) est convergente. Par comparaison
entre séries a termes positifs, > a, est une série convergente.
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Supposons maintenant que Y a, est une série convergente. Alors comme an, = Un (Un+1 —Un)
et u, > up, on obtient :

Qa
Ogun+1_un§7n~
]

Par comparaison entre séries a termes positifs, la convergence de la série Y a, implique la
convergence de la série Y (unt1 — un) donc la convergence de la suite (un)n.

Par double implication, on a bien vérifié que la convergence de la série Y a, équivaut a la
convergence de la suite (uy)n.

O

Correction de I’Exercice 19
Retour a I’énoncé

1. In(1 - %) =In(n* — 1) — 2In(n) = (In(n + 1) — In(n)) — (In(n) — In(n — 1)). Cette série

. . n
apparait donc comme une série télescopique Y (uUn41 — un) avec un, = In (71) Elle

converge si et seulement si la suite (un). est convergente, ce qui est bien le cas, (un)n étant
de limite nulle.
1
De plus Zln (1 — ﬁ) = un+41 —uz = —uz = —In(2).
n=2

2.ap,=In(n+2)+aln(n+1)+bln(n) =(1+a+b)In(n)+aln (TLT—H) —|—bln(n+2 ;

n
Cette expression est de limite nulle si et seulement sia+b+1=0. Aussisia+b+1#0la
série > an est divergente.

Dans le casot a+b+1=0, on a alors :

n n n n

a+ 2b
n

Sia+2b#0, an ~

divergente.

et par comparaison entre suites de signe constant, la série est

Si a+2b = 0, la série est dominée par une série de Riemann convergente : elle est absolument
convergente.

La série est convergente si et seulement si a +b = —1 et a + 2b = 0 autrement dit si et
seulement si (a,b) = (—2,1).

On a alors a, = In(n+2)—In(n+1)—(In(n+1)—In(n)) = un+1—u, avec u, = In(n+1)—In(n).
On se retrouve dans le méme exemple que celui de la question précédente :

“+oo
Z =liman, — a1 = —1n(2) .
n=1

3. Montrons l'existence de réels (a, b, ¢) tels que :

4n — 3 =a(n® —4) + bn(n+2) + cn(n — 2)

a+b+c=0 1
Il faut et il suffit que ¢ b —c=2 soit a = %, b= g et c = — 5 En divisant par
4a =3
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n(n? — 4) pour n > 3, on obtient alors :

4n —3 31 5 1 11 1
Uy = —F = — — -

n(n?—4) 4n  8n—2 8n+2°

En sommant de n = 3 & n = N, et avec un changement d’indice dans les deux derniéres
sommes, on obtient alors :

N+2
3 1 11 1
UN_Z( ) Z *1 (N N—1)7§ n’

Les 6 termes contenant N sont de limite nulle quand N tend vers +oo; la série converge et :

*f n—3 37 525 167
n 412

(n2 —4) 812~ 96

n=3

4. La famille de polynémes ((X - 1)(X —-2),(X —-1), 1) est une famille de polynémes de

R2[X] étagée en degré; elle est libre de cardinal maximal (3) : c’est une base de Ryp[X]. 11
existe donc un unique triplet (a, b, c) tel que :

X?=a(X —1)(X =2) +b(X —1) +¢;

en évaluant en 1, ¢ = 1; en évaluant en 2, b+ ¢ = 4 donc b = 3 et en comparant les termes
en X2, a = 1. Ainsi, pour tout entier naturel n, n® = (n — 1)(n — 2) + 3(n — 1) + 1. Aussi
pour n > 3 :

n? . n? . 1 3 1

W= =3 =2 =D

Le terme général apparait comme combinaison linéaire de termes de séries exponentielles

convergentes : la série converge. De plus

+oo n3 +oo 1
ZO—_1+4+Z +SZ Zsm

Apres translations d’indices :

+oon3 +ool +ool +ool
;H:1+4+;OE+3;E+;E'
“+oo

En utilisant le résultat Z — = e, on trouve finalement :
n!

400 3 3
2
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Correction de I’Exercice 20

Retour a ’énoncé

Dans cet exercice, dans la plupart des questions, il s’agit d’utilisation des théorémes de
comparaison : directement si la série est a termes positifs ou par développements limités
pour les séries de signe non constant.

(Inn)™

n!

1. Posons u,, = et utilisons le critére de d’Alembert (un, > 0) :

= (M) e

Or m(M)” _ nln(1+ 1n<1+:b>)N nln(l—ﬁ-%)

~ — 0 d
In(n) In(n) In(n) In(n) one
1 H\" n
lim In(n + 1) =1 et lim 21 — 0. La série est convergente.
ln(n) Un
2. Posons u, = (1 — ﬁ)\/ﬁ et comparons u, a —.
nll

In(n®un) = v/ ln (1 - L) +aln(n)

Inn
1 \/’E : 1
Comme /nln(1 — =) ~ “in(n)” quelque soit a, aln(n) = o v/nIn(1 — =) ) et donc
n(n
1
limIn(nu,) = —oo d’ott un, = 0 —) En choisissant a = 2, on obtient par comparaison &
nll

une série de Riemann que la série donnée est convergente.

1 .
3. On commence par remarquer que {¥/n = exp (M) et a pour limite 1 lorsque n tend
n

vers l'infini. Ainsi :

UR_W—W—%(H—QN fielon

La derniére expression s’écrit aussi :

1 1
In(1+ = ln(l—i—f)
u _1N7n 1

~ —

exp 5 -
n n n

On a utilisé exp(z) — 1 ~, Par relation d’équivalence, un, ~ — donc la série proposée
r— n

converge.

4. Il s’agit d’une série alternée. Le terme général tend bien vers 0. De plus par croissance de

la fonction In, pour n > 2 :

0 < In(n) < In(n+sin®*(n)) <In(n+1) < In(n+ 1+ sin*(n + 1))

ce qui prouve la décroissance a partir du rang 2 de (Jun|)x : la série répond aux hypothéses
du théoréme des séries alternées, elle converge.

(—1)"
Vit~

donc le dénominateur ne s’annule pas.

5. Posons u, = . Pour n = 1, u1 est bien défini et pour n > 2, \/n > ¥/n
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C’est une série alternée dont le terme général tend vers 0 mais on ne sait pas si (|un|)n
est décroissante donc on ne peut pas utiliser le théoréme des séries alternées. Effectuons un
développement limité de u,, :

G 1 . . G
~——— ~ —5. La série ) _ v, est divergente. Comme u, = v, + ——, la
NS > 8 i
série > u, est divergente comme somme d’une série divergente et d’une série convergente.
6. Soit p, = ﬁ (1+ (="

fude’ vk

n(p,) :zn:uk avec uy, = In (1+ %) - (:/1E)k - iJro (ni%) .

k=2

Aussi v, = up —

) produit de termes strictement positifs.

o 1 . .
Ainsi u,, = o + vy, ol la série Y v, est convergente. On obtient alors
n

H, 1 <
1n(pn) = O + 3 +ka
k=2

n
ou H, = E 5 Par théoréme de comparaison série intégrale ou en se référant a ’exercice
k=1
In(n)
2

13, (Hn — In(n)), est convergente donc (ln(pn) + ) est convergente de limite ¢. On

Y4

en déduit que limp,y/n = ¢ > 0 donc p, ~ La série proposée est divergente par

e
Vvn'

comparaison entre séries i termes positifs.

n 1 1 1 1 1
.1 :—1 1—— = — R _ — . ':
7 n(n—l) n( n) v S +O<n4>,au551

3 3
R W O B Y L 1LY, 3oL
(ln(n—l)) _$<1+%+W+O(l/n)) _n3(1+3(2n+3n2>+4n2+0(n3

yon 4 n 3 3m Tmw 1 .
D’ou mn (ln(n—l)) —7rn+7+@+0(ﬁ>. Aussi :

oo 1)~ iyrens (57 T oL
un—COS(ﬂ'TL (lnn—l) )7( 1) cos<2 +4n+0(n2)>

tn = (—1)" sin (71 + 0(i)) _TEDT L oy,

4n n?2

Le terme général de la série est donc la somme du terme général d’une série alternée conver-

soit

. . 1 .
gente et du terme d'une série absolument convergente (dominé par le terme — d’'une série
n
de Riemann convergente) : la série proposée est donc convergente.
a+ (=)™

. le terme dominant du dénominateur est n donc en le
a+n+(—1)"t/n

8. Posons u, =
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mettant en facteur on obtient :

uy = SH D (1+(‘%+1+%)_ = e C0 oLy

Bl

n2

série alternée absolue convergence

a .- L .
E (un - 7) est donc une série convergente. > u,, est une série convergente si et seulement
- n

9. Par division de polynémes 2z* + axz + 1 = (2z + 1)(z + a ; 1) + 3% donc
. 2n° +an+1\ (a=1)m  (B—a)r
Upn = SIN (TI'W =sin| nm + 5 =+ 2(2n—|—1)
n. ((a—lm  (B—a)r
= (=1 .
(=1) Sm( 2 T2@n+1)
. . .. ((la=D7 L .
(un)n est de limite nulle si et seulement si sin ) = 0 soit si et seulement si
a1 €78 1= L ¢ Z, la série est divergente.
Etudions le cas ou il existe p € Z tel que a = 2p + 1. Dans ce cas, u, =
1-— 1-—
(—=1)"*P sin (%) A partir d’un certain rang N, % < g, (un)n est une sé-
. ) . (1A -p)7 . o )
rie alternée et comme |u,| = sin 1 l) la suite (|un|)n est décroissante (sin est
n

croissante sur [0, 5]) : la série est donc convergente par le théoréme des séries alternées.

O

Correction de I’Exercice 21
Retour & I’énoncé

1. L’expression v, = vn2 4+ an + 2—+/n2 + bn + 1 a un sens pour tout n > 1 si et seulement
[n?P+an+2>0

R P S >0

La premiére inégalité est vérifiée pour n = 1 si et seulement si a > —3. Si a > 0, I'inégalité
est vérifiee pour tout entier naturel. Si a € [—3,0], la fonction f : x +— z? + ax + 2 est
croissante sur [f%,Jroo[ donc sur [2,4o0[; or f(2) = 6 + 2a > 0 donc f est positive pour

tout entier n > 2. Comme f(1) et f(0) le sont aussi, la premiére inégalité est vérifiée pour

tout n entier naturel.

Il reste & étudier la seconde inégalité. Elle est réalisée pour n = 1 si et seulement si b > —2.
Sib € [~2,2], le discriminant du trinéme 2? + bz + 1 est négatif ou nul, le trinéme est positif
sur R donc sur N. Si b > 2, le trinome est positif sur R™.

Les termes de la suite (uy), sont donc tous définis si et seulement si a > —3 et b > —2.

2. Par développement limité d’ordre 2 des deux racines carrées (rappel
1 2
(I+u)z=1+%—"%+0®").
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Un

\/n2+an+2—\/n2+bn+1:n<l

(et ) -3 (5

a2\ b 1)
2 n n ’I’L2
_ _ 2 _ 12
_a b+4 (a b)+0(1>

=)o)

On remarque alors que pour a > b, v, > 0 pour tout n ainsi que u,. Par contre, si a < b,

a partir d’un certain rang, v, est négatif (son équivalent en +o0o est négatif). A partir de

ce rang no, Vn = —|vn| et u, = (—=1)"|va|” = (=1)"(—vn)". De plus, In|u,| = nln |v,|. On
pose o =1In (\a ; bl . On distingue alors différents cas lorsque a # b suivant le signe de « :
a =0 (soit |a —b] =2), a <0 (soit |a — b|] < 2) et & > 0 (soit |a — b| > 2).

In(un)

e Sia=hb,

1
=In <%> +In(1+0(2)) = —In(n) —In(2) + O(2) ~ —1In(n).
In(n?u,) = 2In(n) +In(u,) ~ —nln(n) de limite —oco. On a alors n’u, de limite nulle
et u, = o(—; ). La série est absolument convergente.
n
e Sia<0,In(|u,]) ~ an.
Comme précédemment, In(n?|u,|) = 21n(n) +1In(Jus|) ~ an de limite —oco. On a alors
n*uy de limite nulle et |u,| = o(n ). La série est absolument convergente.
e Sija—bl =2, a®—b*>=4(sb+ 1) o s désigne le signe de a — b.
In(|un|) = nln(1l — o + O(+7)) a pour limite —5 |tr| a une limite non nulle €73
n
la série diverge grossiérement.
e Sia >0 (soit |a—b| > 2), In(Jun|) ~ an, |u,| tend vers +oco et la série est divergente.
En conclusion la série converge si et seulement si b—2 < a < b+ 2 (avec a > —3 et b > —2)
et dans tous ces cas elle converge absolument.
O

Correction de I’Exercice 22

Retour & I’énoncé

1. SmtSn—ZkkJrl)

(Sn)n étant une suite croissante, elle a le méme comportement que toute suite extraite et
meéme somme. En effet, si la suite (S, ), diverge, toutes ses suites extraites divergent et si elle
converge, toutes ses suites extraites convergent vers la méme limite. Il suffit donc d’étudier
une suite extraite bien choisie.

Pour tout entier naturel n, pr = n si et seulement si 10"~! < k < 10" — 1. En regroupant
les entiers ayant le méme nombre de chiffres on obtient alors :

N 10" -1
F1ov1 _Z”< 2 g k+1))

n=1 k=10n—1
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Or L ar télescopage
k(k+1) k k+1°P pag
3 P B S S
k(k+1) 10—t 10~ 10" °
k=10n—1
N on
Dot Sjon_; =9 o
n=1
1 = x 1
Or pour z €] — 1, 1], e = nz:%(n +1)z" = ;nx"ﬂ. En prenant z = o’ on obtient
| 9 1 10 : )
alors que S;on_; converge donc vers 0092 9 La suite (S;ov_; )N étant convergente,

la série proposée est convergente de somme 9

2. Par I’encadrement de n en fonction de p,, on obtient en prenant le In fonction croissante
sur R :

In(n)
—-1< < .
P2 = oy =P
DPn In(n)

Sib>1, z+— b® est croissante et < pIn(10) < P, Or

In(n) In(b) In(n) In(b)
pIn(10) — ¢ I(10) = g W(i0)
In(b .
D’oil en posant v, = a"n” avec 8 = () , on obtient :
In(10)

Un < up < by

Si 0 < b <1, lafonction x — b” est décroissante et bv, < u, < v,. Dans les deux cas, par
comparaison entre séries a termes positifs, la série Y u, converge si et seulement si la série
> vn est convergente.

Comune il s’agit de séries a termes strictement positifs, on peut utiliser le critére de D’Alem-

bert :
Un+1 n p
=a —a
Un n+1

Aussi si a < 1, les deux séries convergent et si a > 1, les deux séries divergent.

Il reste & étudier le cas a = 1 ol v, = nP. La série associée est une série de Riemann qui

1
converge si et seulement si 8 < —1 soit In(b) < —In(10) ce qui équivaut a b < 10" En

conclusion, la série proposée converge si et seulement sia <loua=1et b< 10"

Correction de I’Exercice 23
Retour a I’énoncé

1. Une récurrence donne le résultat : par hypothése, up > 0 et si un > 0, un41 > 0.

2. En prenant le logarithme de la relation, on a immédiatement pour n entier naturel :

In(tun+1) — In(un) = —un
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En sommant ces relations pour un indice variant de 0 & n, on obtient par télescopage :
n
In(unt1) — In(ug) = — Zuk .
k=0

3.

a. Comme (uy,)n est strictement positive, e "” < 1, donc (un)n est strictement décrois-
sante ; étant minorée par 0, elle est convergente. Soit £ sa limite : par passage a la limite, elle
vérifie £(1 — e*) = 0, soit £ = 0.

n
b. Par la relation obtenue a la question précédente, lim Z ur = +00o. La série est donc
n—o0
k=0
divergente.

4.

a. Par le théoréme des accroissements finis;, pour tout = > 0, il existe y € [0,z] tel que
e’ —1

=eY > 1. Ceci prouve que =z < e” — 1.

x

Pour la seconde inégalité, soit f(z) = e” — 1 — z — 222, fonction deux fois dérivable avec
fl(z) = e* —1—4dz et f'(x) = € —4 < 0 sur [0,1]. Ainsi f’ est décroissante; comme
f'(0) =0, f’ est négative sur [0, 1], f y est donc décroissante :

vz € [0,1], f(z) < f(0) =0

e® —1

<1+ 2z.

b. La suite (u,), étant strictement décroissante, elle n’atteint pas sa limite et

ce qui donne la seconde inégalité. On a donc pour z €]0,1], 1 <

O0<un<up<1.

En utilisant la relation de récurrence et les inégalités précédentes :

1< oL e ol oo,

Un+1 Un Un

=1.

5. Il s’agit de prouver que limnu, = 1 ou lim
NUnp

e directement : on n’utilise pas le théoréme de Césaro mais on utilise le raisonnement
utilisé dans la preuve de celui-ci. Par définition de la limite, pour tout € > 0, il existe
un rang N pour lequel

n>N=—=0<u, <.

On obtient alors pour k > N,
e - Lcigl
Uk+1 Uk 2

Pour n > N + 1, en sommant pour k£ variant de N a n — 1, on obtient :

1 1 €

—N) < —— —< —N)(1+4+ =

(n Lun uNf(n 1+3)

soit :

ég L —1§n_N§+éavecA:i—N.

n NUn n 2 n uN

——
<1

. A S
Comme lim — = 0, il existe un rang N7 tel que pour n > Ny, <
n

€
5

A
n

Pour n > max(N + 1, N1),
Ny

— 1‘ < € ce qui prouve le résultat attendu.
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e en utilisant le théoréme de Césaro :

si vy, = — —, la question précédente donne par le théoréme d’encadrement que
Un+1 Un
n—1
limwv, = 1. Par le théoréme de Césaro, — E vy converge vers 1 aussi. D’olt
n
k=0

1 1n—1 1
== — 1.
NUn nkZ:()vk+1”LUO

Correction de I’Exercice 24
Retour a I’énoncé

1. S, est bien défini, tous les termes étant strictement positifs. Par définition de 3,, on

14+ 9)1+ 2
obtient en écrivant S — 1+ ,)a+ 2)
an I+ 50+ 5)

,Bn.,_l—ﬁn:)\ln(l—kl)+ln(l+g)+ln<1+ﬁ)—ln(l—l—E)—ln(l—Fé)
n n n n n

:)\+a+z—c—d+o(1>

n2

Aussi si A # c+d—a—b, la série est divergente et si A = c+d—a — b, la série est absolument
convergente.

2. La convergence de la série > (Bn+1 — Bn) équivaut a la convergence de la suite (8n)n.

Pour A =c+d—a—b, 8, a pour limite £. En composant par exp, n°t4=%"bq,, a pour limite

¢ , . .. .. CZ N . L. .

e", réel strictement positif. Ainsi o, ~ s —— Par critére de comparaison entre séries a
netd—a—

termes positifs, > a, converge si et seulement si c+d—a—b> 1.
O

Correction de I’Exercice 25
Retour & I’énoncé

1. Par comparaison entre séries a termes positifs, les deux séries > a, et > b, sont de méme
nature. On revient a la définition de I’équivalence :

Ve>0,3IN, k>N = (1—¢)ar <bxr < (1+4¢)ax .

Pour n > N, toutes les séries étant convergentes, on somme ces inégalités pour k variant de
n & 400 et on obtient :

—+o0 —+oo —+oo
n>N=(1-2)> ar<) b<(1+e)> ax.
k=n k=n k=n

—+oo “+ oo
ce qui prouve que les suites des restes (Z ak> et (Z bk> sont équivalentes.
k=n n k=n n

2.
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a. La suite (un)n converge si et seulement si la série > (un—1 — un) est convergente.

1 _ 1 4 1
n+1 4dn—-1 2n-—1

S P SRR i S e
T 4n 4n 4n 4n 2n 2n n?

bn = Un—1 — Un = —

|
3
S|
V]
+
Q
/N
SM‘,_.
N————

Ainsi b, ~ a, = . Comme > a, est convergente, il en est de méme de > b, donc de

4n?
(un)n-
+oo “+oo 1
b. Par la premiére question u, — £ = Z by, ~ Z e
k=n+1 k=n+1

Par comparaison entre série et intégrale :

i_#,/’““ﬂ<i</k a1 1
ak  Ak+1) T f, 42 T4k T 42 T 4A(k—1) 4k

Tous les termes étant des termes de séries convergentes, on trouve alors en sommant pour k
variant de n + 1 & 400 :
+
1
(n+ 1 Z Z

k= n+1

1
ouz%2 ~ ndoncun—éfvﬁ.

Correction de I’Exercice 26
Retour & I’énoncé

1. Onab; = By et pour n > 2, b, = B,, — By,_1. ainsi :

Zakbk =a1B: + Zak(Bk — By-1) = ZakBk - ZakBk—l ,
k=1 k=2

k=1 k=2
n—1
or par décalage d’indice d’une unité E arBr—1 = E ak+1B) et on obtient ainsi
k=2 k=1

n—1
Zakbk = Z ar — axt1)Br + anBn
k=1

2.
a. Cette question est un classique. Si €? # 1 (soit 6 # 0), il s’agit de la somme des n
premiers termes d’une série géométrique de premier terme et de raison e donc :

29 n7,9 1)

Z k'LG )

En utilisant I’égalité e’ — 1 = 2ie'/? sin(§), on obtient alors aprés simplification :

(n+1)6
e .
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1 . .
On remarque que |Sy| < m. La suite (Sn)n est bornée. Si 6 =0, S, = n.
sin( %
2
b. Si # = 0, on retrouve la série harmonique, série divergente.
Si @ # 0, on utilise la transformation d’Abel précédente avec ar = — et by, = e et on

, k
obtient :

i ekt (1 1 ) sin('y) ;e
avecup = |+ — —— | —=2"e
o ET L) )

n—1 en'LG
= E Uk +
n
k=1

Commelf L _ L |u|<;
ko k+1 k(k+1) " 7 k(k+ 1)]sin(2)]

ni6

et la série Y uy est absolument

convergente. Le reste

1 . .
a comme module — et tend vers 0. On a donc vérifié que si 6 # 0,
n n
la série initiale est convergente.

3. On utilise une nouvelle fois la transformation d’Abel avec by, = (—1)*. Alors B,, = 0 si n
est pair et —1 si n est impair, donc |B,| < 1. En utilisant la transformation d’Abel :

n n—1
Z(—l)kak = Zuk + an By
k=1 k=1

avec ux = (ak — ap+1)Br ; or |ug| < |ak — ak+1]| = |ak| — |ak+1| (car ax et ar+1 sont de méme
signe et la suite (|ax|)r est décroissante). La série D |ax| —|ak+1| est convergente puisque |ax|
a pour limite 0. Par comparaison entre séries & termes positifs, la série Y uy est absolument
convergente et lima, B, = 0. Le terme de droite de 1’égalité est donc convergent, il en est
de méme de la série initiale.

4. On utilise une nouvelle fois la transformation d’Abel avec ax = = et b = p(k).
n n—1 1 1 B n—1 1 1
by = == | By + — > ——-———|B
Za’“k Z(kz (k—|—1)2> LR —Z(kz (k+1)2) k
k=1 k=1 k=1
Comme B, = Z(p(k), et que @ est une bijection, B, est la somme de n entiers naturels
k=1
non nuls; aussi B, > k= w Tous les termes étant positifs :
k=1
. — 1 1 B> 2k+1 k(k+1) 2k+1 1
AR k12 TP T RE+)E 2 2k(k+1) Kk
La série Z(i — $)B est positive et divergente, la série initiale diverge
k2 (k12 ORetp gente, 8¢

5. On utilise une nouvelle fois la transformation d’Abel. En posant U,, = Z ug, on obtient :
k=1

n—1

UnZn = Z(ak — ap+1)Uk + anUn

k=1
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Soit U la limite de (Up)n. On a alors :

n—1 n—1
antn = Y _(ar — ar11)([Ux — U) + an(Un — U) + (Z(ak —aky1) + an> U
k=1 k=1

n—1
> (ax — aks1) (U = U)
= a1 U + an(Un — U) + anyn avec y, = 2=*

Gn

n

Les deux premiers termes sont de limite nulle. Il reste & étudier la suite (yn)n. On revient a
la définition de la limite :

Ve, 3N,k2N:>|Uk—U|§§.

De plus, la suite (an)n tendant vers +oo, elle est strictement positive & partir d’un certain
rang No. Pour n > max(N + 1, Np), par inégalité triangulaire :

Z(akH —ax) N-1

S k=N £
|yn| S a + Ti avec S = ;(ak+1 —ak)|U]g — U| .
CommeO< ak+1—ak)—an—aN<an, |yn\<£+E
2
k=N s
Il existe N7 tel que n > N1, 0 < — < % Pour n > max(N + 1, N1, No), |yn| < e. Ainsi
an

(yn)n est de limite nulle. La suite (z,), converge vers 0.
O

Correction de I’Exercice 27
Retour & I’énoncé

1. Comme suite des restes d’une série convergente, (R, ). est une suite de limite nulle.

a. La série > u, est une série géométrique de raison > inférieure a 1, elle est donc
convergente et

B 2n+1 2k - 2n+1 1-1 " o

1
et 21—« 2l—a’
La série associée converge si et seulement si 2' ™ > 1, soit 1 — « > 0. La série converge si et

) 1 1 1 \" . . . .
Aussi v, = 272("*1)"‘ = — ( ) . Cette suite est une suite géométrique de raison

seulement si o < 1.

b. Comme u, = Rn—1 — R, vn = M
Ry,
) Sia:l’%zl_R}j:

Si v, ne tend pas vers 0, la série est divergente.
Si (vn)n est de limite nulle, v, ~ —In(1 — v,) = In(Rp—1) — In(Ry) que 'on note
wy. La suite (In(Ry))n étant divergente de limite —oco ((Rn)n est de limite nulle), la
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série Y wy, est divergente. Par comparaison entre séries a termes positifs, > v, est
divergente.
Conclusion : pour o = 1, la série ) v, est divergente.

e La suite (Ry)n étant de limite nulle, & partir d’un certain rang N, 0 < R,—1 < 1. Si

Un

a>1,R$,1<Rnetvn2R

. La suite (v, )n est minorée & partir du rang N par
n—1

le terme général d’une série dont on vient de prouver la divergence : la série > v, est
divergente lorsque o > 1.

c. On suppose dans cette question que a < 1. La suite (Ry), est décroissante et comme

dans la question précédente, il existe N tel que pour n > N, 0 < R,—1 < 1. La fonction

t— o étant croissante sur 0, 1], elle est minorée par To o SW le segment [Ry,, Rn—1]; on

n—1
a donc comme la longueur de ce segment est R, — Rpn—1 = up :

fn=1 gt 1
_ l—« l—«
OSUnS/n tj*l_a(Rn—l_Rn ) -

La suite (R, ), étant convergente de limite nulle, la série de terme général
1
l1-«a
rie Zvn est convergente.

1 _ . T . i
(Rn_‘i‘ — R} "‘) est convergente. Par comparaison de séries a termes positifs, la sé-

2. On adapte les méthodes utilisées précédemment a ce nouveau cas. La suite (Sn). est
croissante et divergente de limite +oo. La suite (S, ), étant divergente, & partir d’un certain

rang N, S, > 1. On remarque aussi que v, = "Tn_l

o Casa=1:
Si v, ne tend pas vers 0, la série est divergente.
Si (vUn)n est de limite nulle, Y v, est de méme nature que — > In(1 — v,). Comme
—In(1 — v,) = In(Sn) — In(Sn—1) et que la suite (In(S,))n est divergente, la série
— > In(1 — vy,) est divergente et > v, est divergente.
Conclusion : pour a = 1, la série > v, est divergente.

e Casa<1:
Sn—snfl > Sn_ n—1

Sg - Sh
La suite (vn)n est minorée a partir du rang N par le terme général d’une série dont

A partir du rang N défini précédemment, v, =

on vient de prouver la divergence : la série > v, est divergente.

e Casa>1:

. . . 1
La fonction t — Y étant décroissante sur [1,4o00], elle est minorée par S sur le
n
segment [S,—1,S,] de longueur uy, ; on a donc :

S

nodt 1 - -

Ogung/ — = (Sh % =S,-9) .
S, t¥ 11—«

La suite (S.™%), étant convergente de limite nulle, la série de terme général
T (S~ — Sh”¢) est convergente. Par comparaison de séries a termes positifs,
la série > v, est convergente.

O
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Correction de I’Exercice 28
Retour & I’énoncé

1. f étant continue et bijective, elle est strictement monotone sur RT. Comme la série

1
E m converge, 1+1m f = 4o0. Ainsi f est strictement croissante de R* dans lui-méme (ce
n oo

qui impose notamment f(0) = 0).

2n
Pour tout k € [n+1,2n], f(n) < f(k) < f(2n); aussi comme Sz, — Sn = Z ﬁ, on
k=n+1
obtient le résultat attendu :
n n
0< < Sop — S < —— .
~ fen) =7 f(n)

2. f étant strictement croissante, J = [f(1),4oo[ est donc 'image par f de I = [1,+o0o[ et
est strictement inclus dans RT*. ¢ est donc bien définie sur J.

3. Par le théoréme de changement de variables, en posant z = f(y), g est intégrable sur

!/
J si et seulement si ¢ @y — ?j‘]; ((y)) est intégrable sur I. Cette fonction étant continue et
Y
T !
d
positive, son intégrale est convergente si et seulement si ®(x) = / %ﬁl))y a une limite
1 Y
finie en +oo. ® étant croissante, il suffit que (®(2n)), soit une suite convergente. Par une
intégration par parties (les fonctions y — y et y — m étant de classe Cl) :
Y
2n 2n 2n
Y dy 2n 1 dy
<I>(2n):{——} + ——~=—7—+ =+ - .
fwly L fy) o @) f) S F)
Par la premiére question, comme lim(S2, — S,) = 0, par théoréme d’encadrement,
2n
lim =
f(2n)

= étant une fonction continue positive strictement décroissante sur R™, la convergence de la

f
. 1 . . . .
série Z m équivaut, par le théoréme de comparaison série et intégrale, a la convergence
n
2n dy
v fly)

(®(2n))n est une suite convergente; ¢ est intégrable sur I et g est intégrable sur J.

de

Correction de I’Exercice 29
Retour a I’énoncé

1. f” étant intégrable sur RT, son intégrale sur R" est convergente et f’ primitive de f” a
une limite finie ¢; en 4o00.
Montrons par contraposition que ¢; = 0. Quitte & changer f en — f, on peut supposer ¢1 > 0.

1l existe xo tel que pour tout = > xo, f'(z) > 51 et alors en intégrant sur le segment [zo, 2],

et f a une intégrale divergente sur [zo, +oo[.

fl(l’ — .II())
f(x) > B E—

—+oo
Ainsi 41 # 0 = / f divergente. Par contraposition, comme l'intégrale est convergente,
0

4 =0.
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2. Soit F' une primitive de f. Par la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a F' a
lordre 2 entre z et z 41 :

(+) Pz + 1) — F(z) = f(z) + L&) +/I+1 (1= )

2 2

f étant convergente, F' a une limite finie en +oo et lirf F(z+1)—F(z)=0.
R+ xr—r+0o0
z+1 _ 2 p1
De plus, 0 < / Mdt
x

x+1 7
t
< / wdt. Le terme majorant est de limite
x

nulle en +o00 par convergence de / |f”|; on a donc :
R+
lim x+1 (Ji +1— t)Qf//(t)

z—+oo [ 2

dt=0.

f est donc de limite nulle en +o0.

3. On reprend la formule de Taylor avec reste intégral tout d’abord appliquée a f sur le
segment [n,n + 1] :

P =)= - [ -0 wa
—_— n

An

bn
f ayant une limite en 400, la série > a, est convergente.
n+1 n+1
On majore b, : |bn| < cn = / |f”(t)|dt. Comme / |f”(t)|dt est convergente, par
n 0

domination par une série convergente, > b, est absolument convergente. Y f'(n) est alors
convergente comme somme de séries convergentes.
Pour étudier > f(n), on reprend () :

/n n+1 n _ N\2 g1
f(n):F(n—i—l)—F(n)—f;)—/ wdt

F ayant une limite en +oo, la série > (F(n + 1) — F(n)) est convergente. De plus,

n+1
/ (n+1-— t)Qf”(t)dt‘ < ¢y,. La série Y ¢, étant convergente (vu précédemment), il en
n

n+1
est de méme de / (n+1—1t)f"(t)dt. Comme combinaison linéaire de séries conver-

n
gentes, > f(n) est convergente.

O

Correction de I’Exercice 30
Retour & I’énoncé

1.

a. La suite (mg)x est de limite nulle et positive. En appliquant la définition avec e = 5
on obtient immédiatement le résultat souhaité.

b. Par passage a la limite (en n) de I'inégalité |ax(n)| < my on obtient que pour tout k,

1 1
|br| < my et & partir du rang K, |bi| < 3 donc 1+ by > 0 (et méme 3 <(Q+bk) < %)
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N
Alors pour N > K, Pv = PxkQn avec QN = H (1 + bg). Les termes de ce produit
k=K

sont tous positifs; on peut donc en prendre le logarithme In(Qn) Z In(1 + bg). |bxl

étant majorée par my, la série ) by est absolument convergente. Or \ln( + bi)| ~ |bkl,
donc (In(Qn)) vy~ x €st une suite convergente comme suite des sommes partielles d’une série

absolument convergente; il en est de méme de (Qn)n et donc de (Pn)n
+oo

Par le méme raisonnement, pour tout n, A(n) = H(l + ar(n)) est convergent.
k=1

13 .
c. Pour k > K, by et tous les nombres ax(n) sont dans le segment {5, 5} ot la fonction

t—

T+ est maximale en > donc par le théoréme des accroissements finis :

2 4
Vn €N, |In(1+ ar(n)) —In(1 +bx)| < §|ak(n) —bi| < Mk -

En sommant ces inégalités a partir d’un rang N > K :

Zlnl—i—ak Zln + bi)

k=N

~

Vn € N, <

Le terme majorant étant le reste d’une série convergente, pour tout € > 0, il existe un rang

Ko > K pour lequel pour tout N > Ky, on a :

€
vn € N, Zlnl—i—ak Zlnl—i—bk <5
k=N
Ko—1 Ko—1

On fixe N = Ky. Comme ngmoo Z In(1+ ax(n)) = ;{ In(1 + bg), il existe un rang Ny
tel que pour n > Np :

Ko—1 Ko—1 -

> In(1+ ax(n) Zlnl-l—bk ) <3

k=K
soit finalement

—+o0 —+o0

Z In(1+ak(n)) — > In(l+b)| <e

k=K k=K
+oo
Ainsi hm Z In(1 4+ ax(n Z In(1+b;) et par composition par I’expo-
+oo +°0
nentielle ngrfoo H (1+akx(n)) = kl_!((l +br). Comme produit fini de limites,
K-—1 K— +oo “+oo
nHToo | (1+ak(n H (14 bk), et on obtient bien kl_[ (14 akx(n)) " kl_[(l + b).
-1 k=1 1 =1

2.

a. Par la formule de Moivre, sin(mx) = Im((cos(z) + ¢sin(x))™) soit en développant par
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la formule du binéme de Newton :

- 2n 41 -
sin(mx) = Z(—l)k <2:i 1) cos? ™R () sin®* T (z)
k=0

— sin(z) > (=1)* @Z I 1) (1 — sin®2)"* sin®* ()

k=0

sin(z)U(sin(z)) avec U(X) = ;(—1)’“ <§ZI i) (1— X2)nkx2

U est un polynome pair de degré au plus 2n.

- 2n+1
Le terme en X>" est a, = (—1)" Z(—l)k e # 0. C’est donc un polynéme de degré
P 2k +1

2n.
Cherchons ses racines positives appartenant a ]0, 1].
Soit r une telle racine et z = Arcsin(r) alors U(r) = 0 équivaut a sin(mz) = 0 et comme

x €]0, g}, z= -2 avec k € [1,n]. On a ainsi trouvé n racines positives distinctes.

Par parité de U, leurs opposées sont aussi racines : on a ainsi 2n racines distinctes pour un
polynéme de degré 2n. On a donc trouvé toutes les racines et elles sont simples :

U(X) = an f[ (X2 — sin® (%) ) .

k=1

Le terme constant de U dans ’expression initiale est celui pour £ = 0. On a donc :

U(0) = <2n1+ 1) =m+1=an(-1)" kf[lsin2 (%T)
__(=)tm
I (57

soit a, = ce qui donne bien alors :

sin(ma) = msin(x) kli (1 - sm%?i%) .

b. En remplacant = par L, on obtient alors
2n+1

N
Jr
—_

T
2n+1

n sin2( r )

JI -

k=1 sin2( il )
n+

pour k < n et ax(n) =0 pour k£ > n. On a alors :

sin(z) = (2n + 1) sin (

[\
—_

Pour z = 0 la formule est triviale.
2

sin

T
2n+1
sin? ke

2n+1

sin(z) = (2n + 1) sin(

Posons ag(n) = —

18

Qnﬂpk (1 ax(m)
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sin? _r
2n+1 x?

Soit k fixé. Pour n > k, ax(n) = ———————% a pour limite ——— puisque siny ~ y
. km k22

sin

2n+1

Pour appliquer ce qui préceéde, il faut trouver un nombre my majorant tous les |ax(n)| donc

au voisinage de 0.

les |ax(n)| pour n > k, les autres étant nuls. Sur [0, g], sin(z) > —x (on peut le vérifier par
T
2
étude de la fonction z — sin(z) — —z) et sur R, |sin(z)| < |z|, aussi :
T

2

PR . 2
(@n+1)2 dx
lan(n)] € S = 77 = ™
m2(2n+1)2

La série )  my étant convergente, la premiére question permet d’affirmer que :
)

oo —+o0 2

xT
o+ — T1(1- g2)
k=1 k=1

et comme lim (2n + 1)sin( x ) = x, par produit de limites on trouve le résultat
n——+oo 2n+1
escompté :
+oo 2 \2
Ve, sinz =z [ 1—(—) .
x, sinz =z ( - >
k=1
(]

Correction de I’Exercice 31
Retour & I’énoncé

Par inégalité triangulaire inversée comme 2 — v - (7 — 7) =37
IZ -FI+I17-Z1>17 -7 - (& -2) =317l

Par permutation circulaire, on obtient alors :

977|w7?|zw7
IZ -2+ 17 -7 | > 37

En additionnant ces trois inégalités, on a immédiatement le résultat souhaité.

Correction de ’Exercice 32
Retour a I’énoncé

. a —a . .
Soit u le vecteur m si a # a’ et u quelconque de norme 1 si a = a’. On a donc
a —a

a’ —a = au. Soit D la droite {a + tu,t € R}. Alors B(a,7) N D = {a + tu,t €] — r,7[} et
Ba',r"YN D = {a’ +tu,t €] —r',7'[} soit B(a',7') N D = {a+ tu,t €)la — 7", a +1'].
— !
Aussi si B(a,r) = B(d', ), TN sita=0 (donc a=ad') et r =1,
r=a+7r
La réciproque est triviale : sia = a’ et r =7, B(a,r) = B(a', 7).
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Correction de I’Exercice 33
Retour a I’énoncé

1. Le trinéme t*> + ¢ + 1 a un discriminant strictement négatif, il ne s’annule pas sur R. la
|z + ty

1+¢4+1¢2
Elle est continue : 'image du segment [0, 1] est un segment. No(z,y) est bien défini (c’est

fonction ¢ : t — est bien définie pour tout couple (z,y) sur R.

méme un maximum). De plus,p est de limite nulle en +oo : elle est donc bornée. N1 (z,y)
est défini pour tout élément de RZ.
Posons Iy = [0,1] et I; = R. Vérifions les 3 axiomes d’une norme :dans la suite, ¢ € {0,1}

e axiome de séparation : Ns(x,y) = 0 (¢ € {0,1}) si et seulement si pour tout réel
t € I;,|x + ty| = 0. Le polynéme en ¢, = + ty, ayant une infinité de racines, c’est le
polynome nul donc (z,y) = (0, 0).

e axiome d’homogénéité : Si A = 0, on a bien N;(0,0) = ON;(z,y). Soit A non nul. Pour
tout ¢ in I; :

[Ax + tAy] |z + ty|
14+ t4t2 | 1+t+1¢
ce qui prouve que N;(Az, A\y) < |A|N;(z,y). En remplagant (z,y) par (Az, \y) et A par

N;(Az, \y)

Al

=IA 3 < [AINi(z,9)

son inverse, on obtient I'inégalité inverse N;(z,y) < ce qui prouve que :

Y(z,y) € R?, YA € R, Ni(Az, Ay) = [A|Ni(z,y) .
e inégalité triangulaire : Pour tout quadruplet (z,y,z’,y’), et tout t € I, :

e+’ +iy+ o)l o lettyl |+ '
< <N N,
7t Sisere Tigere S N@nENEY)

donc Ni(z +2',y +y') < Ni(z,y) + Ni(2', )

N et N; sont des normes sur R2.

2. Désignons par B; la boule fermée centrée en (0,0) de rayon 1.
T+ ty

1+t+1¢2

2
— — >
vt e I, {t +t(l-y)+(1-2)>0

(z,y) est dans B; si et seulement si pour tout t € I;, € [—1,1], ce qui équivaut a
+tl+y)+(1+z)>0

e Casi=1:le trinome t*> 4 t(1 — y) + (1 — z) reste positif sur R si et seulement si son
discriminant est négatif ou nul soit :

(1-y)?<4(1-2)

De méme, t*> +t(1 +y) + (1 +z) > 0 si et seulement si (14 y)* < 4(1 + z). La boule

r<1-— M
unité B; d’équations n (14+ )2 est donc la partie colorée en bleu entre
> —1+ Ty

les deux paraboles.
2 2
Aty o, A=y
4 - 4

Comme pour les éléments de cette boule, —1 + ,on ay® < 3.
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Les points d’intersection des deux courbes x = 1 —

/3

sont les points (?, V3) et (—73’ —-V3)

e Cas ¢ = 0. cette boule unité contient la boule précédente car elle est constitué des

éléments tels que pour tout ¢ € [0, 1], {

Soit f(t) =t* +t(1 —y) + (1 — x). Ce trinéme admet son minimum en to =

P +t(l—y)+(1—2z)>0
?+t(l+y)+(1+2)>0

fonction est décroissante sur | — 0o, to] et croissante sur [to, +00[

* Siy €[1,3], yo € [0,1]. Le trindme est positif sur [0, 1] si et seulement si son
minimum est positif : on retrouve la condition précédente (1 —y)? < 4(1 — )

soit z < z1(y)

_,_ (-y?

4

* Siy < 1,yo < 0, la fonction est croissante sur [0, 1] donc f est minimale en 0. Il
faut donc que f(0) > 0 soit x <1

* Siy >3 yo <1, lafonction est décroissante sur [0,1] donc f est minimale en 1.
11 faut donc que f(1) > 0 soit z +y << 3

En échangeant (x, %) en (—z, —y) on obtient les conditions pour que t*+t(1+y)+(1+x)

reste positif sur [0, 1].

* Siy€[-1,-3], z > x2(y)

* Siy>-—-1,z>-1
* Siy<—-3z+4+y>-3
En résumé, les deux trinémes sont
positifs sur [0, 1] si il vérifie 'une des
conditions suivantes :
o y< Jet 3—y<zx
(ceci impose y > —4);
e 3<y< —letzy) >z>
L3
e 1<y<let—-1<z<1;
e 1<y<3et—-1<z<uz(y)
e y<3et -1<z<3—y (ce
qui impose y < 4)

<1

La boule unité By est donc consti-
tué de la partie du plan colorée en
bleu ou en rouge, bords compris. Les
boules sont bien symétriques par rap-
port a (0,0).

Le point A sur la figure ci-contre a

,V3).

V3
pour coordonnées (7

-1+

(1+y)?

4
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Correction de I’Exercice 34
Retour a ’énoncé
Soit F; j la matrice ayant un 1 en place (i, j) et des zéros partout ailleurs. Le produit E1 1 E2 2
est nul donc pour toute norme N, N(E11E22) = 0; or N(E1,1)N(E2,2) est le produit de
deux termes non nuls (N(A) = 0 <= A = 0) donc N(E1,1)N(E22) # N(E11E22). 11
n’existe donc pas de norme telle que N(AB) = N(A)N(B) pour tout couple de matrices
(A, B).

O

Correction de I’Exercice 35
Retour & I’énoncé

1. On développe les expressions avec le produit scalaire :
1P+QI +[1P=QI* = I1PI* +1QII* +2(P, @) + IPI* +1lQ1I* = 2(P, @) = 2 (I1P|* + lQ]*) -

Cette égalité est 'identité du parallélogramme.

2.

a. Vérifions les trois axiomes :

e Séparation : ||P||o = 0 si et seulement si pour tout k € [0,n],P(axr) = 0. P de degré
au plus n a n + 1 racines : c’est le polynéme nul.

e Homogénéité : Pour tout réel A et tout polynéome P,pour tout entier k € [0,n],
[(AP)(ak)| = |A|P(ak)|- En sommant ces n + 1 égalités, on obtient directement le
résultat :||AP|| = |A]||P])-

e Inégalité triangulaire : Pour tout couple de polynémes (P, Q) et tout entier k, on a
|P(ak) + Q(ak)| < |Plax)| + |Q(ax)|- En sommant ces n + 1 inégalités, on a bien
1P+l <Pl + el

n

b. Compte tenu des n racines de L; de degré au plus n, L; = \; H (X — a;). Comme

7=1
J#Fi
L X — a4
Li(ai) = 1, on trouve )\z et Ll‘ = )\1 H m
j=1
J#i
c. Li+Lj(ag) =0sik ¢ {i,j} et 1sinon, donc ||L; +Lj|l« = 2. De méme, L; — L;(ax) =0
sik ¢ {i,j},1sik=1iet —1sik=j, donc ||Li — Lj|la = 2. Or ||L;||a = || Lj|la = 1. L’égalité
du parallélogramme n’est pas vérifiée par ||.|lo : ce n’est pas une norme euclidienne.
3. Si P+ ||P||,, est une norme euclidienne, elle provient d’un produit scalaire donné par
I’égalité de polarisation :

2(P,Q) = [P+ Qs — [Plla — 1Qlla =2 Plaw)Q(cw) -
k=0

n

Vérifions que (P, Q) — ZP(ak)Q(ak) est un produit scalaire. Le coté bilinéaire et symé-
k=0

trique est trivial. (P, P) = 3"}_ P(ax)® > 0 et il y a égalité si et seulement si pour tout k,
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P(ak) =0 ce qui conduit & P = 0 (mémes arguments que dans la question 2.a).
Comme ||P||,, = v/{P, P), ||.||.. est bien une norme euclidienne.
a. |[Plla® = |Pll.*+2 Y [P(a:)P(ay)|, on peut choisir e = 1.

0<i<j<n
Comme pour tout k, |P(ax)| < |P||4, on peut choisir f =n + 1.
Ce n’est pas le plus petit f possible : en effet, si (ao, - ,an,bo, - ,bn) sont 2(n+1) réels, en

n
utilisant le produit scalaire canonique dans R™*, on obtient Z arbr <
k=0
En choisissant ar, = 1 et by = |P(as), on obtient |P|la < v/n+ 1||P||%. On ne peut plus
diminuer f car le polynéme constant 1 transforme cette inégalité en égalité.

O

Correction de I’Exercice 36

Retour a ’énoncé

1. Si z = (0,0), pour tout t > 0, ~ = (0,0) € K aussi N(0,0) = inf R™* = 0.

O étant intérieur & K, il existe une boule ouverte B pour la norme euclidienne centrée en O
de rayon r > 0 incluse dans K.

Soit z autre que (0,0) : Posons I, = {t >0 | % € K}<. N(z) est défini si et seulement si

. . T
I, est non vide car I, est minoré par 0. Comme aﬂ est de norme «, cet élément est dans
T
. T .
Bdoncdans K poura<retsi0<a<r, M est dans I, : I, est non vide; N(x) est donc
«

bien défini.
K étant majoré, il existe M tel que Vy € K, ||y|| < M. Ainsi si ¢ est élément de I, —”f” <M

d’oﬁtzmetN(x)2M>O.

Par définition d’une borne inférieure, il existe pour tout entier naturel n non nul un élément

tn, de I tel que N(z) <t, < N(z) + l (t — n)n est une suite de réels non nuls de limite
n

N(z) non nul. La suite z, = t£ est une suite d’éléments de K de limite %; K étant
n x

fermé, cet élément appartient a K donc N(z) est élément de I : c’est donc un minimum.

2. Par définition, N(x) > 0 pour tout x et dans la question précédente, on a démontré que

N(z) = 0 si et seulement si x = (0,0). L’axiome de séparation est bien vérifié.

SiA=0ouxz=(0,0): NAz) = 0= AN(x). Soit A non nul et z différent de (0,0). ¢ € I,

. . A
équivaut alors a A\t € I, pour A > 0. Comme K est symétrique par rapport a O, Tx e K
. A . . L.
équivaut a —Tx € K. Ainsi t € I, équivaut alors a |A|t € I,,. L’application ¢ — |A|t étant

croissante, elle transforme le minimum de I, en le minimum de I»,. On a donc N (Az) = |A|z|.
L’axiome d’homogénéité a bien été vérifié dans tous les cas.
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K est en bleu sur cette figure.
T+y L’inégalité triangulaire est triviale si z ou y
est nul. Supposons z et y différents de (0,0)

et de somme non nulle. Les éléments ——— et
N(z)

sont des éléments de K par la premiére

)
0) N (y)
y question et comme K est convexe, le segment

joignant ces points (en violet sur la figure ci-
contre) est inclus dans K.

On va donc rechercher un point sur ce segment appartenant & la droite dirigée par x + y.

x Y . PR N
On cherche a € [0,1] tel que a—— + (1 — @) —=>— soit colinéaire & x + y. Il suffit que
o1 NG, () "N
« l-«a T
= ce qui donne o« = ——————— (qui appartient bien & [0, 1]). Pour cet « :
NG&) T N NG + N 0.1
z y Tty
a——+ (1 -« = eK
N@ TN T V@ N

N(z) 4+ N(y) est élément de I+, donc N(z) + N(y) > inf I+, = N(z + ).
Il reste le cas ot z +y = 0 et on a alors N(z+y) =0 < N(x) + N(y).
3.S5ize K,1€l, et N(z) <1

Réciproquement si N(z) < 1 et z non nul, z; = %) € K mais comme z = N(z)zr,
x

x appartient au segment [Oz] et est élément de K. On a ainsi prouvé que la boule unité
fermée pour la norme N est K.

O

Correction de I’Exercice 37
Retour & I’énoncé

1. Commencons par le cas 0 < z et 0 < y et posons f(t) = tz? + (1 —t)y? — (tx + (1 —t)y)".
Si x = y, I'inégalité est triviale ;c’est une égalité. Dans la suite on suppose = # y.

Cette fonction est indéfiniment dérivable; f'(t) = x — y? — p(x — y)(tx + (1 — t)y)? " et
() = —p(p — 1)(x —y)*(tz + (1 — t)y)?~2 > 0. f’ est donc strictement décroissante donc
sur lintervalle [0,1] :

vt e [0,1], f'(1) =2 —y" —plz —y)a” " < f' () < F(0) =" —y’ —p(z —y)y" .

On a

p—1 p—2
—1—k_ k - —1-k —1-k\  k
FO)=@—y)> " "y —zn/’”:(cv—y)z:(oﬁ”1 -yt )y
k=0 k=0
x et y étant positifs, 2P~ 7% — yP717F a le signe de (z — y); aussi la somme a le signe

de z —y et f/(0) > 0 (car z # y). De méme, en échangeant le role de z et y,—f'(1) =
y? — P —p(y — )2~ > 0. f’ admet un unique zéro to sur [0,1] : f est croissante sur [0, o]
et décroissante sur [to,1]. Comme f(0) = f(1) = 0, f reste positive sur [0, 1] :

vt €[0,1], (tz + (1 —t)y)? < tzP + (1 —t)y*
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Dans le cas général ou le signe de x et yn’est pas connu, on utilise 'inégalité triangulaire
puis le résultat précédent appliqué a |z| et |y :

vt € [0,1]; [t + (1= t)y” < (tlz[ + (1 = )y)” < tlzl” + (1= 1)|y[” .
De plus, I'inégalité est stricte pour ¢ €]0, 1].
2.

a. ||z]lp, = 0 si et seulement si 1 = x2 = 0 autrement dit si et seulement si = 0.
Pour tout z et tout réel A :

Azl = (A2 ]” + )7 = (N (21| + [22]")' 7 = [ A]ellp -

b. Soit z = (z1,x2) et y = (y1,y2) éléments de B. Posons z =tz + (1 — t)y avec t € [0, 1].
Par la premiére question pour ¢ =1ou¢=2:

|2i|” = [tei + (1 = t)yal” < tlai|” + (1= O)]wil”
En additionnant ces inégalités pour ¢ = 1 et i = 2, on obtient :
Izl < tllzllp + A=yl <t + 1 —t)=1

Le segment [0, 1] est inclus dans B : B est convexe.
Soit = et y éléments de RZ. Si 'un des deux est nul, 'inégalité triangulaire est triviale.
Supposons les non nuls. On utilise le méme raisonnement que dans ’exercice précédent en

_r
|l »

est dans B. Du coup, en choisissant ¢t =

remplagant K par B. Par le critéere d’homogénéité =’ = vérifie ||2']], = 1 et 2’ est

[zl

éléement de B. De méme, 3/ = —— T T
1zllp + 1yl

1Yl
obtient par convexité de B que

on

r+y

te+(1—-t)hy= —"-—""-——
=0 = L Tl

eB,

Il = | le —:Ly‘HT‘ < 1, ce qui donne I'inégalité triangulaire
Z||p Yllp

r+y

. o + [yl
si x et y ne sont pas nuls.

soit par homogeénéité || |
x

3. Pour p = 2, on retrouve la norme euclidienne classique. montrons que c’est la seule valeur
de p possible. Si c’est une norme euclidienne, elle vérifie I’égalité du parallélogramme :pour
tout couple (z,y) de R?, [l +yll} + [z — yll; = 2 ([lz]} + [[y]}) - En imposant = = (1,1),
y=(1,-1), z+y=(2,0) et  —y = (0,2), on obtient 8 = 42%/? soit 2%/ = 2 donc p = 2.

O

Correction de ’Exercice 38
Retour & I’énoncé
Raisonnons par 'absurde. On suppose que U et U ne sont pas colinéaires. Soit II le plan
engendré par ces deux vecteurs et F' un supplémentaire de celui-ci dans F.

e 7 7,7 1
Alors Un = an@ + b ¥ + 1) et Un=ca@ +dn ¥ + Uy, Ol u;, et v, sont éléments de F.
Par convergence de la suite (7n)n vers u, (an)n est de limite a = 1, (bn)n est de limite
b=0.
Par convergence de la suite (U ,)n vers v, (dn)n est de limite d = 1, (¢n)n est de limite
c=0.
7,1 étant colinéaire a 77“ il existe A, tel que 771 = )\nﬁn ce qui impose a, = Acp et
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b = Andn A0l andy — bpcn, = 0. Les suites (an)n, (bn)n, (¢n)n et (dn)n étant convergentes,
par passage a la limite, ad — bc = 0 ce qui est en contradiction avec (a,b,c,d) = (1,0,0,1).
O

Correction de ’Exercice 39
Retour a I’énoncé

1. (I, - A)A, =TI, — A" Or A"*! = A,41 — A, a pour limite B — B = 0. Le membre
de droite converge donc vers I,. L’application M +— (I, — A)M étant linéaire entre espaces
vectoriels de dimension finie, elle est continue. Le membre de gauche converge donc vers
(Ip—A)B.Onaainsi (I,—A)B = I,. En prenant le déterminant de cette expression, on vérifie
que I, — A est de déterminant non nul et est donc inversible et on a alors B = (I, — A)™'.

2. Si A = 2I,, I, — A est inversible et A, = » 2"I, = (2""" — 1)I, : c’est une suite

divergente.

Correction de I’Exercice 40

Retour a ’énoncé

Posons §,, = Zn+AZnt1. 1l est immédiat que si (7)), converge vers @ la suite (7,,), converge
vers (14 \) 7.

Etudions la réciproque. Montrons que si (7,,), converge vers ¥/, (T, )n converge vers

7.

1
1+ A
Comme A est non nul :

1, v _ 5 1_) 1 _ 1 o
x_’rl):X(ynfl_mnfl) )\yn )\Qyn 2+ — )\2 —2

et de proche en proche (ou par un calcul avec télescopage) :

B E
n-ki Ak+1ynlk An 0 -

—1 n—1
Le terme %ac_o> est de limite nulle puisque |A| > 1.
n—1 l)k
Pour le premier terme Z T Yn—1—Fk, on peut 'écrire :
n—1 ke n—1 k —> nfl
D o S~ (D ni =) Z
VoL Yn—l-k = P! /\k+1
k=0 k=0 k=0

3
|
=
—
|

—_
=

=

. . . . 1 .
L est la somme partielle d’une série géométrique de premier terme B\ et de raison

i
|
>/i—‘o

1
— de module strictement inférieur a 1 : elle converge vers Ton
Il reste donc & prouver que le premier terme est de limite nulle. Or :

n 1—

yn 1—-k — k yk < H 7”
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Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe un rang N pour lequel :

£
k>N = |gi — Y| € 55— -
| <D

Aussi pour n > N :

0<an < WZ Ika—7IIW + Z

k=N-1

A &1 € A €
|)\|"k2|)\|—1 T;T 2N =1 ata2

A

Il existe un rang N’ tel que

w\m

et donc pour
n>max(N,N) = 0<a, <c¢.

(an)n et donc (||Z1]|)n est de limite nulle donc limz, = 0. Ainsi (Z,), est convergente.

Correction de I’Exercice 41

Retour a I’énoncé

1. A est la courbe ci-contre (en bleu).

y Soit f la fonction de R? dans R défi-
nie par
I/
>IN\ fey) =ay—1.
f étant continue, A = f~*({0}) est
donc fermé. 1
0.5 J Les éléments M, = (1 + = 1) sont
= des éléments du complémentaire de
0.5 2 J A et la suite M, converge vers (1,1)

élément de A : le complémentaire de
A n’est pas fermé, A n’est pas ouvert.
A n’est pas borné car il contient les
points (n, %)

= (0.5,2) et J = (2,0.5) sont élé-
ments de A et leur milieu n’appar-

tient pas & A : A n’est pas convexe.
On aurait pu aussi choisir (z,y) élément de A, le symétrique de A par rapport a (0,0) est

aussi élément de A et leur milieu (0,0) n’est pas élément de A.

2. A’ est la partie en vert sur la figure. A’ = f~'(] — 00, 0[) est donc ouvert.

La suite z,, = (1 — %, 1) avec n > 1 est une suite d’éléments de A’ qui converge vers un
élément de A : A’ n’est pas fermé.

A’ n’est pas borné : les points (—n,1) sont éléments de A’. Les points I’ = (0,2.5) et
J' = (2.5,0) sont éléments de A’ contrairement a leur milieu : A’ n’est pas convexe.

3. Lapplication (z,y) — x> + xy + 3> — 1 étant continue (polynomiale en (x,y)), g~ (R™*)

est un ouvert. Ce n’est pas un fermé car la suite z, = (1 — —,0) avec n > 1 est une suite de
n
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points de B qui converge vers un point n’appartenant pas & B : B n’est pas fermé.

2
2
22 +ay+y® = (x+ %)2 + 3% donc lorsque (z,y) € B, ly| < — et |z + %\ <1, ce qui

V3

1
impose |z| <14 — : B est borné.
V3

Montrons que B est convexe :
soient (z,y) et (z',y’) éléments de B et t € [0,1] et (z1,y1) = t(z,y) + (1 — t)(z',y).

i +oiyp +yi =@ ray+y°) + (1— )2 (@ + 2y +y%) + (1 — 1) (222" + 2yy + 2y’ +2'y)

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R?, aa’ + 88" < 1/a2 + B24/a/2 + 5’2
V3y V3y'

/
Avec a =z + g,ﬁ = T,o/ =a + %,5 =5 on obtient :
ry +a'y
wa’ + ===y <V oy +ytVa? tay +y? <1

soit
B Amyp i <t +A-t2+21-t)=1

Remarque : on peut démontrer tous ces résultats par une méthode plus rapide en vérifiant

/ !/
que ® : ((z,y), (z',y')) — zz’ + LTy + yy' est un produit scalaire. dans ce cas, B est

la boule ouverte unité (donc ouvert, borné et convexe). ® est bilinéaire et symétrique. De
2
plus, ®((z,7), (z,9)) = 2* +zy +9° = (z + g)Q + 3% > 0 et cette quantité est nulle si et

seulement si y =0 et x + g = 0 soit (z,y) = (0,0).
B est la boule ouverte unité (donc ouvert, borné et convexe) associée a la norme euclidienne
provenant de .

4. C est constitué des complexes (z 4 iy) tels que z° — y* < 1.

z — RNe(z) étant continue ainsi que z — 2%, f : z — Re(2?) est continue, donc C est un
fermé. Ce n’est pas un ouvert car son complémentaire n’est pas fermé :pour tout 7 non nul
zn =1+ % n’appartient pas a C' et cette suite converge vers (1,0) élément de C.
L’ensemble des complexes de partie réelle nulle sont éléments de C' : C n’est pas borné.
Soit z = 2 + 2i est élément de C ainsi que son conjugué : leur milieu n’est pas élément de

C.
O

Correction de 1I’Exercice 42

Retour a ’énoncé

Soit x et y des éléments de F adhérents a C'. Il existe (,)n et (yn)n suites d’éléments de

C' de limite = et y. Alors pour tout ¢ € [0,1], tx + (1 — t)y = limtx, + (1 — ¢)yn. Comme C

est convexe, pour tout n, tx, + (1 — )y, € C et donc tx + (1 — t)y est adhérent & C : C est

convexe.

Soient z et y des éléments de F intérieurs & C. Il existe r > 0 tel que B(z,r) C C et

B(y,r) C C (on peut choisir le méme rayon pour ces 2 boules ouvertes quitte a diminuer

l'un des deux). Soit ¢ € [0,1] et z = ¢tz + (1 — t)y. Montrons que B(z,r) est incluse dans

C. Soit z1 € B(z,r) par définition ||z — z|| < r. En translatant z,y et z de v = 21 — 2, on

définit ©1 =z 4+ v et y1 = y + v. Comme ||v| < r, 1 € B(z,r) C C et y1 € B(y,r) C C; or
o

z =tx1+ (1 — t)y:1 donc z1 est élément de C. z est intérieur a C' : C est convexe.
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Correction de I’Exercice 43
Retour & I’énoncé

1. On remarque d’abord que si « est élément de G, aZ C G. En effet par récurrence
on vérifie que pour tout n entier naturel, na € G puis les opposés de ces éléments sont dans G.

a. a est bien défini : G contient au moins un élément non nul x et |x| appartient & GNRY..
Toute partie minorée non vide de R admet une borne inférieure.
Montrons par ’absurde que a est élément de G. Supposons que a n’est pas élément de G :
a > 0 car 0 est élément de G. Par définition de la borne inférieure, il existe x élément de G
tel que a < x < 2a et y élément de G tel que a < y < z. L’élément = — y est élément de G
et vérifie 0 < x —y < a ce qui est en contradiction avec la définition de a.

b.

e Cas a > 0 : Par la remarque du début de correction, aZ C G.

Réciproquement, soit « un élément de G et n la partie entiére de T alors il existe
r € [0, a[ tel que © = na+r. Comme r = z—na est élément de G (diffégence d’éléments
de G) et n’appartient pas & G NRY dont a est le minimum r = 0 et z € aZ. On a
vérifié par double inclusion que G = aZ.

e Cas a = 0; Soit = un réel, r un réel strictement positif. On cherche & montrer qu’il
existe un élément de G dans lintervalle I =]z — r,z + r[. Comme a = 0, il existe
un réel o appartenant a G tel que 0 < a < r. Soit n la partie entiére de 2 alors
ne<z<(mn+ladonczr—r<z—a<na<z<z+r. CommeacG,il el?est de
méme de na : tout réel est adhérent a G.

2. G = aZ + BZ = {am + Bn, (m,n) € Z*} est un sous-groupe de R : il est non vide et
non réduit a {0}(il contient « et ) et la différence de deux éléments de G appartient & G.
Soit a = inf(GNRY). Si a > 0, d’aprés la question précédente, G = aZ donc il existe p et ¢

entiers naturels non nuls tels que o = pa et 8 = ga. Ainsi % =P¢ Q. Par contraposition,
q
si % ¢ Q, a =0 et g est dense dans R.
- a_p . a_ B s
Réciproquement supposons que — = = € Q. Soit v = — = —. Tout élément z = ma + nf

s’écrit alors x = (mp + nq)y donc G C 7Z et |y,2v[NG = 0 ; G n’est pas dense dans R. Par
a
contraposition, si G est dense, 3 ¢ Q.

3. Par définition, T € P(f) si et seulement si Vz € R, f(z +T) = f(x). P(f) est non vide
car il contient 0. Si T et T” sont des périodes :

Ve R, fz+T-T) = f(z+T) = f(z) .

T — T’ est une période :P(f) est un sous-groupe de R. Soit (7},), une suite d’éléments de
P(f) de limite T. Par continuité de f, pour tout z, f(z + T) = lim f(x + Tn) = f(z). Ainsi
T appartient aussi & P(f) :P(f) est un fermé de R.

Soit a et b deux périodes tels que i ¢ Q : ce sont donc deux nombres non nuls distincts. a et

b étant éléments de P(f),G = aZ +bZ C P(f), donc G =R C P(f) = P(f) donc P(f) =R.
Aussi pour tout réel z, f(z +0) = f(0) donc f est constante.
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4. f+ g étant de période ¢, f(z+c¢)+ g(xz +¢) = f(z) + g(z) donc
Vo A(z) = f(z+c) = f(z) = g(z) — gz +¢)

f ayant comme période a, A a comme période a; de méme, g ayant comme période b, A

L. . a b . . .. a
a comme période b. Si — et — sont rationnels, — est rationnel. Par contraposition, — ou
c c c

b . . . - :
— est irrationnel. Par la question précédente, si
c

constante.

alacle

b
¢ Q, f est constante et si — ¢ Q, g est
c

O

Correction de ’Exercice 44

Retour a I’énoncé

1. Pour tout n, un(a) > 0. La seule limite infinie possible est donc +oo. Si L est un réel,
par passage a la limite, L? = L donc L € {0, 1}.

2. Par récurrence immédiate, a — un () est strictement croissante. Si « et 8 sont dans Er,,
et v €]a, B[, un(a) < un(y) < un(B) et par théoréme d’encadrement, v € Er. Er est donc
un intervalle.

3. Si a > 1, par récurrence, pour tout n, un(a) > 1 et uni1(a) > un(). La suite (u,)n est
strictement croissante et ne peut converger ni vers 0 ni vers 1. Elle ne peut pas converger,
donc étant croissante, elle diverge vers +oo. Ainsi |1+00[C Ftoo.

Soit A, = {a > 0,un(a) > 1}. @ — un(a) est par récurrence une fonction continue donc A,
est un ouvert. Si (un(a)), diverge vers +oo, & partir d'un certain rang, o € A, donc a €

UN A,,. Réciproquement, si o € UN Ay, il existe p tel que a € E) et le méme raisonnement
neN* neN*

que précédemment prouve que la suite (un(a))n est croissante & partir du rang p et diverge
vers +oo donc o € Fy.
Ainsi Fi o = UN A,, et comme union d’ouverts c¢’est un ouvert.

neN*

Correction de I’Exercice 45

Retour a ’énoncé

Pour K = R ou C, si P + ¢ admet o comme racine multiple, P(a) + ¢ = P'(a) = 0 donc «
est aussi racine de P’.

1. Aussisic ¢ Qp, c = —P(a) olt « est racine de P’. Le nombre de racines de P’ étant fini
(car P’ est non nul), C \ Qp est fini.

2. Soit n le degré de P; P n’étant pas constant, n > 2. Si Qp est non vide et ¢ un élément
de Qp, P+ c a n racines distinctes a;(c) < az(c) < --- < an(c) et P+ ¢ change de signe en
chaque racine.

Quitte & changer P en —P, on peut supposer que le terme dominant de P est strictement
positif donc P est positif au voisinage de +oo.

Par le théoréme des accroissements finis, pour ¢ € {1,--- ,n — 1}, il y a une racine j3; de
P’; aussi P’ est scindé a racines simples (ﬂi)1§i§n—1- Comme P + ¢ change de signe en
chaque a;(c) et est positif sur Jan (¢), +00[; sur Pintervalle Ja;(c), ait1(c)], (—=1)" (P + ¢)
est strictement positif donc (—1)""*(P(B;) + ¢) > 0.

Réciproquement supposons que (—1)""*(P(B;) + c) est strictement positif pour tout
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i. Par le théoréme des valeurs intermédiaires,pour ¢ compris entre 1 et n — 1l,comme
(P(B:) + ¢) (P(Bi+1) + ¢) <0, P + ¢ admet une racine a;1(c) sur J; =|Bi, Bit1]-
(P+¢)(Bn) <O0et 1113 P(z) + ¢ = 400, P+ ¢ admet donc une racine a,(c) sur |Bn, +oo[.
(=

D" (P(B1)+c)<0et lim (—1)" (P(z)+ c) = +oo, P+ c admet donc une racine a1 (c)
T— —00

sur | — oo, f1].

P + ¢ a n racines distinctes : ¢ est élément de Qp. Ainsi, ¢ € Qp si et seulement si
Vi € [1,n — 1], (=1)""%(P(B:) + ¢) > 0. Qp apparait comme intersection d’intervalles ou-
verts : ¢’est un intervalle ouvert.

Les inégalités pour n — 1 et n — 2 si n > 3 donnent —P(fr—2) < ¢ < —P(Bn—1) donc Qp est
borné. Sin =2, Qp = {¢,c < —P(f1)} n’est pas borné.

O

Correction de I’Exercice 46
Retour & I’énoncé

1. Si f(z) = f(y), alors |z — y| < 0 donc z = y. L’application est injective.

En appliquant la relation (R) au couple (z,y) = (0,1), on obtient |f(0) — f(1)] > 1 mais
comme f(0) et f(1) appartiennent au segment [0, 1], | f(0)— f(1)] < 1;ainsi [f(0)—f(1)| = 1.
f(0) et f(1) sont deux points de [0, 1] distants de 1 ; aussi (f(0), f(1)) = (0,1) ou £(0), f(1)) =
(1,0). f étant continue, 'image de I par f est un intervalle inclus dans I contenant 0 et 1;
donc f(I) =1 et f est surjective.

2. f étant continue et injective, elle est strictement monotone.

Si f est strictement croissante, f(0) =0 et f(1) = 1. En appliquant R aux couples (0, z) et
(1,x), on obtient f(z) = |f(z)] > x puis 1 — f(z) = |1 — f(z)| > 1 — = donc

vz € [0,1], f(z) =z .

Si f est strictement décroissante, la méme démarche conduit & 1 — f(x) > z puis f(z) > 1—=z
soit Vz € [0,1], f(z) =1 —x.

Deux fonctions conviennent (on vérifie qu’elles vérifient bien la relation R) f(z) = = et
flz)=1—=.

Correction de I’Exercice 47

Retour & ’énoncé

On remarque d’abord que f est paire car f( z) = f(2) = f(z).

Par récurrence sur n, on a pour tout z, f(z2" ) = f(x) et en appliquant cette relation a 2,
f@) = f(zm).

Sixz e [0,1], (#2")n a pour limite 0 et par continuité de la fonction, f(z) = lim f(z2") = f(0).
La fonction est constante sur [0, 1], puis par par continuité sur [0, 1].

Soit z > 1,la suite (2% "), tend vers 1, aussi par continuité

f@) =1im f(—p) = £(1) = £(0) .

f est constante sur R" et par parité sur R.
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Correction de I’Exercice 48
Retour & I’énoncé

1. En prenant y = 0 dans la relation, on obtient Vz, f(x)*(1 — f(0)?) = 0 donc si f(0) = 0,
f(z) = 0 pour tout x.

2. En choisissant z = y = %, on obtient que si f(a) = 0, f(§) = O puis par récurrence

f(z%) = 0. Comme la suite (%) est de limite nulle, par continuité en 0, f(0) = 0.
Ainsi, compte-tenu de la question précédente, f s’annule si et seulement si c’est la fonction

nulle.

3. La fonction nulle est solution. Soit f une autre solution : elle ne s’annule pas et étant
continue, elle est de signe constant. Posons g = In(|f|) On a alors :

Y(z,y) € R?, g(z +y) + g(z — y) = 29(z) + 29(y) -

En prenant y = 0, on obtient g(0) = 0.

En choisissant, = = ¥, on a alors pour tout z, g(2z) = 4g(x) = 22¢(z). La relation appliquée
a (nz, z) donne alors une relation de récurrence g((n+ 1)z) = 2g(nz) + 2g(x) — g((n — 1)x).
Par récurrence, on prouve alors que pour tout entier naturel g(nz) = n2g(:c). Cette relation
est vraie pour n € {0,1,2}. Si ’hypotheése est réalisée aux rang n et n — 1 :

g((n+1)z) = (2n* +2 — (n — 1)*)g(z) = (n* + 20 + L)g(z) = (n +1)*g(x) .

Siz = —y, g(2z) = 2g(z) + 29(—z) = 4g(z) donc g est paire. Pour tout réel = et tout entier

relatif n, g(nz) = n%g(x).

Soient r = = un nombre relatif ((p,q) € Z x N*), et x un réel. Posons y = L alors py =re
q

et qy = x aussi : p?g(y) = g(rz) or g(x) = ¢*g(y) donc pour tout rationnel 7 et tout réel z,
2
g(rz) = %g(m) = r2g(z). En particulier si r est rationnel, g(r) = r%g(1).
q

Si z est réel, c’est la limite d’une suite de rationnels (r,,),. g étant continue comme composée
de fonctions continues,

g(z) =limg(ry) = limryg(1) = 2”g(1)
En posant a = ¢(1), on obtient gg:c) = az? et |f(z)] = e f étant de signe constant,
2
Vz, f(xz) = e*® ou Vz, f(z) = —e™ .

Veérifions qu’elles conviennent :

@ t)? galz—u)? _ gag,2 2y* = (eam2 e’

2

)

Si f est solution, —f est aussi solution. Les solutions qui conviennent sont donc la fonction
2

nulle, les fonctions f, :  +— e*® et leurs opposées.

O

Correction de I’Exercice 49
Retour a I’énoncé

1. f étant lipschitzienne de rapport k < 1, on obtient pour tout n > 1:

[unt1 = unl = [f(un) = f(tn-1)| < kltn —tn_a] .
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Ainsi par itération ou récurrence : |un+1 — un| < k™ |ur — uo|. Comme k < 1, la série > k™
est convergente, la série Z(Un+1 — uy) est absolument convergente donc convergente ce
qui implique la convergence de la suite (un)n. Soit £ sa limite. Comme I est fermé, la suite
convergente (un)n d’éléments de I converge dans I : ¢ est élément de I. Par continuité de la
fonction en ¢, la relation un4+1 = f(un) donne £ = f(£) : £ est un point fixe de f.

2. Soit £ et £’ deux points fixes de f. Comme |f(£) — f(&')| < k[e—{'|, (1 —k)|{—£'] <0 ce
qui impose comme k < 1, [¢ — ¢'| <0 soit £ = ¢'. f a donc un unique point fixe sur I.

O

Correction de I’Exercice 50
Retour a I’énoncé

11 faut donc prouver que pour tout couple (z,y), || f(z) — f(y)|| < 2|z — y||. On distingue 3
cas :

e x et y sont de normes inférieures a 1 :
f(x) = f(y) =z —y et donc | f(z) — f(y)l| < 2]z —yll.

e 1z et y sont de norme supérieure & 1 : On a alors

T Y r—y 1 1
f@ )= —mr = 7+ (o — s

Il Myl el il lyll

donc par inégalité triangulaire :
lz =yl iyl = ll=l|
1f (@) = F)ll < +
]| [l

Or par inégalité triangulaire inversée : | ||y|| — ||z||| < ||z — y||. Comme ||z| > 1, on

trouve bien || f(z) — f(y)|| < 2|z —yl|.

e L’un des deux termes est de norme inférieure a 1 et autre supérieure. Par symeétrie,
on peut supposer z de norme inférieure a 1 et y de norme supérieure. On commence
comme dans le cas précédent :

) — —z— - L
f(x) = fy) o y+(1 IIyH)y’

donc par inégalité triangulaire :

1) = F@I < llz =yl + (lyl = 1)

Comme |[jz|| <1:
lyll =1 < llyll = llzll < [l —yll
ce qui permet de vérifier que ||f(z) — f(y)|| < 2||lz — |-

Correction de I’Exercice 51

Retour a ’énoncé

Soit C' le convexe. Soit a et b deux éléments de f(C) et S le segment d’extrémités a et b. 11
existe z et y éléments de C tels que a = f(z) et b = f(y). L’application ¢ de I = [0, 1] dans
Rt~ f(tx+ (1 —t)y) est continue comme composée d’applications continues : I'image de I
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par cette implication est un intervalle ¢(I) est un intervalle contenant a = ¢(1) et b = ¢(0).
Ainsi S C ¢(I) C f(C). Donc f(C') est un convexe de R : c’est un intervalle.

O

Correction de I’Exercice 52
Retour & I’énoncé

1. {|lz — yll,y € A} est un ensemble non vide de R minoré par O : il admet une borne
inférieure.

2. Soit = et 2’ deux éléments de E. Pour tout y élément de A :
d(@, A) < [lz =yl < [lo — 2| + [|l2" — o

Aussi comme pour tout y de A, ||z’ — y|| > d(x, A) — ||z — 2’||, par définition d’une borne
inférieure :

d(x'A) > d(z,A) — |z — 2’| = d(z, A) — d(2z', A) < ||z — 2| .
En échangeant les roles de z et 2, d(z', A) — d(z, A) < ||z — &'||. Ainsi :
d(z, A) — d(z', A)] < [}z — 2']

L’application = — d(z, A) est lipschitzienne donc continue.
3. Par définition, d(z, A) = 0 équivaut a :Ve > 0, Jy € A, , ||y — z|| < e. ce qui équivaut a
toute boule ouverte centrée en = rencontre A qui est la définition d’un point adhérent.

— d(x, B
4. Soit z € A. Comme z n’appartient pas & B, d(z, B) > 0. Soit U = U B(z, %),
z€A

. , . . d(z, A)

Comme union d’ouverts, U est ouvert. De méme, soit V = U B(zx, T) ouvert de F
r€EB
comme union d’ouverts.
Comme z € B(z,r) pour tout r >0, ACU et BCV.
d(z, B)

Soit z € U. 1l existe = élément de A tel que ||z — z|| < —F—.

2
Iz — yll
2

Pour tout y de B, ||z — z|| < ; aussi par inégalité triangulaire inversée :

ly — =l o d(y, B)
2 = 2

ly =2l = lly — =l = [le — 2] >

donc z n’est pas élément de V : U et V sont disjoints.

5. L’application y — ||z —y|| est continue de A dans R. A étant fermé borné, elle est bornée et
atteint ses bornes notamment sa borne inférieure : il existe y, de A tel que d(z, A) = ||z —yaz||-
Supposons A fermé non vide non borné. Soit d = d(x, A) et By(z,d + 1) la boule fermée de
centre = et de rayon d + 1. Posons K = AN By(z,d + 1). Comme intersection de fermés,
K est fermé. Etant inclus dans une boule fermée, K est borné. Par définition d’une borne
inférieure, il existe un élément de A dans B(x,d+ 1) donc dans K : K est non vide ;on peut
appliquer le résultat précédent :

e € KVy €K flz —yo| <o —yl| <d+1

Soit y élément de A n’appartenant pas a K. Alors ||z — y|| > d+ 1> ||z — ya|. On a vérifié
que pour tout y de A, ||z — yz|| < ||z — y|| soit d(z, A) = ||z — Y.
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6. Supposons 'existence de yo et y; éléments de C tels que d(z,C) = ||l — yo|| = ||z — y1||;
Yo + Y1

Soit z = milieu de yo et yi. Par convexité de C, z est élément de C. Comme
20 —2)=(z—yo)+ (x—y1) et yo —y1 = (x — yo) — (x — y1) (ou en utilisant le fait que le

triangle xyoy: étant isocéle, z — yo = Y5¥° est orthogonal  — 2) :

Alle = 21* + llyo — 91l* = 2(llz — yol* + l|lz — yu||*) = 4d°

Or d < ||z — z||, donc |jyo — y1]|*> < 0 soit yo = y1-

7. y est élément de I’ si et seulement si il existe un élément = de F tel que y € By(z,r)
autrement dit si et seulement si il existe x élément de F tel que ||y — z|| < 7 ce qui équivaut
ad(y,F)<r.

Aussi F' est I'image réciproque de | — oo, r] par application continue y — d(y, F') : c'est
donc un fermé.

O

Correction de I’Exercice 53
Retour a ’énoncé
Soit g(Z) = ||f(Z) — Z|. g est continue de K dans R : g est bornée sur K et admet un
minimum a. Soit Y tel que a = g(7/). Si a n'est pas nul, f(¥) = yi # ¥ donc comme
vl €K,

9@ = IF @) = vt = IF @) — FCDI < 17 = T 1| = 9(F)
Ainsi a # 0 = g(y1) < g(¥) = a. Par contraposition,a étant le minimum de g(K), a = 0
donc Y est un point fixe de F.

O

Correction de I’Exercice 54
Retour & I’énoncé

1. Comme {z, ||z || < B} C E, inf{f(z ),z € E} <inf{f(z), ||z | < B}.

Si||zf| = B, f(x) = £(0) = inf{f (), |lz|| < B}.
Ainsi pour tout z, f(z) > f(0) > inf{f(z), || Z| < B} donc

inf{f(x), € B} > inf{f(x), |o]| < B} .

Par double inégalité, on a vérifié que inf{f(z ),z € E} = inf{f(z),||z] < B}. La boule
fermée de centre 0 et de rayon B étant un fermé borné, f y est bornée et atteint ses bornes,
notamment sa borne inférieure qui est donc un minimum.

2. Soit f de E dans R définie par P — ||g — P||s,00- |||
des fonctions bornées sur S, par inégalité triangulaire : |f(P) — f(Q)| < ||P — Q|| s,+00-

P +— ||P||s,00 est une norme sur E (si P est nul sur [a, b], ayant une infinité de zéros, c’est le

5,00 étant une norme sur ’ensemble

polynéme nul). f est lipschitzienne pour cette norme et donc est continue.
De plus par inégalité triangulaire inversée, ||g — P||s,00 > || P]|s,00 — |lg]

5,00 donc f tend vers
I'infini lorsque || P||s,oc tend vers Uinfini. Il ne reste plus qu’a appliquer la premiére question.
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Correction de I’Exercice 55
Retour & I’énoncé

1. Par opérations usuelles (ge?) = (¢’ + g¢')e?.

2. On pose g(z) = (f(z) — f(b)) et p(z) = ﬁ Si h = ge®, h est continue sur [a, ],
dérivable sur ]a, b telle que h(a) = h(b) = 0. Donc par le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[

tel que h’(c) = 0 soit comme e?(®) £ 0 :

0=yg'(c) +¢'(c)g(c) = f'(c) -
ce qui équivaut au résultat souhaité.

t
3. Soit F(t) = / f(s)ds primitive de f s’annulant en a. L’inégalité initiale s’écrit alors :

F'(t) — aF(t) < g(t)

—at

et en multipliant par e~**, on a alors sur [a, b], en posant H(t) = F(t)e™**, H'(t) < g(t)e
En intégrant cette relation sur le segment [a, ¢], on obtient alors

t
F(t)e ™ = H(t) = H(t) — H(a) < / g(s)e*ds
a
En multipliant par e** réel strictement positif, on obtient alors

t
F(t) < eat/ g(s)e”*°ds .

11 suffit alors de multiplier par a > 0 et d’ajouter g(¢) pour obtenir & partir de I'inégalité
initiale :

FO<90)+a [ fs)ds < glt) +ac” [ g(s)e ds

Correction de I’Exercice 56
Retour a I’énoncé

1.
a. (un)n et (vn)n sont deux suites de réels positifs et comme

(vt = \/0n)?

un+l_vn+1:f20a

a partir du rang 1, u, > v,. Aussi & partir de ce rang v, < Up+1 < Up €6 Vpy1 > VUE = v,
donc pour n > 1:
Un S Un+1 S Un41 S Un -

Up — Up U — V1
— donc 0 < up — v, < on 1

rang 1, une des suites est croissante, I’autre est décroissante, et la différence tend vers 0 : les

De plus 0 < Unt1 — VUnt1 < Unt1 — Unp = . A partir du

deux suites sont donc adjacentes; par théoréme, elles sont convergentes de méme limite.
b. Si on échange a et b, on ne change que les termes d’ordre 0 des deux suites. Aussi on
ne change pas la limite : £(a,b) = £(b, a).
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Par récurrence immédiate, multiplier les termes initiaux par A induit une multiplication par
A de tous les termes des deux suites, donc de la limite.
2.

a. Posons a = 1 et b = 0. Alors comme v, = 0 implique vn4+1 = 0, la suite (vn)n est la
suite identiquement nulle et f(0) = £(1,0) = 0.
Si a =b =1, pour tout n, u, = v, =1 donc f(1) =£(1,1) =1.
Par la question 1.b (avec A = z),

f(@) = UL2) = £(x, 1) = ot (1’ i) - G)
/()

pour z > 0; soit f(%) =7
v 1+
Soient a =1, b=z et (un)n et (v,)n les suites associées. Soient a’ = uy = U =v =

VT et (un)n et (v),)n les suites associées. Comme u, 1 = uj, et v,11 = v}, les 4 suites ont

méme limite et :

f(x):£(1+x7\/5>_1+x£<1 2\/§>:1+xf<2\/5>‘

2 2 14z 2 1+

b. Comme pour tout entier naturel n > 1, v, < £(a,b) < un, on obtient pourn =1, a =1
1
et b=1r, V3 < f(z) < -
3.
a. Par le théoréme des fonctions monotones, en tout point a de R**, g a une limite &

droite et a gauche vérifiant :

9(z)

T
mais h étant décroissante :

gla™)

a

La fonction h : z — A droite de a et

+
a donc pour limite 9(a’) 4 gauche de a
a

h(a™) = 9(a”) > h(a) = g(a) > g(a') .

Les deux lignes d’inégalités vues précédemment donnent alors g(a™) = g(a) = g(a™). g est
continue en tout point de RT*.

b. Soient deux couples de suites (un)n, (Vn)n €t (u),)n, (vy,)n définies par les relations ini-
tiales avec uo = ug = 1, vo = = et v) = x’ avec < x’. On vérifie par récurrence sur n que
un < uy, et v, < v, pour tout n et, par passage a la limite, on obtient f(z) < f(z'), f est
donc croissante.

T 1 . . .

Or f(=) =f <7) donc comme composée d’une fonction croissante f avec une fonction dé-
T T

f(x)

. 1
croissante x — —, T —
T T
que f est continue sur RT*.

est décroissante ; la question précédente permet alors d’affirmer

c. f étant croissante et positive, elle a une limite f(0") positive ou nulle. Par passage &
+
la limite de f(z) = 1—’2_xf (12\_‘{5), on obtient f(07) = 7f((2) ) donc f(0*) =0= f(0): f
x

est continue en 0.
4. Comme f(1) = 1, I'inégalité de la question 2.b donne alors & droite de 1 :

1 Vo1 _fl@-f@1 _1
\/:?+1_ac—1S s-1 S

S. Sidaner 156/243 Creative Commons : ® ©



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

Par théoréme d’encadrement,

— f(1 1
L{() a une limite a droite de 1 qui vaut 5 f est

dérivable a droite de 1 de dérivée 1
A gauche de a, la division par z — 1 change le signe des inégalités :

I V-1 fl@)-f@1) 1
\/5+1_x—12 s=1 =32’

le méme raisonnement conduit & la dérivabilité & gauche avec comme nombre dérivé 5

1
ayant méme nombre dérivé & droite et & gauche de 1, f est dérivable en 1 avec f'(1) = =.

En utilisant une nouvelle fois I'inégalité de la question 2.b, f(x) > /z, on obtient que pour
1
@) 5 1 Gone tim £®)
T xT z—=0 X

z >0, = 4o00. f n’est pas dérivable en 0 et la tangente au graphe

est verticale.

5.
1
Y Comme f@) _ f <7>, par compo-
_ T
y=(z+1)/2 sition des limites :
. flx)
1 le graphe admet comme direction
asymptotique 'axe des abscisses.
La tangente en 1 a pour équation
z 1
1 y=2t
5

Correction de ’Exercice 57

Retour & I’énoncé Les seuls problémes sont en 1 et —1. Par parité de la fonction il suffit de

vérifier la fonction au voisinage de 1. Sur [1, +oo[ la fonction étant nulle, elle est indéfiniment

dérivable et toutes ses dérivées sont nulles.

A gauche de 1, comme 2% — 1 tend vers 0 par valeurs négatives, 1ir{1 flz) =0= f(1). Sur
r—1"

] —1,1], f est continue et indéfiniment dérivable sur [0, 1].
Sur | — 1,1], f est indéfiniment dérivable comme composée de fonctions indéfiniment deéri-
vables.

P
Montrons par récurrence sur k que pour z €] — 1,1[, f*)(z) = k(m)% exp(1/(z* — 1))

(@ —1)

avec Py fonction polynomiale.
Pour k =0, Py(z) = 1. La propriété est vérifiée.

% exp(1/(z® — 1)) avec P, € R[X]. Par

Supposons que pour x €] — 1, 1], f(k>(m) =
les régles usuelles de dérivation :
FED () = ( P (x) dkxPp(z)  2xPy(x) ) exp <x21_ 1) .

(22 —1)2k B (22 —1)2h+1 (g2 —1)2k+2

o Pryi(z

Ainsi J40 (@) = ) ex(1/(a* 1)

avec Pyi1(z) = (22 — 1)2P(x) — 4kx(2®> — 1)Pi(2) — 2P (z). Par récurrence, on a bien
Pr(x

ﬁ exp(1/(z* — 1)) avec

vérifié que pour tout entier naturel k, sur | — 1, 1], f(k)(a:) =
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P, € R[X]. Ainsi lim f(k)(x) = 0 par prédominance de ’exponentielle. f est de classe C*

x—1—

sur [~1,1]. Comme ™ (17) = f®(1%) = 0, f est bien indéfiniment dérivable sur R.

O
Correction de I’Exercice 58
Retour & ’énoncé
1. Arcsin est dérivable indéfiniment sur |—1, 1[ comme fonction réciproque de sin sur |— g, g[

dont la dérivée ne s’annule pas, f est donc deux fois dérivable. Par les régles de dérivation
usuelles :

f/(I) _ M ot f"(m) _ 2 2 Arcsin(z)

V1—12? 1—a2 3:(1/1_302)3

ce qui donne bien la relation demandée :(1 — z2)f"(z) = xf'(x) + 2.

2. On utilise la formule de Leibniz pour dériver p fois cette relation. Comme (1 — 2?) a des
dérivées nulles a partir de l'ordre 3 et x & partir de ordre 2, il reste pour x €] — 1, 1] :

(1 _ xz)f(p+2)(x) _ 2pr(10+1)(x) _ p(p _ 1)f(p)(x) _ xf(p'H)(x) +pf(p)(x)

ce qui donne en 0, fP*2(0) = p*f®)(0). Ainsi comme f'(0) = 0, toutes les dérivées d’ordre
impair s’annulent en 0 (ce qui était prévisible puisque f est paire, ses dérivées d’ordre impair
sont impaires) et £ (0) = 4(¢—1)2f2@=1)(0) pour ¢ > 2. Comme f”(0) = 2, en utilisant
la relation pour ¢ variant de 2 a n + 1, on obtient f"2)(0) = 4™(n)!)2f"(0) = 22" (n)!)%.
On peut utiliser une nouvelle fois la formule de Leibniz pour calculer les dérivées de f comme
produit de Arcsin avec elle méme. Arcsin étant impaire, toutes ses dérivées d’ordre pair sont
impaires et s’annulent en 0, d’ou

2n+2

220) = Z <2n1;|— 2) Arcsin® (0) Arcsin®"272) (0)

p=0

= Z 2n +2 Arcsin@®* ) (0) Aresin®@" =2+ ()
P 2k+1

Il reste & calculer la valeur des dérivées en 0 de Arcsin. On peut passer par les développements

1 n

limités. Le développement limité d’ordre 2n de (1 — m2)7% est T g arz”™ + o(z™™)
-z

k=0

avec

a 13- x(2k—1)  (2k)!
F T T 4%6%--- %2k T22k(EN)2

Alors en intégrant, comme Arcsin(0) = 0, Arcsin(z) = > Ok g2kl g o(z* ).

2k+1
2
st . e, s (2k41) _ | Qg _ ((Zk)') ..
Par unicité des développements limités, Arcsin (0) = 2k+1)! 1 (R Ainsi
2n + 2 . (2k41) . (2n—2k+1) (2n + 2)1((2k)1)?((2n — 2k)!)?
A A =
<2k + 1) resin™"(0) Arcsin O) = G F 1120 — 2k + DR ((n = k)22
_ (2n+2)! (2k)!1(2n — 2k)!
Too22n 2k +1)(2n — 2k + 1) (k!(n — k)1)2?)
Donc
z (2k)1(2n — 2k)! o 42 () 24nt1(p))?
2k + 1)(2n — 2k + 1) (K!(n — &)D2) — (2n + 2)! T (@2n+2)

k=0
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Correction de I’Exercice 59
Retour & I’énoncé

1 . . 1 1 1 1
1. Commel—i(x—kz—(x—z)), f(m)—m—i (:r—i _x—|—z'>'

—1

La fonction z = (x —a)” " avec a € C étant indéfiniment dérivable de dérivée

Tr—a
_1)"p!
n-iéme x — m, f est indéfiniment dérivable et :
xn+1
—1)"n! 1 1 (=1)"n!
Vn e N, f(2) = { - =Sm | —~2—) .
neN U@ =\ T wror) T G
En effet, = étant réel ! et ! sont des complexes conjugués. La partie

imaginaire d’un complexe étant majorée en valeur absolue par son module, |z +i| > 1 et on
obtient :

(n) n! '
Vn e N,V € R, |f (a:)|§7lm+i|n+1§n..
—1\*n!
2. D’aprés Uexpression de f)(z) = ( 12)1 v ((m _ll,)nﬂ e +1i)"+1) obtenue en pre-

miére question, les racines complexes x de f™) vérifient (z —i)"*! = (x +i)"*’. On a alors
|z — 4™ = |z 44" soit |z — i| = |x + i|. Le point d’affixe x est sur la médiatrice des points
d’affixe i et —i : ce sont donc des racines réelles.

_ ,L-)n+1

—i n’étant pas racine de (z = (z +4)" "', en divisant par (z + )" "', on obtient que

. n) . T —
z est racine de f() si et seulement si T
T
dit :

7 . .
- est une racine d’ordre n+ 1 de 'unité autrement
1

e 0,0,

2ikm 2ikm
soit en multipliant par z 44, (1 —en+1 )z = i(1 + e+ ). Cette derniére équation admet une
solution si et seulement si k # 0 soit pour 1 < k < n. On a ainsi n racines distinctes. Comme

0 cos(

1—e =—-2 sin(@)e% et 1+ ¢ = 2cos(f)e? , on obtient z = — ”H)

sin(T)

pour k € [1,n].
O

Correction de I’Exercice 60

Retour & ’énoncé

1. Soit ®(x) = ||F(x)||*> = (F(z), F(x)). F étant de classe C* sur a,b[, ® l'est aussi et
¥'(z) = 2(F(x), F'(
comme ®(a) = ®(b), P étant continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b, par le théoréme de
Rolle, il existe ¢ €]a,b[ tel que ®'(c) = 2(F(c), F'(c)) = 0 autrement dit tels que F(c) et
F’(c) sont orthogonaux.

2. Soit D(z) = det(F(a), F(b), F(z)). L’application u — det(F(a), F(b),u) étant linéaire et
F étant continue sur [a, ] et de classe C' sur ]a, b, il en est de méme de D et

z)) (composition du produit scalaire et de = — (F(z), F(x))). Ainsi

D'(z) = det(F(a), F(b), F'(x)) .

Comme D(a) = D(b) = 0, par le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que D'(c) = 0 et
donc (F(a), F(b), F'(c)) est une famille lice. (F'(a), F(b)) étant une famille libre, ceci implique
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/\

que le vecteur F’(c) est combinaison linéaire de F'(a) et F'(b). Si n > 3, ce résultat n’est plus

1 1 1
4 a: 0 1
vrai. Voici un contre-exemple avec E = R”. Soit F'(z 0 et F(1) = 1
z?
z3 0 1
0
1
forment une famille libre et F'(z) = 9 s’écrit aF'(0) + bF(1) si et seulement si :
x
32?
a+b=0
b=1
b=2z
b = 322
les équations 1 = 2z et 1 = 322 sont incompatibles.
O

Correction de I’Exercice 61
Retour & I’énoncé
(1 _ x)q+1

qg+1
[0,1] donne pour p > 1:

(1 — )7 P P p
I, ,=|— I, =1
P,q [ g+1 0+q+1p1,q+1 q+1p1,q+1

l.z—azPetz— — étant de classe C', une intégration par parties sur le segment

En itérant cette relation (ou par récurrence sur k), on obtient que pour k < p :

k .
s 7p...(p—k+1)j A p+1—]1 .
P9 — P—R,q - - pP—R,q
(g+1)---(¢g+k) : q+j
Jj=1
. p! plg!
soit pour k=p: Ipq = Ioprq = ——1Ioptq-
PET g+ D)(g+2) (g +p) T (pr gt T
_ n+1 141
Or ]O,n:{—(l z) } - Ainsi Iy = —2L
n+l |, n+l (p+q+1)

Remarque : ce calcul est a savoir faire, il intervient dans beaucoup d’exercices.

2. On cherche donc a calculer D, (1). Soit L; la ligne ¢ de A,. L’application ® : Lp41 —
Ly

Ly
: est une application linéaire. Comme composée de ¢ et de
Ly,
Ln+l
xn In+1 x2n
L:zw— [—, ey , Dy, est de méme classe que L, donc de classe C*™°.
n!’ (n+1)! (2n)!
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*) .’L‘nik xn#»lfk :C2n7k
On a alors comme L'™(x) = <(nfk)!’ i Ry (2nfk)!>
1 1 =
1 : 1
L 1 3 ~ [CEshI
Lo : :
n . Gi—1)! (i+j—2)! (itn—1)!
Ln B .
Y@ 4. a1
(n—1)! (n+j5—2)! (2n—1)!
n— gnti—k=1 22—
n—k)! 7 (n=1+j—k)! T (2n—k)!

2n
En développant D, suivant la derniére ligne de M, (z), on obtient D,(z) = Z arz® ot
k=n

les a;, ne dépendent que des n premiéres lignes de M, (x) (identiques & celles de A,,), donc
indépendantes de z. (2n)!la, est le cofacteur du terme placé ligne n + 1 colonne n + 1 donc

Aon = nif D,, est donc un polynoéme de degré au plus 2n admettant 0 comme racine

(2n)!

d’ordre au moins n. D;, admet donc 0 comme racine d’ordre au moins n — 1 et D,,(0) = 0.

On remarque que pour k compris entre 1 et n, L(k)(l) = Lyp41- donc la matrice dont
Dgc)(l) est le déterminant a deux lignes identiques ce qui prouve que D,(lk)(l) = 0. 1 annule
D), et ses n — 1 premiéres dérivées, ¢’ est une racine de D), d’ordre au moins n.

Aussi D}, est un polynoéme de degré au plus 2n — 1 dont on connait 2n — 1 racines (il n’y en

_ An_1
2n=1 est 2na, = ———— donc

a donc pas d’autres) et dont le coefficient de =
(2n —1)!

Anfl

(2n — 1)!33“71("“" -

Dy (x) =

" imitiv ! qui s’annule en 0; ainsi
D, est la primitive de D,, ;

A'nfl /a: n—1 n
— t t—1)"dt.
2n—1)! /J, ( )

Finalement on obtient donc la relation de récurrence suivante

(—1)"An 1In 1 (=1)"nl(n —1)!

Dy (x) =

A, =

(2n —1)! T (@2n-D2n) Y
1 1 A
avec A1 = ‘ 1| = —3 #0. Ainsi comme A, =T[}_, iAl :
5 2 Ap_1

()™ (nH k!) IT *
_ - k=2 = (-1)™F"
H k!
k=1
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Correction de I’Exercice 62
Retour a ’énoncé
1. 2/(t) = —3asin(t) cos®(t) et ' (t) = 3bcos(t) sin?(t) s’annulent simultanément en 0 : F(0)
n’est pas un point régulier.
b sin’(t . t? 32
m(t) = E%. En 0, sin(t) ~ ¢ et comme cos(t) =1 — 5 +0(t?), cos®(t) — 1 ~ —
2bt
ainsi m(t) ~ o et est donc de limite nulle.
a

m(t) est la tangente de I’angle que fait AF(t) avec 'axe des abscisses : cet angle tend vers
0 lorsque t tend vers 0. La position limite de la droite est donc horizontale : la tangente est
horizontale. Comme z(t) = asin® (g - t) et y(t) = bcos® (g - t), I’étude faite précédem-
ment permet d’affirmer que la tangente en B = F (g) est verticale (échange des roles de x
et y).

2. La fonction F : t — (acos®(t),bsin®(t)) est 2m-périodique. F(t) = F(t') si et seulement
si t et ¢’ ont méme cosinus et méme sinus. Le domaine propre est donc de longueur 2.

On remarque que F'(t +7) = —F(¢). Il suffit donc de I’étudier sur un intervalle de longueur
7 puis de faire une symétrie par rapport a l'origine pour connaitre I’ensemble de la courbe.
De plus, z(—t) = z(t) et y(—t) = —y(t). Les points F(t) et F(—t) sont symétriques par
rapport a l'axe des abscisses. Le domaine d’étude se réduit donc & D. = [O, g} Une

symeétrie par rapport a l’axe des abscisses donnera la courbe pour ¢t € [—5, 0] et on compléte

par symétrie par rapport a O.

Y
Sur D., x est décroissante et y croissante. On
a donc le tableau de variations suivant : B
' 0 z
2
x'(t) 0 - 0
a
x(t) \ o
0
b
y(t) /
0
y'(t) 0 + 0

En rouge, la partie de courbe obtenue par I’étude initiale avant symétries.

3. En un point régulier, un vecteur directeur de la tangente est
F'(t) = 3sin(t) cos(t) (—a cos(t), bsin(t))

colinéaire & T = (—asin(t), bcos(t)), aussi vecteur directeur de la tangente dans les points
non réguliers. L’équation de la normale est donc :

—acos(t) (z — acos3(t)) + bsin(t) (y — bsing(t)) =0.
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Cette normale passe par O si et seulement si a” cos*(t) —b? sin*(t) = 0 soit tan(t) = i\/%. il

y a donc deux normales (deux points symétriques par rapport a O ont des normales respec-
tant cette symétrie et donc ont méme normale si elle passe par O) d’équations respectives :
—yaz +Vby =0 et \Jax + Vby = 0.

Les vecteurs directeurs de ces droites sont respectivement /b, v/a et —v/b, +/a. Ils sont or-
thogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul soit a = b. Dans ce cas, les droites
considérées sont les droites d’équations y = +=.

O

Correction de I’Exercice 63

Retour a ’énoncé

F:tw— (x(t),y(t)) est 2mw-périodique donc I' = F(I) ou I est un segment de longueur 27.
z(—t) = z(t) et y(—t) = —y(t). Les points F(t) et F(—t) sont symeétriques par rapport a
l’axe des abscisses : on peut réduire ’étude au domaine D, = [0, ] puis faire une symétrie
par rapport a P’axe des abscisses pour décrire un intervalle de longueur 27. On commence
par étudier les variations de x et y. x et y sont dérivables et :

2'(t) = —3 (sin(t) + sin(3t) + 2sin(2t)) = —6sin(2t) (cos(t) + 2)
y'(t) = 3 (cos(t) + cos(3t) + 2 cos(2t)) = 6 cos(2t) (cos(t) + 2)

par les formules sin(a) + sin(b) = 2sin (a;—b) cos (agb) et cos(a) + cos(b) =

2 cos L—H) cos a—b
2 2 '

2'(t) a le méme signe que sin(2t), négatif sur [0, g] et positif sur [g,ﬂ'] ; ¥/ (t) a le méme

signe que cos(2t) donc positif sur [0, %} et F%T,w}. Ent = % et t = :%T, y' s’annule et

. T
pas 7’ ; la tangente est horizontale; pour ¢ € {0, 5 7}, #’ s'annule et y' ne s’annule pas : la

tangente est verticale.
On obtient le tableau de variations suivant :

¢ 0 % g %’r -
a'(t) 0 - - 0 + + 0
(N .l
x(t _
0 CRR
3+2v2 0
y(t) - 2, -~
0 —3+2V2
(1) + 0 - - 0 +

D’ou la figure ou figure en rouge la partie obtenue lorsque t varie de 0 & 7 et en bleue la
partie obtenue par symétrie :
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a —

2

2 (5) 0 §) o (3) 55 (2)o ()

- . (3t . 2 t .
On se limite a ¢t € [0, 7] sin <5> = 0 équivaut a ¢ € {0, %} et cos <§> = 0 équivaut a

Par les formules sin(a) +sin(b) = 2sin (aTH) cos ( b) et cos(3a) = 4cos® a—3cos(a) :

t = . Ainsi F(0) = (7,0), F (2%) = (—2,0) (qui est le point double) et F(7) = (—1,0).
O

Correction de I’Exercice 64
Retour a I’énoncé

F:t— (x(t),y(t)) est défini si et seulement si sin(¢) > 0 donc sur le domaine D = U Iy
k€eZ
avec I, =|2km, (2k + 1)w[. Comme F' est 2m-périodique F (D) = F(lo).

De plus z(t) = z(m — t) et y(r —t) = —y(t). Les points F (7w —t) et F(t) sont symétriques
par rapport a ’axe des abscisses. Il suffit donc d’étudier I'arc paramétré correspondant a
t e J =0, I} puis de faire une symétrie par rapport & Oz pour connaitre toute la courbe.
Sur J, x et y sont dérivables et

cos(t)
sin(t)

cos(t)(1 — 2sin(t))
sin(t)

z'(t) = —2cos(t) = y'(t) = 2cos(2t) .
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D’oul le tableau de variations suivant :

: 0 s m n
6 4 2
x'(t) + 0 - 0
—In(2) -1
t —_— In(2) _
() e — o VE—
1
/
y(t) I T
0 0
y'(t) + + 0 -
La droite y = 0 est donc une asymptote.
Y
1+
1 l % % x
—6 -5 -1 1
14

En rouge, la partie de courbe obtenue par I’étude initiale avant symétries.

Correction de ’Exercice 65
Retour a I’énoncé

1. L’image de [0, 1] par e f(fonction croissante et continue) est S, = [e" f(0),e" f(1)].

Soit p, = E(e" f(0)) et g, = E(e" f(1)). Pour tout entier k compris entre 1 et g, — pn, Pn +¢
est élément de S,,. L’ensemble des z tels €" f(x) = pn + k est un fermé de [0, 1] puisque f
est continue; soit zx la borne inférieure de celui-ci, on a donc e” f(zr) = pn + k. On pose
xo = 0. Si g, —p, 7# 1, on pose alors x4, —p,+1 = 1 et N = g, + pn + 1 et sinon on pose
N = qn — pn.

e" f étant croissante, on a o =0 < 1 < --- < &y = 1. On a donc une subdivision finie de
[0,1].

De plussi zp <z < xp41 pour 0 < k< N — 2,

Pnt+k=e"fzr) <" f(x) <pnirtr =" f(whir)

la seconde inégalité étant stricte par la définition de xx4+1 et donc E(e™ f(x)) = pn + k donc
gn(z) = f(xr). la fonction g, est constante sur U'intervalle [zx, Zr11]. S1 N = gn — pn, ce qui
précéde est encore vrai pour £k = N — 1.

Si N=g¢n—pn+1, pour z € [xn_1,1], E(e" f(x)) = gn, et gn est constante sur [zn_1,1].
gn est bien une fonction en escalier (elle est constante sur tout intervalle |xk, Trp41][).
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2. De plus, pour = € [zk, i1, [€"f(x) — ™ f(zk)| < 1 donc | f(z) — e"gn(z)| < 1 soit
|f(x) = gn(x)| < e

11 ne reste que le cas ot * = 1. Alors gn(1) = e "g¢n et on a encore 'inégalité précédente.
Ainsi |gn — flloc < e7". Comme la suite (e™"), est de limite nulle, la suite (gn)n converge
donc bien uniformément vers f.

O

Correction de I’Exercice 66
Retour & I’énoncé

1. g est dérivable et ¢’ (t) = 3(1 —4¢?). Sur [0, 1], on a donc le tableau de variations suivant :

. o : 1
g () + 0 -

1
o(2) 0 / \ .

2. Prouvons la propriété demandée par récurrence sur n.
Initialisation : Vz € [0,1],0 < fo(z) = .

Héredité : Supposons que pour un n donné : Va;n[0,1], 0 < fo(z) < z.
Pour tout z € [0, 1], 3 est aussi élément de [0, 1] aussi

05 (2)s

1
Comme f, (%) € [0, g], et par la premiére question :

far(@) =g (£2(5)) 20

Comme f,(x) est positif
x
fari@) <3f0 (3) S8x 5 =2
ce qui prouve I'hérédité de la propriété.
Ainsi pour tout n et tout z € [0,1],0 < fn(z) < .

wls

3. On utilise la formule suivante sin(z) = 3sin(£) — 4sin®(%). Ainsi

() fu (@) = sin(e) = g(£a(5)) — g(sin(5))

on opére de nouveau par récurrence.
Initialisation : pour n = 0, par la formule de Taylor avec reste intégral appliqué a la fonction
sin & l'ordre 4 :

6 4

3 x
t
sin(m):x—x—+/ cos( )(x—t)4dt
o 2
Ainsi comme cos est positif sur [0,1] et que 0 < sin(z) < = :

3

folw) = sin(z)| = & — sin(z) = = /O Sn() o pytar <
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. 1
On peut donc choisir ap = 5
Héredité : on suppose que pour un n donné et pour tout = € [0, 1], |fn(z) — sin(z)| < anz®.

Pour z € [0, 1], g est élément de [0, %] C [0,1]; ainsi f,(5) et sin(3) sont élément de [0, é]

1
Sur [0, 5], g’ décroit de 3 4 0 donc |¢’| est majorée par 3. Par I'inégalité des accroissements

finis : et compte-tenu de la relation ()

1‘3 an 3

o (@) = sin(@)| < 3fa(3) = sin(3)] < Ban - = Fa

Il suffit donc de choisir an4+1 = % pour obtenir la propriété souhaitée & ’ordre n 4+ 1. La

. . . 1 . 1 .
suite géométrique de premier terme — et de raison — convient. On a donc trouvé que la

propriété demandée est réalisée avec, pour tout n, a, = (%) —.
4. Sur lintervalle [0, 1], on a ainsi pour tout n, | f,(z) —sin(z)| < a,. La suite (f»). converge
donc uniformément vers la fonction sin.

Si x est élément de I, = [0, 37], % est élément de I,_;. Montrons par récurrence sur p que
(fn)n converge vers sin sur I,.

La convergence uniforme sur Iy a été vu précédemment.

Supposons que (fn)n converge vers sin sur I,. Pour x dans Ip41, comme g est élément de
I, et que pour n > 1, (fn(x) = 3fn—1 (%) —4fn_1 (%), la suite (fn(z))n est convergente de
limite 3sin3sin(%) — 4sin®(%£) = sin(z). L’hérédité est donc prouvée.

fn est convergente de limite sin sur |J I, = R*.

fo est impaire donc par récurrence f, est impaire. Ainsi sur R™, f,, est convergente de limite
sin.

La suite f,, est convergente de limite sin.

5. La convergence sur [0, 1] a été vu précédemment grace a Pinégalité | fn(z) — sin(z)| < an
sur [0, 1].

Par récurrence, f, est polynomiale; Si f,, est un polynoéme de degré d,, fn+1 est un polynéome
de degré 3d,. Ce sont des polynémes non constants. f,, — sin n’est pas bornée sur R : il n’y
a pas convergence uniforme.

O

Correction de ’Exercice 67

Retour a ’énoncé

1. Le polynéme L; devant admettre comme racines les d nombres a; pour j # ¢ et étant
de degré au plus d, ce sont ses seules racines et elles sont simples. Ainsi si L, existe, il
est de la forme )\; H (X — a;). La condition L;(a;) = 1 impose alors de choisir

0<j<d
J#£
i = 1 . Le polynéme L; = H M convient.
I[I (a-a) . @i =4y
‘ 0<j<d
0<j<d jAi
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d
a. P— Z P(a;)L; est un polynéme de Rq[X] admettant tous les a; comme racines : il a
i=0
donc au moins d + 1 racines. Ayant plus de racines que son degré, c’est le polynéme nul.

Remarque : cette famille de polyndémes, appelée polynémes de Lagrange associés a

(ao,a1,- -+ ,aaq), est une famille génératrice minimale (de cardinal d + 1 = dim E); c’est
une base de Ry[X].
d
2. D’apreés ce qui précéde, pour tout z réel, P, (x) = Z P, (a;)Li(z). Par passage A la limite,
i=0
comme (P,), converge vers f :
d
f@)=>" fla:)Li(z)
i=0

f est donc combinaison linéaire des L; éléments de E : c’est un élément de E.
De plus,par inégalité triangulaire, pour tout z,|P,(x) z)| < Z |Pn(as) — f(a:)||Li(x)].

Aussi, en restreignant x au segment [0, 1] :

d
1Pn = flloo <Y 1Palai) = flai)|ll Lillo

i=0
Le majorant étant de limite nulle, lim || P, — f||c est de limite nulle ce qui prouve la conver-
gence uniforme de (Pn)n vers f.

2k
3. Soit Py ( Z pour tout réel x, lim P,(z) = €” et 'exponentielle n’est pas
k' n— o0

k=0
polynomiale. Cette derniére assertion peut se justifier par le fait qu’aucun polynéme ne

vérifie P = P’.
O

Correction de I’Exercice 68
Retour & I’énoncé

1. Comme cosh? u — sinh? u = 1 et que coshu > 0 ,coshu = /1 + 2 donc
e" = cosh(u) +sinh(u) =t +V1+t2 <= u=In(t + 1 +1¢2).

Lorsque ¢ varie de 0 & z, u varie de 0 a In(zx + V1 4 2?) = u,. Comme la dérivée de sinh est
cosh, on obtient :

h(u Uz
I(z) = o8 du = ug =In(x + 1+ 22) .
V14 smh2 0
2.
a. Pour z < 0 et pour k compris entre 0 et n, n? < n? 4+ k% < n?+ 1, donc :
n n
— < <-=1
V1 S s =
Comme lim L 1, par théoréme d’encadrement, f,(z) converge vers 1.

n?+1
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b. Pour z €]0,2[ et pour k compris entre 0 et n, n?+1<n?+k% <n?+n% donc:

n n

<) € ——

\/n2+nf”_f() n?+1
Comme = < 2, n® = o(n?). Les deux termes encadrant f,(z) ont donc encore 1 comme
limite. Aussi pour z €]0, 2[, lim f,(z) = 1.

c. Pour x =2:
1

= 1 = 1
D= N =
PO =2 n;ﬁ
1+~
n

1
—F— S
V1+t?

On reconnait 'expression d’'une somme de Riemann de la fonction continue ¢ — ur

[0, 1] aussi

:/1%: [n (14 v+ )], =01 +v2)

d. Pour z > 2 et @ < 1, on coupe la somme définissant f,(z) en termes inférieurs a

lim f,,(2)

n® et termes supérieurs & n®. Soit p la partie entiére de n®. Pour k compris entre 1 et p,
n®+k® >n?+1 aussi :

p o
Y e S v S U
V2 +ET T V2 +1 7 V241

Pour k compris entre p + 1 et n, n® + k% > n? + n®®, aussi :

zn: 1 < _n-p n—n®+1
W \/Tl2 + kz — \/TLZ + nor T \/n2 + now
Choisissons 2 < a < 1soit z > ax > 2. Alors L n® 1 et lim L =0
x ' VnZ¥1 "VnZ+l

azetn—no‘—i—lN

V/nZ + nee

Pour ce choix de o, n —n® +1 ~net n2+n** ~n n'=**/2 donc est de
limite nulle.
o n® n—n*+1 P ,
Ainsi comme 0 < fr(z) < T + T , par théoréme d’encadrement, f,(z) est
n n ner

de limite nulle.
Conclusion : la suite f, tend vers la fonction en escalier définie par f(x) = 1 pour z < 2,
£(2) =In(1 +v2) et f(z) =0 pour = > 2.

O

Correction de I’Exercice 69
Retour & I’énoncé

1. Comme pour tout n, f(a) — fu(zn) = f(a) — f(zn) + f(zn) — fu(zn) par inégalité
triangulaire :

1f(a) = fo(zn)| < |f(a) = fzn)l + |f(@n) = frln)l

Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme, il existe un rang n; tel que :

n = ny =V, |f(z) = falz)] <

N[ ™
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en particulier n > n1 = |f(zn) — fo(zn)| < % Les (fn)n étant continues sur I et la
convergence étant uniforme, f est continue sur I, donc f(z,) a pour limite f(a). Aussi il

existe un rang no tel que :

n=mn2 = |f(a) = f(zn)| <

t\’)\m

Par addition des deux inégalités :
n 2 max(ni,n2) = [f(a) = fa(zn)| <€
ce qui prouve nh_}rr;o fn(zn) = f(a).
2. Pour tout z, f(x) — €= f(x) — fn(z) + fu(x) — ln + £ — ¢ et par inégalité triangulaire :
F@) = 8 < 1F@) = fal@)| + | fa (@) = lu] + 10 — 4
Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme, il existe un rang N tel que :
> N=Ve>0|f(@) - fal@) < 5
En faisant tendre x vers +oo, on obtient alors

n>N= |{—{,] <

Wl m

Fixons n = N. Alors : 9
15
7)< % 4 | fnla) — ]

Par définition de la limite, on a alors :

3A>O7:c>A:>\fN(I)—€N|S§.

d'ott x > A = |f(x) — ¢| < ¢, ce qui prouve le résultat recherché.

Correction de I’Exercice 70

Retour a ’énoncé

sin(2"x 1 . . .
% < on La série de fonctions continues est normalement conver-
gente sur R : leur somme est donc bien définie et continue.

Pour tout réel x,

On remarque que

X sin(2nt! X sin(2n s > sin(
fiae) = 32 20 32 T 2232 ST 2 2(7(0) — sinta)
n=0 n=0 =1

Si on suppose f dérivable en 0, on a alors 2f'(0) = 2f'(0) — 2cos(0) ce qui est faux car
cos(0) = 1. Aussi par contraposition cos(0) # 0 implique que f n’est pas dérivable en 0.

O

Correction de ’Exercice 71
Retour a I’énoncé

1. Il s’agit de séries de Riemann : ((z) est défini si et seulement si x > 1.

_ P
Soit frn(x) = nix = e M2 £ est de classe C™ sur |1, +oo] et fr(f)(x) = M Sur

nZE
tout intervalle I, = [a, +oo[ avec a > 1, on a pour tout = de I :

()] < £ (@)] = o(—)

ne
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avec 1 < ¢ < a. La série des dérivées p — ime est donc normalement convergente sur tout
intervalle I, donc sur tout segment [a, b] inclus dans le domaine de définition. ¢ est de classe
C*°. Chaque fonction f,, est décroissante et positive, il en est de méme de (.

2. Posons ¢ étant décroissante sur |1, +oco[ a une limite finie en 1 si et seulement si elle

est majorée et dans le cas contraire sa limite en +oo est +oo. Soit (,(z Zk = 1"
la somme partielle de rang n de la série; la série étant & termes posmfs pour tout n
¢(z) > Cn(z). Si ¢ est borné sur |1, +oo[ par M, il en est de méme de (, et par continuité

. 1 .
de (n en 1, ¢(o(1) < M. Or la série ) — est divergente et n’est donc pas bornée. Par
n
contraposition, ¢ n’est pas bornée, lim1 ¢(z) = +oo.
z—

t — ¢t~% étant décroissante sur [1,+oo[, pour k > 2 :

[Tl
k k* k-1 t*

oo
la premiére inégalité étant encore valable pour k£ = 1. / = étant convergente pour = > 1,
1

on obtient par sommation :

= dt 1 ° dt 1
= = < <1 —=1
/1 t® a:—l_C(x)_ Jr/1 t® +a:—1

. 1
aussi ((z) Infibeunt

3. En sommant les inégalités (x) pour k >n+1:

e dt (n+1 = 1 ®dt 't
W () = — < 2=
/n+1tz on() r—1 Zn: kr = J, v x—1

1 11—z 11—z )
(n :_)1 et Z_ 1 sont négligeables devant n™*
En choisissant n = 2,

en +o00; aussi pn(z) = 0(n™".

() =1+ o5 +pal@) = 14 5o +0(27)

donc ¢ a pour limite 1 en +oo et ((z) — 1 —.

~
+oo 2%

Correction de I’Exercice 72
Retour a I’énoncé

1. Si f est continue, par théorémes généraux, il en est de méme de T(f). De plus, si f
est bornée, pour tout z, |T'(f)(z)| < (1 + |a|)||f|lec, donc T(f) est bornée. T' est bien une
application de E dans E.

11 est clair que pour tout x réel, tout réel A et tout couple (f, g) de fonctions de E :

TAf +9)(x) = AT (f)(x) + T(9)(x)

T est donc linéaire : c’est un endomorphisme de FE.
Il reste a prouver le caractére bijectif de T. On va procéder par analyse-synthése. Soit g
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élément de E (donc continue et bornée) telle que T(f) = g. Pour tout x et tout entier
naturel n, g(b"z) = f(b"z) —af(b" T z) soit a™g(b"x) = a” f(b"x) —a™ L f(b" 1 z). aussi par
télescopage :

fl@) —a" ") = Z a"g(b*x)
k=0

La série de terme général a®g(b*z) est normalement convergente car pour tout réel
z, |a®g(b*z)| < |a|*||g|lco, le majorant étant le terme général d’une série géométrique
convergente puisque |a| < 1.

De méme, puisque f est supposée bornée, lim a™ ' f(b™ ') = 0. Ainsi si g a un antécédent,

+oo
celui-ci est donnée par la formule f(z) = Z a"g(b"x).
n=0

Vérifions que f convient (autrement dit que f est un élément de E dont 'image par T est
9)-

Comme somme d’une série de fonctions continues normalement convergente, f est bien conti-
nue.

De plus, la série étant absolument convergente, pour tout x :

+oo +oo
£ < 3 lal"l9(6"0)| < (Z |a|"|> ol = =
n=0

n=0

f est bien bornée sur R. Par définition de T :

I too )
T(N) =Y a"gb"a) —a )y a"g(t" 'a) = 3 (a"g(b"x) - a" T g(v" )

et par télescopage T'(f)(z) = g(z) — lima™g(b"z) = g(x) (rappel : la série > un — Unt1
converge si et seulement si la suite (un). converge).
T est bien un automorphisme de FE.

Correction de I’Exercice 73

Retour a ’énoncé
1"
1. Soit fn(z) = % En tout point z, la série est alternée, avec un terme général

dont la valeur absolue décroit et tend vers 0. Ainsi par le théoréme des séries alternées,

o~ (D" S
= ————— est défi R.
f(x) nE:Q 15 (neInn)? est définie sur

2. Pour x =0, f,(0) = 0,la série est absolument convergente.

Pour z non nul, |fn(z) ~ = o(n~?). par comparaison 3 une série de Riemann

|z|n2 In?(n)
convergente, > | fn(z)| est convergente. La série est absolument convergente en tout point.

Soit ¢ > 0. x — JCW est dérivable sur RT de dérivée x — m et est donc
1 1

maximale en —. Soit pour n > 2z, = ————, |fa(x = ———. or — est
Ve . Vvnln(n)’ [ (@n)l 2¢/nln(n) ni

négligeable devant f,(z.) et est le terme général d’une série divergente, aussi Y |fn(Zn)|
est divergente : il n’y a pas de convergence normale sur R.
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3. En tout point x, la série est alternée, avec un terme général dont la valeur absolue décroit
et tend vers 0. Par théoréme sur les séries alternées,en appelant S, la somme partielle de

rang n :
1

2y/(n+1)In(n+1)

Le reste tend uniformément vers 0 : il y a convergence uniforme.

[f(@) = Sn(@)] < |frtr(z)] <

Correction de ’Exercice 74
Retour & ’énoncé
1. Aucune fonction de la série n’étant définie en 1, f ne ’est pas non plus.
. "
Si|z| <1, fulz) = =2
x étant absolument convergente, la série définissant f est absolument convergente.
. z" L\" SN
Si|z| > 1, fa(z) ~ o YT (2)" donc |fn(z)| ~ (m) . La série géométrique Y- ()"
de raison % étant absolument convergente, la série définissant f est absolument convergente.
Le domaine de définition de f est donc R\ {£1}.

~ z" donc |fn(x)| ~ |z|™. La série géométrique > z™ de raison

14 u?

. U L . . .
La fonction g : u — ——— fonction impaire de dérivée u — ———— est croissante sur
1—u? (1—u2)?
chaque intervalle ou elle est définie.
Soit S = [a,b] un segment inclus dans [—1,1] et ¢ = max(|al,[b]) < 1. S C [—¢,¢]. Pour

tout x de S, |z"| < ™ aussi | fn(z) < fn(c). Comme Y fn(c) est convergente, La série Y fy
de fonctions continues est normalement (donc uniformément)convergente sur tout segment
inclus dans | — 1, 1] : par théoréme, f y est continue.
Soit S = [a,b] C]1,+4o00[. La fonction f, est croissante et négative, donc pour tout x de S,
|fn(z)| < |fn(a)|- Par les mémes arguments, f est continue sur |1, +ool.
Soit S = [-b, —a] C] — oo, —1[. Par parité de |f,|, on obtient une nouvelle fois pour tout z de
S, |fn(z)] < |frn(a)| et cette majoration prouvant la convergence normale sur tout segment
inclus dans | — oo, —1[ de la série de fonctions continues Y fn, f est continue sur | — oo, —1].
Conclusion : f est continue sur son domaine de définition.

2t
1 _ g2t
croissante et positive. Par théoréme de comparaison série et intégrale, [ ¢.(t)dt et > ¢ (n)

2. Soit ¢y : t > avec t > 1. Comme ¢, (t) = g(z'), si z < 1, c’est une fonction dé-

sont de méme nature. Comme ¢, (n) = fr(z),la fonction ¢, est intégrable sur [1, +oo[. Po-
n n

sons Sy(z) = Zqﬁx(p) = pr(x). Par décroissance de ¢, sur [p,p + 1] pour p > 1, on
p=1 p=1

obtient que :

p+1
) lp 1)< / 62 (t)dt < 62 (p)

En sommant ces inégalités de 1 a n—1 et en utilisant la relation de Chasles pour les intégrales :

x
1—z2

Sn () - < / " pa(t)dt < Su_s(2)

et en passant a la limite :

@ -2n< [T oo s [ owas
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1

n(u)) de
In(z)
classe C* et bijectif de [1, +oo[ sur ]0, 2]. Par théoréme, I'intégrale obtenue reste convergente
et :

1) = [T o= s [0 - s [ ()| - m e (52)

Au voisinage de 1 a gauche, I(x) ~

Dans l'intégrale de ¢, soit le changement de variable v = x* (de réciproque t =

et In(z) ~  — 1. Comme

In(1 —x)
~ () ~ — )
J@) ~ 1) ~ o
Lorsque x > 1, la fonction @, est croissante ce qui échange le signe des inégalités dans (x).

T
1—x2

oo
Par le méme raisonnement on a alors en posant encore I(z) = / b (t)dt
1

ST < @) < 1)

Le changement de variable u = t* est une bijection de classe C* de de [1, +oo[ sur [z, +-00[;
il conserve donc la convergence des intégrales et

o-wtm ) wmwe [ G5, - (5)

Comme %1 est encore négligeable devant I(z) (méme argument qu’a gauche), on obtient
22 —

In(z — 1)
f@) ==
En conclusion f(z) by _%'

Correction de I’Exercice 75
Retour a I’énoncé

1. fo étant continue, elle est bornée sur [a, b]. Montrons par récurrence sur n que pour tout
n la propriété H,, :
x—a)”
va € [a, 8] fa@)] < E- D ).
est vérifiée.
Initialisation : Vz € [a,b], | fo(z)| < || f]|e par définition de || f]]oo-
Hérédité : On suppose que pour un entier n donné, H,, est vérifiée.

Alors pour tout z de [a, b] :

x x _ n+1
@) < [ 1aolar < 1= [P apar =< Wl o — 0

n! n! n+1

ce qui prouve H,41. La propriété a donc été vérifiée par récurrence.

. b—-a)” . b—a)”
Ainsi pour tout « de [a,0], |fn(2)| < ——"—Iflloc. La série } ———— est convergente
n! n!
(série exponentielle),donc la série Y fi est normalement convergente.

2. fo est continue. Si f, est continue, f,+1 étant la primitive de f, qui s’annule en a, f,11
3 + ) +
est de classe C' donc continue. Par récurrence, toutes les fonctions f,, sont donc continues.
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go comme somme d’une série normalement convergente de fonctions continues est continue.

Pour n > 1, on a vu précédemment que f, est de classe C' et de dérivée f,_ 1. Aussi g

est la somme d’une série de fonctions de classe C* dont la série dérivée Z fn—1 soit Z fn

n>1 n>0

est normalement (donc uniformément) convergente sur [a,b] de somme go ; par théoréme de

dérivation terme & terme d’une série, g1 est de classe C' et g} = go.

Par récurrence, vérifions que pour tout n, g, est de classe C".

L’initialisation de la récurrence vient d’étre faite.

Supposons g, de classe C". Alors g,+1 est la somme d’une série de fonctions de classe C?! dont

la série dérivée Z fr—1 soit Z f% est normalement (donc uniformément) convergente sur
k>n+1 k>n

[a, b] de somme g, ; par théoréme de dérivation terme a terme d’une série, gn+1 est de classe

C' et ghy1 = gn- gn étant de classe C”, gnt1 est de classe C" 1.

On a bien vérifié par récurrence que pour tout n, g, est de classe C".

3. Dans la question précédente, on a vu que ¢i = go = fo + g1. g1 est donc la solution de
l’équation différentielle gf — g1 = fo qui s’annule en a. Une solution de ’équation homogéne
associée est ¢t — e'. La fonction h : t — e 'g(t) vérifie h'(t) = e " fo(t). Comme h(a) = 0,

h(z) = /T e fo(t)dt et g (x) = ez/ e fo(t)dt.

a

O
Correction de ’Exercice 76
Retour a ’énoncé
. 1 . 1 1 2x
1. Soit go(z) = = et pour n entier naturel non nul, g, (z) = + = . fn
T z+n x—n x2—n?

est la somme partielle de rang N de la série Y gn.

gn est définie en dehors de {£n}. Toutes les fonctions g, sont définies en x si et seulement si
x ¢ Z. Pour x non entier relatif, |g.(z)| ~ —z donc par comparaison & une série de Riemann
convergente,la série est absolument convergente et f est définie.

Conclusion : le domaine de définition de f est D =R\ Z.

2(x? 4 n?)
(z2 —n2)2"

2 . .
Comme |gy,(2)] ~ — la série ) g, est convergente. Soit p € N et I, =|p,p + 1[. Pour
n

. -1
Les fonctions g, sont de classe C'. gj(z) = 5 et pour n non nul gn(x) = —
x

n>pt+letacl,|z>+n? < (p+1)*+n?et|2® —n? =n®—2% <n®—p? donc

1)? +n? o
lgn(z)] < % = V. Ainsi comme ) v, est convergente, pour n > p, le reste
n®—p
R,, de rang n de la série dérivée (R, = Z gr(x)) est majorée par le reste d’une série
k=n+1

convergente : la convergence de la série dérivée est uniforme sur I,. Par parité de gj,, il en
est de méme sur J, =] — (p+ 1), —p[.

Par théoréme de dérivation terme & terme d’une série, f est de classe C' sur tous les intervalles
I, ou J,. Leur union formant D, f est de classe C* sur son domaine de définition.

2. On remarque queg, est impaire. Toutes les fonctions fx sont impaires : leur limite f est
impaire.

Le domaine de définition est invariant par translation de 1 ce qui améne & calculer :

al 1 oo 1 1
1) = I — fyo
fN(:E+ ) n;N$+1+n n:§+1$+n fN 1($)+$+N+J)+N+1
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et en passant a la limite f(z + 1) = f(x). f est périodique de période 1.

O
Correction de I’Exercice 77
Retour a ’énoncé
. .y x| 1 .
1. Si z est différent de 0, |fn(z)| < oy R PR Comme a + 1 > 1, par comparaison

a une série de Riemann, la série ) f,(x) est absolument convergente : f(z) est bien définie.
fn(0) = 0 pour tout n, donc f(0) est bien définie et f(0) = 0.
f est donc définie sur R et est impaire (chaque fonction f, est impaire).

1
Pour z € [a, +ool, | fu(2)] < |z|net |ajnett

gente indépendant de z, la série converge normalement sur [o, +00[. Comme chaque fonction

: le majorant étant le terme d’une série conver-

fn étant continue sur R™* et la convergence étant normale sur tout segment [c, 3] C [a, +-00]
inclus dans R**, f y est continue et par parité f est aussi continue sur R™*.

2. La suite f, est de limite nulle en +o00. Pour tout = > 1 et tout entier naturel n non nul :

n n —+o0 n n
f@)] < 1f@) =D @I +1D fe@I < D0 fu@)|+1 fu(@)| < Ra+ Y ful@)

k=n+1
N |
avec R, = Z Tat1 r — n étant le reste d’une série convergente, sa limite est nulle en
k=n+1
—+o0.
. . € N €
Soit € > 0. Il existe un rang N tel que pour tout n > N, |Ry| < 5 et en particulier |[Ry| < 3

N
Comme Z fx(x) est une somme (finie) de fonctions de limite nulle en +00,la limite est nulle
k=1

en +oo. Ainsi

N
3A>0,2>A= fil) < % = |f(z)| <e.
k=1
f est de limite nulle en +o0.
1 — na? 1

3. f,. est dérivable de dérivée f,(x) = . F,, est croissante sur [0, ] et dé-
n

7

ne(1 + nx?)?

croissante sur [—, +00[. Ainsi :

1 1
Il = £ (=) = g -

. . . 1 . 1
La série est normalement convergente si et seulement si a + 3 > 1 soit a > 3

1
NG

. . . . 1
Remarque : par parité, la série est normalement convergente sur R et continue en 0 si a > 5

4. Le dénominateur de @, est croissant donc ¢, est décroissante. Aussi sur I'intervalle [n, n+
1] avec n > 1 et & > 0, ¢o(n) est un majorant et :

T n+1 n+1
(Mm=ﬁﬁz/ suttyie [ ity

T n
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. .. . 1 .
Par comparaison série-intégrale, la série étant convergente pour a = > ¢1/2 est intégrable
sur [1,4o0[ et

) > /100 Vil + t2?) = % [Arctan(w\/i)]jo

soit f(xz) > m — 2Arctan(z) et pour z > 1, comme Arctan(z) < g,f(x) > g Comme

f(0) = 0, f n’est pas continue en 0 (si f était continue en 0, par continuité on aurait
0

0) > —).
70> 7
5.

1 / 1-— nx2 .. 2 2
a. f, est de classe C* et f) (x) = . Ainsi comme |1 —nz*| < 1+nz® pour tout
n(l + nx?)?
2 non nul : 1 1
|fu(@)] <

n(l 4+ nx?) — n2z?

. . 1 .
aussi sur tout segment S = [a, 8] C R™™, f, est majorée par —— terme général d’une série
na

convergente. La série des dérivées converge donc normalement (donc uniformément) sur tout

1—
segment inclus dans R, f somme de la série est de classe C* et f'(z Z a _’_222

- 1
b. z — /(@) = E o+ est une fonction décroissante sur RT* ;elle est donc de
x “— n(1l+ na?)

limite finie en O si elle est bornée et de limite +oco dans le cas contraire. Or si elle est bornée

N N
1 1
par M, pour tout N, 0 < nE:1 m < M et par continuité en 0, 0 < E o < M orla

I(@)

n=1

série harmonique n’est pas bornée. Par contraposition, = — n’est pas bornée et diverge

donc en 0 vers +o0.
Cette quantité est la limite du taux d’accroissement en 0 puisque f(0) = 0 : f n’est pas

dérivable en 0.
c. On remarque que fn(xz) ~ L et
' ueq " z—+oo N2y

1 1 T 1 1
OS%—fn(x)zi_ =

n2x  n(l+2?2) n2z(l+nz?) ~ nd2d

Tous les termes étant des termes généraux de séries convergentes,en sommant de 1 & l'infini,
on obtient : ) 5 .
0< P pay< B _ ol

x

- 3 T

donc f(z) ~ @

T—+o00o €T
d. ¢, étant décroissante sur R™*,on obtient que pour n > 2 :

/:Hw)dm / b1

l'inégalité de gauche étant encore valable pour n = 1. ¢1 étant intégrable sur [1,+oo[ (la
série étant intégrale) en sommant de 1 & +o0o, on obtient :

)< 1@ < 1

r STy 0@
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ou I (z) —/+OOL Or comme 1 = (1 + ta?) — tz? __ E,L et
YT 1+ ta?) - CH1+ta?) 1+ ta?
ainsi
t e
b = i (55| = 2t w09
Dot I(z) ~ —2In(z) ~ L + I (z) ce qui prouve que f(z) ~ —2In(z) puisque
1+ 22 T a0t
f(z) 1 o . f(=)
1< 20 () <1+ m et donc par théoréme d’encadrement, ill)l%) oI (z) =1
Finalement f(z) ~ —2zlIn(x).
z—0
O
Correction de I’Exercice 78
Retour a ’énoncé A
Soit fn(z) = 25 thélfﬁl 5 fn est continue positive sur RY et en +o0, f,(z) ~
Spon et est donc intégrable sur [0, +-o00[. U, est donc bien défini.
Pour z # 1 :
3 6 3 - s a0t —1
D, =1 . n_ -z -
(z) +x "+ 4 ;x ]

1
Aussisiz < 1, lim Dy (z) = -—— et si z > 1, lim Dy(x) = +00. On en déduit que
n—o0

n—0o 1—=x
0 siz=0
lm fo(z) = flz) =4 2(1—2%) size€)0,1] .
n—-+4oo 2
0 siz>1
f est continue par morceaux sur R™.
™

De plus, pour tout n et tout réel z > 0, 0 < fr(x) < 5 = ¢(x) o ¢ est continue et

1+2%)
intégrable sur RT. Par le théoréme de convergence dominée, (U, ), est une suite convergente

“+oo
de limite/ f(z)dz.
0

limUn:/017(1—333)da::E(1—7): °

Correction de I’Exercice 79

Retour & I’énoncé s

2 n
L’intégrale est bien définie puisque la fonction = — nf(z) (1 — x—) est nulle en dehors
n

du segment S = [a, b] donc l'intégrale est celle d’une fonction continue sur un segment.

Pour étudier la suite donnée, on se limite aux entiers naturels n tels que n > max(a?, b?) afin
2

que D’expression 1 — — reste positive. Soit le changement de variable y = na changement
n

affine qui ne change donc pas la nature de l'intégrale. On a alors :

In:/Rf(%) (17y;)n3 dy:/an(y)dy
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3

y y2 " y2 n3 ln(lfi .
avec fn(y) = f (%) (1- e Comme (1 — s =e =3 et que f est continue,

limy, fa(y) = F(0)e™" = ().

La fonction f étant continue sur [a, b], elle y est bornée. Soit M = max(|f]). De plus comme
In(1—t) < —t pour t € [0, 1] (ce qui peut se vérifier en étudiant la fonction ¢ — t+1n(1—t)),
on obtient avec la croissance de la fonction exponentielle que

n3 In(1— ﬁ —y2
|fn(y)l < Me n < Me " = ¢(y) .
. . 1 - P
Comme @(y) est continue sur R et négligeable devant — au voisinage de I'infini, elle est
Y
intégrable. Par théoréme de convergence dominée :

lim I, = £(0) / eV dy = 2/+°° eV dy = f0)Vr
0

R

la deuxiéme égalité étant obtenue par parité de la fonction y +— eV,

Correction de I’Exercice 80
Retour a I’énoncé

1. Pour z < 0, le terme général de la série ne tend pas vers 0 donc f(x) n’est pas défini.
Pour £ > 0:
e " 1 1

ngn(x)zl—l—nQSl—i-inQNﬁ

1
On a donc [|feo < .
oo < 50
Par comparaison a une série de Riemann convergente, la série >, f,, est normalement conver-

gente sur R*. Chaque fonction f, étant continue et la convergence de la série étant normale,
f est continue sur D = R™.

ne*’na:'

2. Pour tout n, f, est de classe C' et fi(x) = “Tra Sur tout segment [a,b C R**
n

|fh(2)] < |fi(a)] < e ™; la série > e " est une série géométrique de raison e~ < 1 et

est donc convergente. La série Y f, est donc normalement convergente sur tout segment

inclus dans RT*. Par théoréme de dérivation d’une série de fonctions, f est de classe C! et

, = ne-
fla)==>_

n

1+n2’

3. f. est positive et intégrable sur R™ et

+o0 +oo 1 —nzxytoo 1
h:A ummw:A fa@de = oy [ = ey

Comme Z I, est convergente, par théoréeme d’intégration terme a terme, f est intégrable
n>1
sur RT.

Correction de I’Exercice 81
Retour & I’énoncé

Soit fn(z) =

o R fonction continue sur le segment [0, 1].
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On remarque que la suite (f»)» converge simplement vers la fonction nulle et pour tout n,
et tout z € [0,1], fn(z) < fo(z) = 1. Par le théoréme de convergence dominée, I,, a pour
limite 0.

On pourrait calculer I,, mais le calcul est laborieux. On va donc essayer de majorer I, pour
n > 2. On peut remarquer que pour tout n,

1 six < %
0< ful@) Sgule) =g nFf
———— S1T > —
n2x2+n n
Or
/1 (z)dx = o + 1 /1 dr_ _ ! + ! [A]rctaum(\/ﬁx)]1
o gn Cnn41)  n/),ne?+1 0 nn+1)  nyn 1/n
Comme

[

n

[Arctan(v/nz)] i/n = Arctan(y/n) — Arctan (%) < Arctan(v/n) <

1 1 =
o<, <—+ —
- _n(n—|—1)+n\/52

Le terme majorant est la somme de deux termes généraux de séries convergentes : c’est le
terme général d’une série convergente : . I,, est donc une série convergente.

O

Correction de ’Exercice 82
Retour a I’énoncé
(—1)n—1

1. Soit fn 1z — 12+n2”. fn est de classe C' sur R. 3 fn(x) est une série alternée pour
tout x. Vérifions sa convergence :

- le terme général tend bien vers 0.
2 42

t -1
——— . Elle est
2 + 2 (22 + 12)2
donc décroissante sur |z, +oo[. Aussi dés que n > , | fay1(z)| < |fn(z)|. La suite (| fn(z)|)n
est donc décroissante & partir d'un certain rang

- la fonction t — définie sur RT* est dérivable de dérivée ¢ —

Par le théoréme des séries alternées, la fonction f est définie sur R.

-1 12
fn est dérivable et f}(z) = 1) 7;:10 comme 2n|z| < 2% +n? (car (Jz| —n)? > 0),

(2% +n?)
1 1

' < —— <=
Ve e R, (@)l S s < o

La série ) f, est normalement convergente. Par théoréme de dérivation des sommes de

e 2(—1 n—1
series, f est de classe C' sur R et f/(x) = nz::l W

2. Pour tout r > 0, g» : t — e~ "' cos(wxt) est une fonction continue sur [0, +oo[ et majorée
intégrable : elle est donc intégrable sur R,

rt

par la fonction intégrable ¢ — e~

gr est la partie réelle de la fonction ¢ — ¢(~"+*®)? intégrable sur RT puisque son module est
) (—r+ix)t
la fonction ¢ — e~"*. Une primitive de ¢ +s "™+ est & donc :
iz —r

+o0 (—r+iz)t +oo
I, = / e " cos(xt)dt = Re ([e} > = Re ( ! - ) = — " 3 -
0 w—=r |, r—x ré+x
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Remarque : ce dernier résultat peut aussi s’obtenir en ne passant pas par C et en faisant
deux intégrations par parties.

+oo
1
3. Pour |z| < 1, T35 = nz:%(—l)"z". Aussi pour ¢ >0 :
cos(zt) e 'cos(wt) 4 = I n—1_—nt
Thret = 1qert —°© cos(zt) ;(—1) e —;(—1) e " cos(xt) .
Ainsi g(t) = <@ _ i(—l)"*l ()
9= 1+et et Int8):

La série Y I, n’étant pas convergente, on ne peut pas appliquer le théoréme d’intégration
terme a terme.

g est une fonction continue intégrable sur ]0,+oo[ car majorée par la fonction intégrable
t et Atet o fixés, la série S(—1)""'g, () est une série alternée dont la valeur absolue
du terme général décroit et tend vers 0. Par théoréme des séries alternées, on a alors la
majoration du reste d’ordre n par |gn+1(t)| soit :

n

19(8) = (1) ge ()] < lgnen (1)) < e V!

r=1
Toutes les fonctions intervenant dans cette inégalité étant intégrables sur |0, +00[, on obtient
que pour tout entier n > 1 :

n

o cos(xt) 1
/O e dt =Y (=)',

r=1

+oo 1
< / e (g — =
“Jo n+1

cos(xt)

T+ el dt. Or

“+ oo
ce qui prouve que la série > ., (—1)""'I, est convergente de somme /
- 0

cos(xt)
1+et

—+o0
I, = f-(x). La somme étant unique, f(z) = / dt.
0

Correction de I’Exercice 83
Retour a I’énoncé

1. fn:t—
14 tm
n : an est défini pour tout n.

est une fonction continue sur le segment [0, 1] pour tout entier naturel

. . - . 1
gn : t— - est une fonction continue positive sur R et équivalente en +o00 a t — t—n ;

1+t
elle est donc intégrable (ce qui équivaut a up est défini) si et seulement si n > 2.

H%, Sit e [0,1], furr(t) < fult).

En intégrant sur le segment [0, 1], la suite (an)n est décroissante. De plus la suite (fn)

2. > (—1)"an est une série alternée. Comme fp(t) = 1—

converge simplement vers la fonction nulle et est majorée par la fonction intégrable fy. Par
le théoréme de convergence dominée, la suite (an). est de limite nulle. Par le théoréme des
séries alternées, la série Y (—1)"a, est convergente.

3. Le changement de variable de classe C*, bijectif de ]0,1] dans lui-méme conserve I'inté-

grabilité et
n(2)

1t 141/ 1 e n
an = */ Lx H/m gy = f/ c dz
nJj, 1+ nJt, 1+z
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La dérivée seconde de exp étant majorée par 1 sur R™, 'inégalité de Taylor Lagrange permet
d’affirmer que pour tout y négatif :

v

Y_1—yl<
le yl <3

ainsi, pour tout x €]0,1] :

2
Un _q_ In(z) < In®(x)
) e =8 < 28
2
Les fonctions continues sur ]0,1] = — ;nj—ix) et ¢ — lil_ix) étant négligeables au voisinage
T x

1
de 0 devant © — —= intégrable sur ]0, 1], elles sont intégrables sur ]0, 1]. Ainsi en multipliant

NG

les termes de () par et en intégrant sur ]0, 1], on obtient :

1

n(l+x)
! 1

/0 n(l+a) |

1 1
Or pour toute fonction continue h, |/ h| < / ||, ot
0 0

< 1 /1 In?(z)dx
—2n% J, l+x

1.2
dr < 1 In®(z)dx

l/n_l_ 11’1($) -
n —2n% J, 14z

1/1 dx 1 [!In(z)dz
0

T n 4z n2), 14z
. B ' dr 1 /
t:an = — = —— =[In(1 et .
soit : a —|— +0( ) avec o = Tia In(1+2)], = 8= 1_’_1:
Il reste & calculer B. Pour tout z €]0, 1] :
() ™ qyngn
Ttz nEZO(—l) z" In(z)

Soit Ay : z +— (—1)"z" In(x); alors |hy| : © — —2" In(z) est une fonction continue sur ]0, 1]
prolongeable par continuité en 0. Elle est donc intégrable sur ]0, 1[ et par une intégration par
parties généralisées :

1 n+1 1 1 n
[n:_/ mnln(x)dmz_[ﬂfihl(w)} +/ R
o n+1l | .o Jo n+1l (n+1)

Par le théoréme d’intégration terme a terme d’une série, comme Y f]O 1 [hn| est convergente

(série de Riemann), on obtient :

—+oo —1 oo
o ED)T =Y
5—;(n+1)2—z n2

n=1
\ o~ 1
On cherche alors é comparer (8 et ((2) = E — . On remarque que
n
n=1

o0 o0 2
=3 ZT*CT)

2
doncﬁz%m) :—%.
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1
4. La suite de fonctions gy, : t — T e est une suite de limite g définie par
1 siteo,1]
g(t) = 41/2 sit=1 . Cette fonction est continue par morceaux sur R*. Toutes les

0 sit>1
fonctions g, pour n > 2, sont majorées par la fonction continue ¢ définie par ¢(t) = 1 si

1
t<leto(t) = 2 sit > 1. Comme ¢ est intégrable sur [0, +oo[, par théoréme de convergence

dominée, (un)n est convergente et

“+ o0 1
Z:limun:/ g(t)dt:/ dt=1.
n 0 0

On a alors : u —1*/1( (t)—l)dt+/+oo dt = _a +/+Oo dt
« Un - o In L 1—|—t”_ n L 1+t”

o0 1
Soit b, = / % Le changement de variable z = o de classe C*, bijectif de [1, +oo|
1
dans ]0, 1] conserve l'intégrabilité et
_ln(z)

1 [t o 1 [t
bnzf/ Lxll/”da::f/e dx
nJj, 1+z nJt, l+zx

Par 'inégalité de Taylor Lagrange, pour tout y > 0 (le majorant de I’exponentielle sur [0, y]

étant e¥ : )
Yy
v_ 1y <Y
le yl<—
1
soit pour y = — nff) avec = €]0,1] et n > 2
2 2
1 ey In(z) < 1 In"(x) < 1 In*(x)
n(l+ z) n ndzl/n(x4+1) — n®
In?(z) . . . S
T = Tz est continue sur [0, 1] et dominée au voisinage de 0 par la fonction intégrable
x
x+— /% : elle est donc intégrable sur ]0, 1]. Ainsi par intégration on obtient :
In(2) B 3 . In(2) w2 2
bn — 0 + el = 0(1/n”) soit b, = . + o2 +o(1/n%)
7'['2 7T2
et finalement u, — 1 = b, —a, = ~ o2 +0o(1/n?) ce qui équivaut a u, — 1 ~= ez

O

Correction de I’Exercice 84
Retour & ’énoncé

1ot et
t > e~ : elle est donc intégrable sur [1,+o0o[ : G est bien défini.

2.

a. Soit ¢(x,t) = 1e+ e

e Pour tout t € RY) z + ¢(z,t) est continue.

est continue positive sur R* et majorée sur [1,+oo[ par la fonction intégrable

—axt?
définie sur RT x RT. Elle vérifie les trois propriétés suivantes :

e Pour tout x € RY, ¢+ ¢(x,t) est continue.
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1
e Pour tout couple (z,t) de réels positifs, |¢(z,t)] < 5 . La fonction ¢ — ——— T+ est
intégrable sur R™ donc pour tout = > 0, t > ¢(x,t) est 1ntegrable sur RT (ainsi f(x)

est défini).

Par théoréme des intégrales & paramétres, f est donc continue sur R™.

12
t2 xt

e ; cette dérivée vérifie les

. 0
De plus, ¢ est dérivable par rapport a = et a—(b(x, t) = —
T

propriétés suivantes :

0 . X
e Pour tout t € RT, z — ﬁ(m, t) est continue sur R**.

ox

0 .
e Pour tout z > 0, t — —qﬁ(az,t) est continue sur R

Ox
e Pour tout segment [a, b] C]0, +oo[ et tout couple (z,t) € S x RT,

|8¢| < —at? :O(t72)

la fonction dominante étant intégrable sur R puisque a > 0.

Par théoréme de dérivation des intégrales a parametres, f est de classe C' sur RT* et

play=- [T O
o 1+¢2 7

—+oo
Ainsi f(z)— f'(z) = / e~ dt. Par le changement de variable affine u = \/x t, on obtient
0

1 :
alors G

!
f(z) = f(z) = 7z
b. Cette équation différentielle est une équation différentielle linéaire du premier ordre
dont une solution de 'équation sans second membre est z — e®. Soit y(x) = A(z)e® (mé-
thode de variation de la constante) solution de 1’équation différentielle proposée. On a alors
N(z)e® = —E.
NI

. € PP P N
La fonction z — est intégrable sur R™ car équivalente a  —

VT

au voisinage de l'infini.

+oo *t “+oo 7t T +oo —
Comme dt = dt T / \[dt est la primitive de

. Vil A

1 .
ﬁ en 0 et négligeable
devant x — e ”

e - .
t — ——— de limite nulle en +00. On a donc 'existence d’une constante C' telle que :

Vit

Vm>&f@ﬂ:(C+G/+m%§ﬁ)e

On remarque que f est décroissante sur R™ (sa dérivée est négative sur R™*) et positive : elle
a une limite en +00 (on peut méme démontrer que cette limite vaut 0 en calculant lim f(n)

—x

et en utilisant le théoréme de convergence dominée). Ainsi f(z)e™® est de limite nulle en

+o00 et donc C' = 0. ,
c. Par l'intégrabilité de ¢ — €

N
A la limite en 0 donne :

“+oo —t “+oo T
¢ / dt — £(0) = /O 4 _ [Arctan(t)]7> = .

et la continuité de f en 0 vues précédemment, un passage

1+¢2
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or le changement de variable bijectif t = u* de classe C' de R™* dans lui-méme donne

—t “+ oo
e dt _ 2/ e " du = 2G donc G? = T G étant positif, G = ﬁ

Vi 2 1 2
3.

2
a. Par le théoréme fondamental de lintégration, h est de classe C* et 1/(z) = ¢™*
—z2(14+t?)

O(z,t) = GIT est définie sur R™ x [0, 1] et continue (donc ¢ est définie). De plus, elle

—z2 (142

. oo . .
est dérivable par rapport a x et a—(m, t) = —2ze ), fonction continue et bornée sur
T

tout ensemble [a, ] x [0,1] C R x [0, 1]. ¢ est donc dérivable sur RT et :
’ ! —22(14t?) —z? ! —a?¢?
c,p(w)z—2a:/ e dt = —2ze / e dt .
0 0
b. Le changement de variable affine u = xt donne alors
/ 712 i 7u2 /
o' (z) = —2e e " du= —2h'(z)h(z)
0

donc il existe une constante C telle que pour tout = > 0, ¢(z) 4+ h?*(z) = C. Comme h(0) =0
1

et f(0) = / it _ Arctan(l) = %, c="
0

1412 4’
c. Comme h a comme limite G en 400, d’aprés la relation précédente, ¢ a une limite en
2 2
—n“(14+t%)
+oo. Calculons la limite de ¢(n) avec n entier naturel. Soit f,(t) = elﬁ' La suite

(fn)n a pour limite la fonction nulle et est dominée par la fonction constante égale & 1 sur
[0,1] : par le théoréme de convergence dominée lim ¢(n) = 0 donc lilf »(z) = 0. Le passage
Tr—r+00

- . . s
a la limite en 400 de la relation trouvée dans la question précédente donne alors : G2 = =,

4
On retrouve bien G = g

O

Correction de ’Exercice 85

Retour a I’énoncé
1

A+ o) A+e)
5 intégrable sur R™ ; ainsi f, est intégrable sur R™* et
donc I(x) est défini. Le domaine de définition de I est donc R.

1. Pour tout x réel, la fonction f, : ¢t — est continue positive sur R et

majorée par la fonction ¢ : ¢ —

De plus = — étant continue pour tout t positif et dominée par une fonction

Q+t2)(1+1t=)
intégrable, I est donc continue.
+o00 +o0o
2. 1(0) :/ dt _ Arctan(t) _T
o 2(1+2) 2 o 4

Soit z,, une suite de limite +oco. La suite f;,, a pour limite la fonction continue par morceaux
® donnée par

1sit=0

0sit€]o,1]

1/4sit=1
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oot
et est dominée par ¢. Par le théoréme de convergence dominée, lim I(z,) = / e = %
1

Par caractérisation séquentielle de la limite, I est de limite T en +00.

Soit y, une suite de limite —oo. La suite f,,, a pour limite la fonction ¥ définie par

1sit=0
1 .
1/4sit=1
Osit>1
. P L oo gt T
et est dominée par ¢. Par le théoréme de convergence dominée, lim I (y,) = e =7
1

Par caractérisation séquentielle de la limite, I a pour limite 1 en —oo.

1
3. Le changement de variable u = n est de classe C' de R** dans lui-méme, il conserve donc

I’intégrabilité des fonctions et ainsi :

_ Foo du _ Foo u”du
@= | srrenar =) areaTe

oo du ™
insi 21 (z) = =-d tout z, I(x) =
ainsi 21(z) /0 41— g donc pour tout z, (z)

il
T

Correction de I’Exercice 86
Retour a ’énoncé

. sin(zt)e™*
1. Soit f(z,t) = —
De plus, f(z,t) est prolongeable en 0 et |f(x,t)| < |x|e”*( puisque pour tout u, |sin(u)| < |u|)

donc t ++ f(x,t) est intégrable sur R

définie sur RxR** est continue par rapport a x et par rapport a t.

. . . ok , k
z — f(x,t) est indéfiniment dérivable par rapport a t et a—{(w, t) = t"~1sin (mt + 771-) et
T
. o f . R R
Les fonctions Dk sont continues par rapport & x et par rapport a ¢. De plus pour tout couple
T
o f
ozk (z,t)

de R x R™, on a < ¢(t) = tF7et. ¢ est continue sur R pour k > 1 et

est intégrable sur RT* car négligeable devant ¢ — e~ 2 intégrable sur RT. Par théoréme de

dérivation des intégrales & paramétres, F' est de classe C* sur R.
2. De plus, on a F'(x) = 0+°° cos(zt)etdt. Pour tout x, cos(zt)e ' est la partie réelle de
#(t) = e D! Comme |p(t)| = et est intégrable, ¢ L'est aussi et :
+oo (iw—1)t 7 to° 1 1
Fl(z) =R Ge=Dtgy) = Re [ =R =——
() e</0 ¢ “Viz—1 o e(l—ix) 14 22

Donc il existe C tel que F(z) = Arctan(z) + C. Comme F(0) = 0, F(z) = Arctan(z).

Correction de ’Exercice 87
Retour a I’énoncé

1. Par définition de la limite, il existe A tel que

|z > A= [f(x)] <1
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Sur le segment [—A, A], |f| étant continue, elle est bornée. Soit M; un de ses majorants.
M = max(M,,1) est donc un majorant de |f| sur R : f est bornée sur R.
2. Par le changement de variable affine u = -z (donc de classe C* et bijectif de R dans

V2t

+o0o
lui-méme), P f(z) est défini si et seulement si / F(V2tu+ x)eiu2du est convergente et

—o0

on a alors

+oo 2
Pif(z) = %/_ f(V2tu+x)e ™ du.

Comme pour tout u réel, | f(v/2t u + x)e_"2| <g(u) = Me (fonction intégrable), la fonc-

tion continue u — f(v/2tu + e est intégrable sur R.

De plus, z — f(\/%u + x)e™™ est continue. Compte-tenu de la domination vue précédem-

ment et de la nouvelle expression de P;f(x), par le théoréme de continuité des intégrales a

parameétres, P;f est continue sur R.

Soit (zn)n une suite de limite +00 (respectivement —oo).

[(V2hu+ @p)e™™
i

donc par théoréme de convergence dominée lim P; f(z,,) = 0. Par caractérisation séquentielle

de la limite, P;(f) est de limite nulle en +oo.

3. Pour tout z réel, la fonction (t,u) — f(v2tu + 23)67”2 est définie et continue sur

—u?

Posons ¢ (u) = . (¢n)n est de limite la fonction nulle et dominée par g

R* x R (donc continue par rapport & t et par rapport a u) et u — f(v/2tu + x)e est

intégrable et dominée par g. Aussi par théoréme de continuité des intégrales & paramétre,

I - :
t— 7/ F(V2tu+z)e “* du est continue. Aussi :
™ — 00

. Lt af) [t e
;%Ptfm—ﬁ[w f@e =20 [ ).

4. Soit M3 un majorant de |f®| sur R. Par 'inégalité de Taylor-Lagrange :

[z +uv2t) — f(z) — uV2tf (x) —tuzf”(x)) < w )

2 . . 1.
* est continue sur R et négligeable devant u — — inté-

400

Comme pour tout entier k, u — u*e”
2
grable au voisinage de 00, cette fonction est intégrable sur R. On pose I}, = / uFe ™ du.
— 00
2
—u

En multipliant I'inégalité précédente par ‘ et en intégrant sur R, on obtient :

3_2
e “du.

‘ﬁ(Ptf(w) —f@) _ f@)Vv2
t

MyvaVi [+
2 < Mt [ T

[1 - f”(.II)IQ‘

+oo
“+oo 2 —u?
Or I = / ue " du = {e 5 ] = 0. Le majorant dans I'inégalité du majorant étant

—o0

nul lorsque ¢ tend vers 0, on a donc :

o P (@) = (@)

t—0 t

I>

=f (fﬁ)ﬁ
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_u2

. e
Les fonctions u — —

et u — u étant de classe C' et leur produit étant de limite nulle
en Fo00, par intégration par parties :

Correction de I’Exercice 88

Retour & ’énoncé

1. Soit y(z,t) = t* 'e™" est continue sur R x RT™. Or a z fixé, v(z,t) o t*~1 donc
t — v(z,t) est intégrable sur |0, 1] si et seulement si > 0. Pour = > 0, y(z, t) est négligeable
devant t — e"%/? au voisinage de +oo0 : elle est donc intégrable sur [1, 4+00[. Le domaine de
définition de I' est donc D =]0, +o0|.

Soit S = [a,b] inclus dans D et z € S. Pour tout 0 < ¢t < 1,0 < t© < t* et pour
t>1,0 <t® <t aussi

0< W(x’t) < ’Y(a’ t) + ’V(bv t) = ()bs(t) .

¢s étant une fonction de domination intégrale,I’ est continue sur D.

t

2. t— t" et t — —e ¢ étant de classe C! sur RT et leur produit étant de limite nulle en

400, une intégration par parties généralisée donne alors :

t——+o0

o +nl(n—1)

L(n+1) = [-t"e]

soit I'(n + 1) = nI'(n). Comme I'(1) = 1, on obtient par itération de la relation trouvée ou
par récurrence que I'(n) = (n — 1)!.
: . : o
3. ~ est indéfiniment dérivable par rapport & z et 8—1(@1&) = In*(t)t" te™.
x
k

continue par rapport & = et par rapport a t. de plus pour tout = > 0, TZ(I’ t) = o(tz/%l)
z
k
au voisinage de 0 (car lim;_o In*(¢)t*/2 = 0) donc t TZ(% t) est intégrable sur ]0, 1]. Au
z
- Oy —t)2 Oy
voisinage de +o0, w(x,t) = o(e™**) donc t — s
plus, comme précédemment pour tout = € [a,b] C R™ et tout réel ¢ > 0 :

k
5
—- est

Oxk

(z,t) est intégrable sur [1,4o0[. De

o o o
Cown| < ||+ |5 F00)

ce qui permet d’affirmer que I' est indéfiniment dérivable sur R**.

z—1 _t\" .
4. Soit ¢n(t)—{t (1=%)" sitelo,n]

0 sit>n
Soit ¢t > 0 donné. Dés que n > t, ¢, (t) = t* e (1= et donc lim on(t) = v(x,t).
Comme In(1—wu) < —u pour tout u € [0, 1] (si on veut vérifier cette inégalité, on peut étudier
la fonction u — In(1 — u) + u) donc pour t < n, ¢, (t) < vy(z,t) et cette inégalité est aussi
vérifiée lorsque t > n.
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t — v(z,t) étant intégrable, par le théoréme de convergence dominée, on obtient le résultat

I(z) = lim ! (1 - 3) dt -

n—oo Jq n

souhaité

Par le changement de variable ¢ = ns, on a alors :

1
I'(z) = lim nw/ s"7H1 = s)"ds -
0

n— oo

Soit y > 0 et n entier naturel. Posons I(x,n) fl *=1(1 — s)"ds. Les fonctions s — s”
et s — (1 — s)™ étant de classe C' sur ]0, 1] et leur prodult étant nul en 0,on obtient par
intégration par parties généralisée :

x _ n 1
I(x,n):[s(lis)} +El(m+1,n71)zﬁl(m+1,n71)
x R x

et en réitérant cette relation pour "descendre" I'entier naturel & O :

"I
I(z,n) = nll(xz + n,0)
z(xz+1)---(z+n—-1)
soit
1
n!/ ot \
o n!

I(z,n) = 2@+1)(z+n) = z(z+1)---(x+n)

ce qui donne le résultat attendu

T

. n* n!
)=l = |
[[@+k)
k=0

O
Correction de ’Exercice 89
Retour a ’énoncé

2n—1
1. est bornée si et seulement si |z| < 1 donc R = 1. Pour z = %1, la série
(=1)"z?n ! L. , 1 . . .
Z — est une série alternée; comme | — | est une suite décroissante de limite
n>1 n n
nulle, la série est convergente. Ainsi le domaine de définition de la fonction
i n 2n 1
n=1
est le segment [—1,1].
R n 1 u”
On connait le développement en série entiére de In(1+ u) Z pour v €] —1,1]
n=1
aussi
n 1 2n

1+x i

n=1
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d’ott pour z € [—-1,0[U]0,1] :

T
2n 2x

f(a:)zz(il)n "7 In(1+27%)

1
2. La série ————— est convergente : le rayon de convergence est supérieur ou égal &
2 on(@n 1) g ¥ g p g
n

1. Pour z > 1, le terme général ne tend plus vers 0. Le rayon de convergence est égal a 1 et
le domaine de définition est [—1,1]

Soit f la somme de cette série entiére. Par théoréme, cette fonction est de classe C? sur
] — 1,1] et les dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme a terme :
—+o0 oo 1
" _ _1\n,.2n—2 _q\ntl,2n
(@)= YD = Y () e =

n=1 n=0

+oo n, 2n—1
-1
Comme f'(z) = Z %, f' est la primitive de f” qui s’annule en 0, soit
n=1
f'(z) = — Arctan(z) .
De méme comme f(0) = 0, une intégration par parties donne pour z €] — 1,1] :

tdt In(1 + z?)
Te= " Arctan(z) + —

flx)=— /OZ Arctan(t) dt = —z Arctan(x) + /0“”

La série est normalement convergente sur son domaine de définition car pour tout « € [—1, 1]
et tout entier naturel non nul

(—1)"x" 1
2n(2n —1)| ~ 2n(2n—1) °
) (*1)”{22’” . ) - .
Les fonctions x — m étant continues et la convergence de la série étant normale,
n(2n —

par théoréme de continuité de la somme, f est continue sur [—1,1]. Ainsi

+oo n,.2n 2
1"z In(1+4+ =z

Vx € [_17 1]7 E % = —.’KAI'Ctan(x) + % .

n=1

(n+2)!

3><6><—><(3n) On a alors :

3. Posons pour n > 1, a, =

n = =

n+2)!  (n+2)(n+1) 2(";2)
37n/! 3n 3n

a 1
Comme lim —2*% = 3 par le critére de D’Alembert, le rayon de convergence est égal a 3.
an

Pour z = 43, |anz™| ~ n?; le terme général ne tend pas vers 0, la série est divergente. Ainsi

le domaine de définition est | — 3, 3.
1 XX (2 +n T

Comme pour |y| < 1, W = Z ( 9 )y”, en posant y = 3 on obtient que pour

n=0
xz €] —3,3]

27 i" 24+n)a"

— X - n

(3 )3 o 2 3
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et

= 27 2(a® — 272> 4 27x)
:c):zz:an:r :2(_1+(3—w)3): G_a)p .

)n
n+1
convergente (la valeur absolue du terme général décroit et tend vers 0); le domaine de

est une série alternée

4. La série Z Ml est divergente alors que la série Z

convergence est donc [—1,1[.

Pour z € [—1, 1], posons f(z

2n +1
Lorsque z €]0, 1], posons y = f
9(y) =yt
On a alors f(x Z ol o ou g(y) = 2n—|—1 g est la somme d’une série

entiére de rayon de convergence 1; elle est donc derlvable sur | — 1, 1] et sa dérivée s’obtient
par dérivation terme & terme aussi, pour y €] — 1, 1],

+o0 1
/ _ 2n
1

Comume ¢(0) = 0, g(y) = 5 In (%) Ainsi pour z € [0, 1], f(z) = 2}1 (1 + g)

De méme, pour = €] — 1,0], posons y = v/—z.
n 2n+1

2n+1

+oo (71)11 2n

y 9@ . ~ . A
On a alors f(z) = Z 2 = 22 ou g(y Z , ol on reconnait le
= 2n+1 Y —=

Arctan(y/—z)
V-

développement en série entiére de Arctan. Ainsi pour z € [-1,0[, f(z) =

Remarque : la fonction g définie par

Arctan(v/—z)
V-
glz) =11 siz=0

2\;1 (H\‘?) si z €]0,1]

est une fonction de classe C* sur | — oo, 1[. En effet, par le développement trouvé précédem-

six <0

ment elle est indéfiniment dérivable sur | — 1, 1] et par les théorémes généraux de dérivation,
elle est indéfiniment dérivable sur | — oo, 0[.

n  sin est pair
L sin est impair
n

2nt1y

. La suite (a2,2°"), est bornée si et seulement

5. Soit a, = n("V" = {

si |z| < 1, la suite (azny12 n est bornée si et seulement si |z| < 1. La suite (anz™)n est
donc bornée si et seulement si |z| < 1 : le rayon de convergence est égal & 1.

Pour x = +1, le terme général ne tend pas vers 0 car (a2n)n n’est pas bornée. Aussi le
domaine de convergence est | — 1, 1].

Pour x €] — 1, 1], les deux séries 3" a2,2>" et azn4+12°" 1" étant convergentes :

+o0 2n+l

nz::ln“l *ZZn:cz"—l—ZQnJrl

oS} e} 1 +o0o
Or anzn = f(z?) avec f(y) = Zny”. Pour |y| < 1, =y = Z(n+ 1)y" soit
n=1 n=1 n=0
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> _ 222
n—1 . . n
> = Zny - Alnsi f(y) = ———5 et Z?nx = =~ a—e
n=1
+oo :r2n+1
Soit = ——; c’est la so e d’une série entiére de rayon de convergence 1;
it g(x) ;2n+1’ mme d’une série entiér rayon nvergen ;

aussi par théoréme de dérivation des séries entiéres, g est dérivable pour = €] — 1,1] et

ZxQn_ 1_x2

Comme ¢(0) =0, g(z) = 1 In (1ji)

227 1 1
Finalement pour z €] — Zn :ﬁ+§ln<li—z).

sin(na)z™

6. le rayon de convergence est infini car la suite ( '
n!

) est bornée pour tout x; le
n

domaine de définition est donc R.
i n . e T . .
Or sin(na)z" = Sm (e'*x)". La série Z 7') est une série exponentielle

n>0

+oo .
Z e :I: e"az —® cos(a)+iz sin(a)

la partie imaginaire de cette égalité donne alors

+oco . n
Z Sln(’l’l,a)x — Sm (ez cos(a)ezz sm(a)) — cos(a) sin ($ Sll’l(Ol)) )

n!
n=0

1
7. u, = (—1)"*1/ t(l—t¢)...(n—1—1t)dt. Pour k > 1 et tout ¢t € [0,1], k —¢t > k — 1.
0

\un\z(n—g)!/o 11— t)dt = (n —2)! <%_%> :@

Pour tout r > 0, lim(n — 2)Ir™ = +o00. La suite (unz™), n’est bornée que pour z = 0. La
série n’est définie qu’en 0 et sa somme y est nulle.

Aussi :

8. a, est le terme général du produit de Cauchy des suites (b, ) et (cn)n de termes généraux :

1
bn=1 et cn=—.
n!
m’ﬂ
> anz™ est donc le produit de Cauchy des séries Y. z™ et Y — de rayon de convergence
n!
respectifs 1 et +o00. Aussi le rayon de convergence de la série proposée est supérieur ou égal
al
Comme (an, ) n’est pas de limite nulle, la série > a, diverge; le rayon de convergence vaut

au plus 1.
La série a un rayon de convergence égal a 1 et diverge en +1. Le domaine de définition
est donc | — 1,1[ et par théoréme sur le produit de Cauchy de séries entiéres, pour tout
x €l —1,1]:

+oo x _n e®

e (50 (55) -5
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Correction de I’Exercice 90
Retour a ’énoncé

1. La suite (nz"), est bornée si et seulement si |x| < 1; ainsi R = 1. Comme n = (711),

pour |z| < 1:
1 +oo +oo
SR R S
n=0 n=1
Ainsi :

—+o0 —+oo

E nx' = E ng” = —>
(1—2)?

n=0 n=1

La suite (n?z™), est bornée si et seulement si |x| < 1; ainsi R = 1.

2 2 1
or (" er = % intervient dans le développement en série entiére de (1—z) 3.
Les polynémes (X + 2)(X + 1), X + 1 et 1 forment une famille étagée en degré de Ro[X],

c’en est donc une base comme famille libre maximale. Aussi il existe (a, b, c) tels que
X =a(X +2)(X +1)+bX +1)+e¢

Le terme de plus haut degré donne a = 1. En évaluant en —1, ¢ = 1 puis en évaluant en —2
(ou en 0), b = —3. Ainsi :

2 1
ann:2<n—2’— ):E"—?)(n—li_ >:E"+:c".

On reconnait les termes généraux de développements en série entiére usuels :

+°°ngmn: 2 3 1 :2—3(1—m)+(1—x)2 z(1+x)

I—2P (=22 1-2 1—a)p =23

n=0

n 1 . "
Pour n = 0, an, = 0 et pour n > 1, n o~ lasuite (———— ) est bornée pour
n! (n—1)! n=11)

. a e .
tout r > 0. Le rayon de convergence de la série > —T:x” est donc infini. Pour tout x réel :
n!

n

Zm _at e
_ [
— (n—1)!

2. Soit r > 0. La suite (a%r")n est bornée si et seulement si la suite (a,(y/7)"), autrement
dit si \/r appartient & l'intervalle [0, R] ou [0, R[. Le rayon de convergence de > a2z™ est
donc égal a R%.

Soit 0 < p < R. La suite (anp™),, est bornée ainsi a, = O(p™") et pour tout 7 > 0 :

lanlr™ _ ((i)"i)
n! p) nl

anT
n!

Dominée par une série exponentielle, la série Y est convergente pour tout r > 0. Aussi

le rayon de convergence est infini.
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Correction de I’Exercice 91
Retour & I’énoncé
(n)?

it a, = )
Soit a @nt 1)

suite ne s’annulant pas. alors :

ant1 _ (n+1)*  n+1
an ~ (2n+3)2n+2)  2(2n+3)

. 1 . . .
Comme la limite de ce rapport est E par le critére de d’Alembert des séries entiéres, le rayon

de convergence est égal a 4.
1
Soit x €] — 4,4[. Posons f,(t) = t"(1 — ¢)"z". On remarque alors que a,z" = / fn(t)dt
0
1 n
Pour t € 0,1, 0 < t(1—1) < 7 = |fu(t)| < (%) .
Compte-tenu du choix de z, la série géométrique de terme général (%) est convergente. La

série est normalement convergente sur [0, 1] et de somme f : x — — . Par
> fn g [0,1] f Fp———

théoréme d’intégration terme & terme d’une série normalement convergente sur un segment,

i (n!)2z" _/1 dt — Pla)
— (2n+1)! T Jo 1—axt+at2 '

Il reste & calculer cette intégrale. Pour z # 0 :

1 1 4—z
1_ 2 _ 2 1y _ Y .
xt + xt —x(t t+m> x((t 2) + yp )

on a alors :

La forme de la primitive dépend du signe de b = ;Ex
Sio<zxz<4,b>0et
t—171
/1 dt 1 /1 dt B [Arctan \/52]0 2Arctan(—\/5)
o L—at+at? =)y (t—3)2+0b zVb Vb

soit finalement

4 Arctan |/ 7%=
P(r) = ———m—
z(4—x)
On vérifie que la limite en 0 est bien F'(0) = 1.

Lorsque -4 <z <0:

/1 dt _1/1 dt 1
o l—mt4axt2  x fy (t—1)2 Fb o 20y
,/ |
2In

\/ == 141
Comme /— > =, finalement F(z) = \/7

(tfl)*\/jb

! 1 1n’1—2\/—b
. T av/—=b  |14+2v—b
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Correction de I’Exercice 92
Retour & ’énoncé
1. Posons f(z) = Arctan(z + 1). Cette fonction est continument dérivable sur R de dérivée
1 1
"o ————— soit —.
! (x+1)241’ J'@) = (x+1+9)(z+1—1)
Ainsi comme (z +141¢) — (z+1—14) = 2¢ :

o1 1 .
f("”)*m'(azﬂ—i :c+1+i)*‘y

i 1 e%r 1 Te
Comme (1 —7) =2 4, —— = —— ouy=
( )= V2 rtl—i al+y YT A

on a le développement en série entiére suivant :

3

(51=3)

. Pour |y| < 1 soit |z| < V2,

1 e
T+ 1—2 - \/i n:O(il) (\/i)n

et en prenant la partie imaginaire :

(n+1)7r )$

=3 sm(
-5 e

D’apreés ce qui précéde, le rayon de convergence est supérieur ou égal & v/2 et pour z = v/2,

le terme général ne tend pas vers 0 donc la série diverge; le rayon de convergence est donc
égal a /2.

f’ étant développable en série entiére de rayon de convergence v/2, il en est de méme de f
et comme f(0) = Arctan(l) = %, on a par intégration terme a terme du développement

précédent :
( (n+1)7r) n+1

DI

2. Soit f(z) = In(142cosh(a) 4+ z?). Les racines du trinéme 1+ 2 cosh(a) = + 22 sont —e®
et —e~°. f est donc définie en dehors du segment de bornes —e® et —e ™. Pour & > —e 1%,
on a alors :

M:\

f(@)=In(z+e*)+In(z+e ) =In(l +ze )+ In(1 + ze®)

In(1+4 ze~%) est développable en série entiére avec un rayon de convergence R; = e sous la

forme :
n+1 n —na

In(1+ xe™ )

HM8

De méme, In(1+xze®) est développable en série entiére avec un rayon de convergence Ry = e~ ¢

sous la forme :
n+1 n na

Mz

In(1 + ze”
n—1
R1 et R2 sont distincts car o n’est pas nul. f est donc développable en série entiére de rayon
de convergence inf(R1, R2) = e~ %l et

9 i (=)™ cosh(na)a™

n
n=1
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3. Soit f(x) = In(142cos(a) = +2?). Les racines du trinéme 1+ 2 cosh(a) x4 22 sont —e'®
et —e **. f est donc définie sur R si a ¢ 7Z. Dans le cas contraire, 1 ou —1 est & exclure.
Si cos(a) = 1, f(x) = In((1 4 2)2. Cette fonction est développable en série entiére pour
x €] — 1,1[ avec un rayon de convergence égal a 1 et par développement usuel :

n+1 n

f(z) =2In(1 + z) 722

Si cos(a) = —1, f(x) = In((1 — z)2. Cette fonction est développable en série entiére pour
x €] — 1,1[ avec un rayon de convergence égal a 1 et par développement usuel :

f(z) =2In(1 —z) = Z%

Si « ¢ 7Z, on ne peut pas utiliser la méthode précédente car les racines sont complexes. On
utilise alors la méthode de la premiére question en dérivant la fonction. f est continument
dérivable et :

2(x + cos(a)) 1 1 1

fla) = (z + cos(a + isin(a))(z + cos(a — isin(a)) T rtee + e 2%6(1: + el

);

et pour z tel que |z| < 1:

1 _ n " —(n+1)nzo¢
T+ el 7 + xe—ie nz%

d’on
=2 Z "cos((n+ 1)a)z"”

La suite (cos((n+ 1)a))
1 : son rayon de convergence vaut 1. f est donc développable en série entiére de rayon de

» étant de 11m1te non nulle, la série entiére précédente diverge en

convergence 1 et comme f(0) =0 :

vz €] - 1,1], 2§:

n=1

)™ cos(na)z™

n

Correction de I’Exercice 93

Retour & I’énoncé
nj

. 2 2 :Z: 2
1. Pour tout réel z, la suite de terme général — est bornée. Le rayon de convergence de
nj)!
la série entiére est donc infini et f; est définie sur R.

2.
2kiTm
a. Les j racines j—iémes de I'unité sont les j complexes wy = e i avec 0 < k <j—1.

Comme wy = (wl)k, Sp est la somme des j premiers termes d'une suite géométrique de
premier terme 1 et de raison w¥. Si p n’est pas multiple de 7, la raison est différente de 1 et

wh —1 . . . .
Sp = ﬁ = 0. Si p est un multiple de j, les termes de la somme valent tous 1 et S, = j.
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b. Compte-tenu de ce qui précéde, on peut écrire f; sous la forme suivante :

1< s +°°J 1w:r
k
fla)=2> 2 =23 ~
]p:O p=0 k=0

. . xz)P o
Pour tout complexe z et tout réel z, la série exponentielle > # est convergente. Ainsi
p!

f; apparait comme la somme de j exponentielles :

132
J k=0

Pour z réel, f;(z) est réel et donc égal a sa partie réelle; aussi :

+oo 3n
T 1 z 3z
2 o =5 (e P en)
et pour j =4:
R 1
T;) ) =1 (" +e " +2cos(x)) = 3 (cos(z) + cosh(z)) -

Ce résultat peut se trouver directement par les développements usuels.

O
Correction de I’Exercice 94
Retour a ’énoncé

0 n n n .
1. Comme pour tout réel 6, M < | | , la convergence de la série Z | | (puisque
n
n>1
|z] < 1), assure la convergence normale (en ) de la série définissant f,(6) sur R. De plus,
x" cos(nf)

chaque fonction ¢y, : 0 étant continue, la somme est continue par convergence

normale.

Par développements usuels, comme |z| <1 :

i%* h’ll—l’) et fx(ﬂ):i%:_ln(l_kx)'

2. ¢, est de classe C' et ¢},() = —sin(nf)x™. Pour tout réel 0, |¢},(0)] < |z|™. La série
3" ¢!, est donc normalement convergente, f, est donc de classe C' et :

- Z sin(nf)x
n=1
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- i0 e . ;
La série E z™e™ est une série geométrique de raison ze®® de module |z| < 1. Elle est donc
n>1
xeze .
— . Aussi :
6

convergente de somme T 2ot
—ze

.’K@le
1 — ze®

fo(0) = Sm(- )

Par définition de la partie imaginaire d'un complexe, pour tout x réel :

ze ) 1 < ze xe™ > 1 (:rew(l —ze ) —ge (1 - xei9)>

T—ze?’ 2 B 2 (1 —ze?)(1 — ze—?)

o~
Sm . ,
( 1—zxet® 1 —ge i

_ —xsinf
T 1—2xzcosh+ 2’

est —1 In(1 — 2z cos @ + ) ; cette primitive prenant

ce qui donne bien le résultat souhaité : f7,(0)

—xsinf

1— 2z cosf + z2
la valeur —In(1 — ) en 0 c’est f(6). Aussi f,(0) = —3In(1 — 2z cos 6 + z?).

3. Comme 1 —2zcos@+x2 = (x—e?)(x—e ) = |z —e'?|?, cette expression est strictement

Une primitive de 6 +—

positive si x # 1 : F(z) apparait alors comme 'intégrale d'une fonction continue sur [0, 7].
T

Pour |z| < 1, F(z) = -2 | f-(0)d0. La suite > ¢, étant normalement convergente sur le
0
. e . i sin(nd)]”
segment [0, 7], la série > ¢, s’y intégre terme & terme ; comme dn(0)do = 3 =0
0 0

et fo(6) =) ¢n(0) :

F(z)=-2 Z z /0 cos(nf)dd =0 .

—1
Pour [z > 1, z* — 2z cos(0) + 1 = z* (1) — 2cos(0)L + 1), donc

In(z® — 2z cos(8) + 1) = 21n(|z|) + In( ((%)2 — 2cos(9)% + 1)

1 1
soit F(x) = 2w In(|z]) + F (7> = 27 In(Jx|) puisque f‘ <1
x x
4.
a. On remarque que ), admet pour racines des racines 2n-iémes de I'unité. On compare
Qn & Us,, donné par Usy, (z) = 2™ — 1. Comme Usy, (z) = H (z— emTﬂ), ces deux poly-
k=—(n—1)

ik

noémes ont en commun les racines e’ » pour k € [—(n—1),n—1]. La racine 1 (correspondant

au cas k = 0) est double dans @, et simple dans U, et la racine —1 (correspondant au
cas k = n) n’apparait que dans Us,. Ainsi, les deux polynémes étant unitaires et de degré
2n, Qn(z)(x + 1) = Uzn(z)(z — 1) (mémes racines comptées avec leur multiplicité et méme
coefficient dominant).

b. Par le théoréme sur les sommes de Riemann, la fonction ® : 6 — In(1 — 2z cos 0 + z?)
étant continue sur le segment [0, 7] pour = # £1 :

P =i 23 () = i TR0

S. Sidaner 198/243 Creative Commons : ® ©



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

puisque 1 — 2z cosf + 22 = (z — eie)((x B e_ig).
1—=z

Six €]—1, 1], 'expression de @, trouvée précédemment donne alors lim Q. (z) = T >0;
T

In(Qn(z)) a une limite réelle donc F(z) = 0.
Soit z € R\[—1, 1]. Alors

Qu(@) = |@nla)| =™ (1 ™) [T

=

d’ott In(Qn(x)) = 2nIn(|z|) + o(1) et F(z) = 27 In(|z]).

Correction de I’Exercice 95
Retour a ’énoncé
lan—3| < Ak
1. Soit la relation P(n) pour n > 3 définie par les trois inégalités < |a,_o| < Ak 2
|an_1] < AE™"!
Supposons la réalisée ; par inégalité triangulaire , on a alors :

lan| < AR 3(K* + k+1) .

11 suffit donc de choisir k tel que k2 + k+ 1 < k%, pour que la relation P(n) soit héréditaire.

Choisissons k = 2 et étudions P(3). En choisissant A tel que A > max(|ao|, ‘a—zll, %), P(3)

est réalisée. Par le principe de récurrence, pour k = 2 et A = max(|ao|, |“2—1‘, %), pour tout

entier naturel n, |a,| < A2".
Remarque : A est non nul car si ap = a1 = a2 = 0, la suite est identiquement nulle.

. 1
La série A z"2" ayant un rayon de convergence égal a > le rayon de convergence R de la

. . 1
série > anx™ vérifie R > 5
2. On pose S(z) = 3./ a,a™ pour z €] — R, R|.

a. Pour |z| < R, on multiplie la relation de récurrence par z" et les séries 3, - . Qn gz "

(avec k € {1,2,3}) étant convergentes , en sommant on obtient :

—+ o0 —+o0 —+o0 —+o0
n n—1 2 n—2 3 n—3
ant = An—1T +x An—2& —x An—3T
n=3 n=3 n=3 n=3

soit
S(x) — (=4 + 2z + 42°) = 2 (S(x) — (—4 + 2z)) + 2°(S(x) + 4) — 2°S(z)
donc (23 — 2% —2+1)S(z) = —4+ 22 + 42 + 42 — 22° + 42> = —4 + 62 + 622 et finalement

_ —4+6z+62>  —4+63+62°
SO = D@ - T G- D)

b. Par réduction au méme dénominateur

o b ¢ a@®—1)+bx+1)+c(a®—2z+1)
r—1 (z-12 =z+1 (x—1)2(z+1)
a+c=6
et est donc égale & S(z) si et seulement si < b— 2c =6 soit (a,b,c) = (7,4,—1).
—a+b+c=-4
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Par les développements usuels et I'unicité du développement en série entiére
an=—a+bn+1)+c(-1)" = -3+ (-1)""" +4n

Remarque : le rayon de convergence est égal a 1.
c. La relation de récurrence s’écrit aussi a, — Gn—1 = An—2 — An_3 SOit pour n > 3,
bn, = bp—2. Aussi si n est pair, b, = b2 = az —a1 = 2 et si n est impair b, = by = a1 —ap = 6.

n
Or par télescopage a, — ag = Z br. Si n = 2p, la somme contient autant d’indice pairs que

k=1
d’impairs et

a2p :p(b1+b2)—4:8p—4:4n—4

et sin=2p+1,il y a un indice impair de plus :
azpt1 =p(b1 +b2) +b1+ag=8p+2=4n—2

On retrouve donc bien les résultats précédents.

Correction de I’Exercice 96

Retour a ’énoncé

La suite (an)n est entiérement définie par les relations données : elle est unique.

On suppose que la série Y anz™ a un rayon de convergence R > 0, f est donc définie sur
I =] — R, R|. Par application du théoréme sur les produits de Cauchy de séries entiéres, 12
est développable en série entiére et sur /

+oco
Fa) =3 ena”
n=0

n

avec ¢, = E kln—k = Gnt1. Ainsi
k=0

+oo
Vo €] = R, R[, af*(x) = > ant12"" = f(z) a0 = f(z) =1 (E)

f(x) est donc solution de I’équation 23> — 3 4+ 1 = 0. Cette équation admet des solutions si
1 1 1 VvV1—4
et seulement si z < 1 donc R < T Les solutions sont données par y = W
x

on e(z) € {—1,1}. Si f(z) = ~HE@VIZAT 0 %

5 ; € est donc une fonction
x

continue sur | — R, R[; elle est donc constante. Si e(z) = 1, la fonction f n’est pas continue
en 0. Il n’y a donc qu’une fonction qui convienne :

1-+v1—-4x

fla) ===

Il reste a vérifier qu’elle est développable en série entiére avec R > 0. z — 1 — /1 — 4z est
développable en série entiére avec un rayon de convergence de . Le terme constant de son

4
1—-v1—-14
développement est nul et le premier terme non nul est 2x. f : x — 2717 prolongée
i

par f(0) = 1 est donc développable en série entiére Y b,z™ et par l'unicité du développement
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en série entiére dans (F) ses coeflicients vérifient les relations définissant la suite (an)n. La
suite (an)n est donc la suite des coefficients du développement en série entiére de f. Or

+oo _ |
1/1,436:1,2@17”

— nl(n —1)!
et N .
2 (-2 . = @)
folay = 3 2r= 2l s 5 _B0E
“— nl(n—1)! Z%n!(nJrl)!
|
ainsi a, = & Par la formule de Stirling :
nl(n + 1)!

a Vamn 2n n (E)” e nl e22n n "
" (V2mn)? \ e n n+1 ny/nm \n+1

Comme In <( ) ) —nIn(1+ 1) a pour limite —1, e (L) ~ 1; ainsi
n+1

2271

ﬁn% .

QAp ~

O

Correction de ’Exercice 97
Retour a ’énoncé

+oo ) R
1. Comme |re| = r < 1, S(re?) = anr™e™? et S(reif) Za r"e ™. Aussi par

n=0 n=0
théoréme sur le produit de Cauchy de séries entiéres en r :

S(r619)‘2 _ Z Zakan—ke@kin)ze "

=0 \k=0

Posons fr(0) =1 Zaka eE=mi0 [ a série > fn est absolument convergente. De plus

[fa(0)] <D lax]|an—klr"
k=0

Le majorant est le terme général d’une série entiére convergente comme produit de Cauchy
de la série Y |an|r™ par elle-méme; la série ) f, est donc une série de fonctions continues
normalement convergente sur le segment [0, 27]. Aussi par théoréme d’intégration terme a

terme :
+oo 2w

I(r)=>_ fn(0)do
n=0"0
2w .
Or si p est un entier naturel non nul, / " dh = 0; aussi si n est impair, / fn(6)d6 =0
0 0

27
et si n = 2p, fn(0)d0 = 2ma2r®®. On a donc I(r) = 271’2&2 ’
0
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2. Soit M un majorant de |S| sur la boule unité ouverte. Alors I(r) < 27 M?>.

n
Posons I,(r) = 27rZa12,r2p. Comme pour tout entier n et tout réel r < 1, I,(r) < I(r),
p=0

L.(r) < 27w M?. Ainsi par passage a la limite en 1, pour tout n, J, = Zai < M?. La suite
p=0

(an)n étant constituée d’entiers, il y en a au plus M2 non nul. En effet, si il y en a strictement

plus que M?, en choisissant n plus grand que les indices de M? 4 1 d’entre eux, on obtient

Jn > M?. La suite (an)n est nulle & partir d’un certain rang : S est polynomiale.

O

Correction de ’Exercice 98
Retour a I’énoncé

1. Soit f(x) = (Arcsinz)®. La fonction Arcsin étant développable en série entiére de rayon
de convergence 1, f définie sur [—1, 1] est aussi développable en série entiére avec un rayon
de convergence égal a 1.

2. Le terme général du produit de Cauchy de la série entiére donnant Arcsin par lui méme
est trop compliqué pour étre simplifié. Une autre méthode consiste & trouver une équation
différentielle vérifiée par f ou 'une de ses dérivées.

f est indéfiniment dérivable sur | — 1,1] :

; 2 Arcsin(z) " 2 2z Arcsin(z)
Foy === O =1—mt )y

soit
Vo el — 1,1, (1 —2*)f"(z) —xf'(z) =2
3. f étant paire et nulle en 0, son développement en série entiére est de la forme
—+o0
flz) = Zanx%. Par théoréme, les développements en série entiére de ses dérivées s’ob-

n=1
tiennent par dérivation terme & terme soit pour z €] — 1,1] :

+oo “+oo “+oo
fl(z)= Z 2nanz®™ et f(z) = Z 2n(2n — Daz™ 2% = Z 2(n+1)(2n + 1)an 12"
n=1 n=1 n=0

En reportant dans ’équation différentielle, on obtient alors :

“+oo
2a1 + Z 2(n+1)(2n+ an+1 — 2n(2n — Da, — 2nan " =2
n=t terme de f'/(x) terme de 22 f//(z)  terme de zf/(2)

et par unicité du développement en série entiére a; = 1 et

vn > 1, 2(n+1)(2n + 1)ant1 = 4n’ay ;

2n? 2" ((n — 12 -
soit an+1 = ———— = et par itérations a, = ——————— ou p, = 2k — 1) et
P ety O P nlpn pn = 11k
outant 1 . @en-1)! . .
en ajoutant les pairs : p, = —————— ainsi
! PALES = Pn = 90 t(n — 1)1

i (G0 V)
" n(2n —1)!
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formule encore valable pour n = 1. On a donc

+00 Hon—2 _ N2
Vo €] - 1,1, (Arcsinz)® = > 27" (n=1)1)" o

—  n(2n-1)!
O
Correction de I’Exercice 99
Retour a I’énoncé
. !
Soit an = Tran G-
anp12”"? n+1 2 z?
anx?ntl T 2n 43 2

Par le critére de D’Alembert, F' est définie si |z| < /2 et diverge si |z| > /2. Le rayon de

convergence de la série proposée est donc v/2.

En z = /2, comme en ajoutant les nombres pairs au produit des impairs figurant au déno-
. - _ (@2n+1)! a1 _ (01)?2°"V2

minateur kl:[()(% +1) = ST an(v2) = Tani

Par la formule de Stirling :

27’L 2n

242 — _

\/E — fﬂn ( e ) B ﬁ m+1 (2n+1)

an(V2) ~ o+ 1) 2" =€ Bn T 1 mn :
2w (2n + 1) ( . )

—(2n+1)
2 1
Orln(n+ ) :—(2n+1)ln(1+i)~—l;onadonce(

—(2n+1)
2 1
on n ) ~1et

2n

an (VD [

F n’est pas définie en v/2 puisque la série > QE est divergente et par imparité elle ne l'est
n

pas en —/2. Le domaine de définition de F est donc D =] — V2, \/5[

1. F étant la somme d’une série entiére sur D, par théoréme, elle y est continument dérivable
et sa dérivée s’obtient par dérivation terme & terme :

+oo
F'(z) = 2(271 + Danz™
n=0
En utilisant le rapport calculé en question précédente : (2n + 3)an+1 = (n + 1)an. En

2n+2

multipliant par 2x , on obtient alors :

n+2 (2n + 1)anx2"x2 —anzz =0

2(2n + 3)any1x
En sommant ces relations pour n variant de 0 & I’'infini, on reconnait les trois sommes :
2(F'(z) — ag) — 2°F'(z) — xF(z) =0

Comme ag = 1, F est la solution de I’équation différentielle

2-2%)y —ay=2
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vérifiant y(0) = 0.
. . . A
Les solutions de I’équation homogéne associée sur D sont £ — ———. Recherchons alors

V2 — a2

u(x) (méthode de variations de la constante) avec

V2 — 12

la solution sous la forme y(z) =

1u(0) = 0. On obtient
2

V2 — 2

u'(z) =
Soit u(x) = 2 Arcsin (%) Ainsi

Correction de I’Exercice 100
Retour a I’énoncé

1. Démontrons par récurrence la propriété suivante
(P(n)) Vk e 0,n], 0 <wup<1.

L’énoncé nous donne P(0).

Supposons P(n) réalisée. Pour tout k € [0,n], 0 < Uk

m < 1 ainsi Un+1 E]O, 1] P(’I’L+1)

est réalisée.
Par récurrence, on a vérifié que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1. La série > 2™ ayant
un rayon de convergence égal a 1, R, rayon de convergence de la série entiére > u,z", est
supérieur ou égal a 1.
2.

a. Par théoréme de régularité des séries entiéres, f est continument dérivable sur | — R, R[

et
“+oo
J(@) =3+ Dunaa™
n=0
kzzo n—U7kf+2$n est le terme général du produit de Cauchy des séries > unz™ et > na:_ ok
+oo n
Soit g(z) = Z T g est définie sur | — 1,1 (la suite 1 est bornée) et vérifie
et 2 n+2),
5 foo xn+2 too "
x g(m):§n+2 :nz::()?—ac:—ln(l—x)—m
Le rayon de convergence de la série entiére de somme g est donc 1. Ainsi pour z €]—1, 1[\{0},
—In(l-—2z)—-=z
Par théoréme sur le produit de Cauchy des séries entiéres, pour = €] — 1,1 :
+oco n u +oo
k n n
f@)g(z)=> m)w =Y (n+ Duppaz" = f'(x)
n=0 k=0 n=0
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b. Calculons une primitive de g. g étant prolongeable par continuité en 0, elle est intégrable
au voisinage de 0. Effectuons une intégration par parties avec u(t) = In(1 — t) + ¢ de dérivée

1
u it o et v(t) = 7w ayant une limite finie(et égale a 0) en 0, pour = €] — 1,1[ :

Glz) = /Omg(t)dt = [u(t)o(t)]", — /O %1 _l-z

In(1—z)+1;
et f(z) = Xe®(x). Comme f(0) =1 et G(0) =0, A = 1. Ainsi :

1—=z

fl@)=e(l—mz) =

O
Correction de I’Exercice 101
Retour a ’énoncé
1. On remarque que le trindme figurant sous la racine a deux racines réelles positives
1 .
a1 =3+ 2v2 et az = 3 — 2v/2. Pour tout @ > 0 et = < a, aussi,

1 1
\/afx_% 172’

est développable en série entiére avec un rayon de convergence égal & a. Comme

T —

||T
IS
=
-8

h(zx) , c’est le produit de deux fonctions développables en séries entiéres,

1
Valr — T \az — T

elle est développable en série entiére avec un rayon de convergence minorée par as.

o0

h étant développable en série entiére, il en est de méme de b’ et h'(z) = Z(n + Daps1z™.
n=0

2. h est indéfiniment dérivable sur | — a2, as[ et h'(x) = 71_—3( soit

(\/1 — 61 + ac2)d
(1-6x+ xQ)h'(x) + (x—3)h(z) =0.

L’expression a pour coefficient constant a; — 3ag. Les coefficients en z" pour n > 1 des
termes de l'expression précédente sont :

K (z) xh/(x) z?h () zh(z) | h(z)

(n+ 1)an+1 nan (n—1)an-1 | an—1 an

Par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle :

a1 = 3ap =3
vn>1, (n+ Dant1 — 32n+ 1)an + nan—1 =0

3. Les coefficients de g vérifient les mémes relations que h pour n > 1, aussi le développement
en série entiére de (1 — 6z + 22)g’(z) + (z — 3)g(z) a des coefficients nuls pour n > 1; c’est
donc une constante égale a ¢'(0) — 3g(0) = 1. g est donc la solution s’annulant en 0 de
I’équation différentielle du premier ordre :

(1 =6z +2%)y (2) + (z — 3)y(z) = 1

dont h est solution de I’équation homogéne associée. Par la méthode de la variation de la
constante, on cherche g sous la forme g = uh. On a alors h(z)(1 — 6z + z?)u’(z) = 1 soit

S. Sidaner 205/243 Creative Commons : ® ©



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

u'(x) = h(z). Comme g(0) = 0, u(0) = 0; u est la primitive de h qui s’annule en 0 donc

u(x) :/0 h(t)dt et g(x) = h(m)/o h(t)dt. .

Correction de ’Exercice 102

Retour a ’énoncé

1. P =1doncap =1; P =1+X donca; = 1. P, = (1+X+X?)? = 142X +3X>+2X*+ X*
donc as = 3.

P, est le produit de n polynomes a coefficients positifs, il en est de méme de P, aussi

0<an < P(1)=3"

puisque P, (1) est la somme des coefficients de P,.

1
On en déduit donc que le rayon de convergence de la série > 3"z™ étant égal a 3 celui de
1
la série entiére > anz" est au moins égal a 3
2. Soit by, le coefficient en X"~ " de P, et ¢, celui en X™*'. On remarque que X*Pi (%) = Py
1

donc P, = X**P, (§> En comparant les coefficients en X™*1! on obtient ¢, = by,.

3. On remarque que P,41 = P, P, donc en égalant les coefficients en X", pour n >0 :

An41 = Gn +bn + cn = an + 20, .

Comme P, = P*,en dérivant, on obtient P, = n(2X + 1)P,_1 pour n > 1 et en égalant les
termes en X" :

n anfl) _ n3an71 +an

(n+1)bn =n(2an-1+bn-1)=n (Qanfl + a 3 3

En reportant dans la premiére égalité aprés multiplication par n + 1, on a alors :
Yn>1, (n+1)ant1 = (n+ 1an +n(3an—1 + an) = 2n+ 1)an + 3nan—1
que 'on peut écrire :
Yn>1, (n+1)(n+ 1)ans1 = 2nan +3(n — Dan—1 + an + 3an—1 (%)

le terme général de la série donnant f’ est de la forme na,z" ' puisque par théoréme de
dérivation des séries entiéres, ce développement s’obtient & partir de celui de f par dérivation
terme a terme. En multipliant la relation (+)par 2" et en sommant pour n > 1 (les séries de
termes généraux na,z",(n — 1)an—12" et an—12™ étant convergentes) :

—+oo —+oo —+oo —+oo —+oo
Z(n—i—l)(n—i—l)aon” =2 Z nans" 1 +3x> Z(n—l)an,m"—Q—i—Z anx”+3z Z an_1z" !
n=1 n=1 n=2 n=1 n=1

soit

f(@) — a1 =22f'(z) + 32°f'(2) + f(x) — ao + 3z f(x)

Ainsi f est solution de I’équation différentielle suivante (ap = a1 = 1) :

(32 + 2z — 1)y/(z) + 3z + 1)y(z) =0
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4. le trinéme 322 4 2z — 1 se factorise en remarquant que —1 est racine
32 420 —1= @Bz —1)(z+1).
Comme (3X — 1, X + 1) est une base de R;[X],il existe deux réels a et b tels que

3X +1=a(3X — 1) +b(X +1)

3 b=3 1
soit{a+ ;d’oﬁazietb:g.Ainsisur]— [:

1
—a+b=1 3

Wl =

[T 3t+1 _In(1-3z)  3ln(z+1)
gD(I)*/O e —17" " 6 T 2
et comme f(0) =1:
fla)=e " = (1-3z) 6(1+2)"%.

1 . .
Le rayon de convergence est donc 3 puisque f ne peut pas étre prolongée par continuité en
1

3

Correction de I’Exercice 103
Retour a I’énoncé

. t . . . dX
1. Soit X = (m( )) Le systéme différentiel proposé équivaut & — = X’ = AX avec
Y

(t) dt
2 -1
A=
4 -3
Etudions la matrice A : son polynéme caractéristique est
=72 oo ta=sPhr—2=(s—1)(s+2)
XaWI=1 4 543/~ N N '

Cette matrice a donc deux valeurs propres 1 et 2. Le systéme AU = U avec U = (u1>
uz2

. . 1
équivaut & u; = wueg; un vecteur propre associé a 1 est donc <1 .

1
Le systéme AU = —2U équivaut & 4u; = uz; un vecteur propre associé a 1 est donc (4)

X est solution du systéme différentiel proposé si et seulement si :

E(Of,ﬁ) € R2, VtX(t) = aet (1) +5672t (i)

ce qui équivaut a existence de (a, 3) tels que :

z(t) = e’ + Be™?
y(t) = et +4B8e72
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1 1 -1
dX

2. Soit A= |1 —1 1 |.Le systéme différentiel proposé équivaut a v X' = AX

1 1 -1

(t)
avec X (t) = | y(t)

2(t)
Comme la somme des éléments de chaque ligne est égal & s = 1, on déduit que,siU = | 1 |,
AU = sU = U. U est donc vecteur propre associé a 1.

0

La deuxiéme colonne et la troisiéme sont opposées donc V = | 1 | est vecteur propre associé

a la valeur propre nulle.

Le polynoéme caractéristique de A de degré 3 a déja deux racines réelles : il est donc scindé
dans R. Il reste a trouver la troisiéme valeur propre s3 et un vecteur propre associé : la trace
de A est la somme des valeurs propres; ainsi s3 + 1 = —1. La derniére valeur propre est —2.
W (non nul) est vecteur propre associé si et seulement si AW + 2W = 0 soit

3wi + w2 — w3z =0
w1 + w2 +ws =0

(la troisiéme ligne n’a pas besoin d’étre écrite car elle est combinaison linéaire des deux
premiéres). Ainsi wy = —2w; (par somme des équations) puis ws = wy (par différence).
1
Le vecteur W = | —2 | convient. On obtient donc ’ensemble des solutions directement
1
par le cours puisque A est diagonalisable. (x,y, z) est solution si et seulement si il existe
(\, i, v) € R? tels que :

x
y | =AU+ pe'v +ve ?w
z
soit
z(t) = A+ve
VteR, Sy(t)= \—2we 2 + pet
2(t) = A+ve ? 4+ pe!

3. On commence par essayer de réduire la matrice A. Son polynéme caractéristique est :
1-x -1 1
xa(A)=—1] 2 = 1
1 -1 2-A
Par transformations élémentaires Cs <— C'3 + C5 puis L2 <— L2 — L3 aprés mise en facteur
de 1 — X en colonne 3, on obtient :

1-x -1 0 1I-x -1 0
xal)=—=] 2 X 1-XA=A-1] 1 —A+1 0
1 -1 1-2X 1 -1 1
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et finalement : y4(A) = (A—1) (1 = A)® + 1) (A—1)(A—1—1i)(A—1+1i); A est diagonalisable
dans M3(C) avec comme valeurs propres s1 = 1, s2 = 144 et 353 = 1 —¢. On commence par
chercher les solutions complexes du systéme différentiel proposé.

0
Un vecteur propre Vi associé & sy est Vi = | 1

1

v L Cl-tu—v+w=0 o
Vo = | v | est vecteur propre associé & s si . Par différence des
w 2u—(1+i)v+w=0

2 équations , on obtient —(i + 2)u + iv = 0 soit v = (1 — 2i)u et par report dans la premiére

1
équation w = (1 — ¢)u. Un vecteur propre associé a sz est donc Vo = | 1 —2i | et A étant
1—14
1
réelle, un vecteur propre associé a 5z est donc Vo = | 1+ 2i |. Les solutions complexes sont
1414

donc de la forme X = ae'Vi + ue ™V, + ve "V, avec (o, pu,v) € C3. X est a valeurs
réelles si et seulement si X = X. Les trois solutions ¢ — e'Vq, t — eI, et t — DY,
formant une base de l'’ensemble des solutions, cela impose a € R et v = . En posant
24 = B + iy, on obtient les solutions réelles sous la forme

0 Re (B +iv)e’”
Xt)=cae" | 1|+ | Re((B+ iv)e’ (1 — 20))
1 Re((6 +iv)e™ (1 —1))

Ainsi, X est solution si et seulement si il existe (o, 8,7) € R? tel que :

B cos(t) — vsin(t)
X(t) = €' | a+ B(cos(t) + 2sin(t)) + v(2 cos(t) — sin(t))
a + B(cos(t) + sin(t)) + vy(cos(t) — sin(t))

x
/
4. Soit X = | Y |. Par le théoréme de Cauchy-Schwarz, X est la solution de X' = AX
x
)
00 3 -5 0
avec A = 00— -l vérifiant X (0) = !
1 0 0 0 1
01 0 0 0

On commence par essayer de réduire la matrice A. Son polynéme caractéristique est :

Par transformations élémentaires L1 «— L1 + sLs puis Lo <— Lo + sL4 ,et développement
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suivant la premiére colonne deux fois on obtient :

0 0 3—42 -5
N J o 3-82 -5 )
T L e e P ORI B B 5
XA = o —s U I U e
0 1 0 —s

soit
xa(s)=(s°=3)(s>+1)—5=5"—2"—8=(5>=)" =9 = (s> +2)(s* — 4) .

Les valeurs propres complexes de A sont donc +1/2i et +2.

U1
. u2 Lo
Soit s une valeur propre de A. Un vecteur propre U = vérifie AU = sU ; les deux
us
Uq
derniéres lignes de ce systéme donnent alors w1 = susz et uz = sus. Pour connaitre les

vecteurs propres associés & s, il suffit alors de trouver le lien entre us et us par I'une des
deux premiéres lignes de AU = sU.

w1 = 2eus3 —10
2
s = 2e. U vérifie donc ¢ us = 2cuy . Le vecteur U; = 5 est vecteur propre
4U3 = 3’LL3 — 51,L4 1
10
s -2 s
associé a 2 et Uy = 5 est vecteur propre associé a —2.
1
Uy = ’L'Eﬂu:g ﬁl
%
s = e\/2i. U vérifie donc { us = iev/2u4 . Le vecteur Us = 1 " | est vecteur propre
—2us3 = 3us — duy 1
—V/2i
assoclé a \/§z et Uy = 1 est vecteur propre associé a f\/iz.
1

Ainsi il existe des complexes (a, 3,7, 9) tel que
VteR, X(t) = e’ U + 5672tU2 + WeﬁitUg + 567‘/§itU4

Remarque : (o, f,7,6) sont les coordonnées de X(0) dans la base de C* constituée de
(U1,Us2,Us,Us). En exprimant X (0) on a alors :

—10(a — B) + V2i(y —8) =0
2(a—B)+V2i(y - ) =1
—5(a+B)+(y+0) =1
(a+B8)+(v+06)=0
a—pB=——

1
soit par les deux premiéres équations lgz et par les deux derniéres

5=
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1
atf=-2 1 1 < 1 2

1 6 On obtient alors a = —=, f=——,y=0 = — — 5\[1'. Ainsi :
Sy =1 8 24 12 24

6

5e?t  pe~ 2 1 5ivV2, s 5% e cos(v/2t)  Hsin(v/2t)

— 2 v (13 _ =

W="g+5 + §R€((12 21 )¢ ) s Pt T 12

et e 1 5V2, s et e cos(v/2t)  5sin(v/2t)
)= —— — 2 — - )= —
y(®) 8 21 §Re((u 21 )¢ ) 8 u Tt

5. On commence par exprimer z” et ¢y’ en fonction de z,y,2" et y'. Par différence des

équations , on a directement :

'’ =22" — 2w+ —2y

puis par report :

y”:me'erfy'er.

Deux méthodes sont alors possibles :

On remarque que 2" + 4y’ = —x — y donc z = z + y est solution de 2"’ + z = 0. Aussi
il existe (o, B) € R? tel que

z:t+— acos(t) + Bsin(t) .

En remplacgant alors y par z — 2 dans ’expression de 2, on obtient que z est solution
de ’équation linéaire & coefficients constants :

2" —2z" + 2+ 1" — 22 =2/ (t) — 22(t) = (—2a + B) cos(t) — (28 + ) sin(t)

soit :

(E) z" —2=(-2a+ B)cos(t) — (28 + a)sin(t)
d’équation caractéristique associée s> —s = 0 (de racines 0 et 1). Aussi, 'équation
homogéne associée a pour solution ¢ — v + de’ avec (v,d) € R2.
Si f est solution de ”/ — 2’ = ¢, on alors sa partie réelle solution de 2/ — ' = cos(t)
et sa partie imaginaire solution de x/ — z’ = sin(t).
Cherchons une solution particuliére de z”/ —2’ = e'*. i n’étant pas racine de s> —s = 0,
une solution particuliére est de la forme ¢ — Ae’ avec A complexe. On obtient alors
par report :

(—1—DA=1= A= —

Une solution particuliére de z”/ — 2’ = cos(t) est donc = — Re ((f% + %)e“)
~cos(t) +sin(?)

et une solution particuliere de z” — z’' = sin(t) est

cos(t) — sin(t)
—
Par principe de superposition, une solution particuliére de (F) est :

soit x —

N
z— 3m <(—§ + %)e”) soit x

zo(t) = % ( — (=20 + B)(cos(t) + sin(t)) — (28 + a)(cos(t) — sin(t)))
soit
(a —3B) cos(t) + (3a + B) sin(t)
2

wo(t) =
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Comme y(t) = z(t) — z(t) = acos(t) + Bsin(t) — z(¢), on obtient ainsi que (z,y) est
solution si et seulement si il existe (c, 3,7, ) € R* tels que :

z(t) = a _235 cos(t) + Sa+p sin(t) + v + de
y(t) = a +23ﬁ cos(t) + 73%% sin(t) — v — de .

2 1 -2 -2
-2 -1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0
On commence par essayer de réduire la matrice A. Son polynéme caractéristique est :

a:/
!
e Soit X = [ ¥ |. X est solution de X’ = AX avec A =
x
Y

2-s 1 -2 -2
2 1-s 1 1

xals)=| 0 -s
0 1 0 -s

On calcule ce déterminant (les opérations élémentaires effectuées sont précisées :

2—s 1 -2 0 2—35 1 -2 0

(s) -2 —-1-s 1 0 -2 —-1-s 1 0

S = = =
XA cieGimes | 1 0 —s 5| LeciitLs| 1 1 -5 0

0 1 0 -—s 0 1 0 -s
puis par développement ligne 4 :
2—s 1 -2 1—s5 1 -2 1—s
xa(s)=—s| -2 —-1-s 1 cies o, 85—l —l-s b
«—C1— —
1 1 s 0 1 s

et par développement colonne 1 :
xa(s) = —s(1—s)(s>+1).

Cherchons dans un premier temps les solutions complexes puisque A est diagonalisable
dans C[X].Les valeurs propres de A sont +i, 0 et 1.

0
A la valeur propre 0 est associé le vecteur Us = 1 (puisque C5 = Cl4).
-1
U1
Un vecteur propre % | associé & la valeur propre s4 = 1 vérifie us = u1, us = u2
us
Ug
1
et 2uy + us — 2u1 — 2uo = uy soit u; = —wus. Le vecteur Uy = _1 convient.
-1
u1
U

Un vecteur propre associé a la valeur propre s; = i vérifie, par les deux derniéres
U

U4q
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lignes du systéme AX = iX, jug = u1 (S0it uz = —iu1)et iua = uz (soit ua = —iuz);
En reportant dans la premiére ligne on a alors 2u; + uz + 2iur + 2ius = iu1 soit
1+2i
9
(24+7)u1r = —(1+ 24)uz. Le vecteur Uy = 9 ,Z convient. A la valeur propre —i
—1
—1+ 2
est associé U; = Us. Les solutions complexes sont donc donnés par les solutions de la
forme
Xt AUy + pe Uy + yUs + 8e' Uy
avec (A, p,7,0) € C* X est une solution réelle si et seulement si X = X.

(U1, Uz, Us, Uy) formant une base de C* cela impose u = X et (v,6) € R?. Posons
2)\ = a1 +if32 avec (a, ) € R?. On obtient alors :
z(t) =Re((on +iB1)(2 —i)e") + v+ be*
y(t) = Re((o1 +iB1)(—1+ 2i)e™") — v — be*
soit
z(t) = (2a1 + Bi1)cos(t) + (a1 — 261) sin(t) + v + e
y(t) = (—a1 —2pB1)cos(t) + (—2a1 + B1)sin(t) — v — det

On peut vérifier que les deux solutions coincident. En calculant dans la seconde méthode
2(t) = x(t) + y(t) = (ar — B1) cos(t) — (en + 1) sin(t)

posons a = a1 — 1 et B = —(a1 + B1). Alors

a— 303
2

3a+
2

=2a1 + p1 et

=a1— 20

On retrouve bien les mémes valeurs pour z et donc pour y = z — x.

Correction de I’Exercice 104
Retour & I’énoncé
Comme X'(t) = Ae* X1 + pet X2, on obtient en écrivant X' — AX =0 :

Vi€ R, M (AX1 — AX)) + e (X2 — AX2) =0
En évaluant en 0, on obtient alors :
(1) AX1 — AX1 = —(uX2 — AX>)
puis en évaluant en 1, compte-tenu de ce qui précéde :
(2) (e* —e")(AX1 — AX1) =0

Comme X # p, e* — et # 0 aussi AX; — AX; = Oet X2 — AX> = 0. X; et X5 sont des
vecteurs propres de A respectivement associés a A et p. t — e’ X et t — e** X, sont donc
solutions du systéme différentiel proposé.

O
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Correction de I’Exercice 105
Retour a ’énoncé
On remarque que le systéme proposé équivaut par somme et différence des équations & :

(@+y) )= {E+1)(z+y)E) +€t+§

_t2
(z—y)(t) =1 -t)(z—y)(t)+e 2

z 4 y est donc solution de ’équation différentielle linéaire :

/ o

Zt)—(t+1z({)=€e"7 .

Les solutions de I’ équation homogéne associée sont les fonctions définies sur R de la forme
2
t— Ae'TT avec A € R. En utilisant la méthode de variation de la constante, cherchons z sous
2
la forme ¢ — u(t)et'*'t7 avec u fonction inconnue. L’équation en z devient aprés simplification
2
par ety #0
u'(t) =1

Ainsi, il existe un réel a tel que :
2
(1) VtER, a(t) +y(t) = (t+ )t .

De méme, x — y est solution de I’équation différentielle linéaire :
S = (1—t)a(t) = 7
Les solutions de I’ équation homogéne associée sont les fonctions définies sur R de la forme
t — /\et_é avec A € R. En utilisant la méthode de variation de la constante, cherchons
z sous la forme t — u(t)et_% avec u fonction inconnue. L’équation en z devient apreés
simplification par et_é #0
u(t) =1

Ainsi, il existe un réel 3 tel que :

2

(2) VtER, a(t) +y(t) = (t+ B~ 7 .

Par différence et somme des résultats obtenus en (1) et (2), on a alors que (z,y) est solution
du systéme différentiel proposé si et seulement si il existe un couple de réels (a, b) (en posant
a = 2a et B = 2b) tels que pour tout réel ¢ :

2

2
z(t) =te'cosh(L) + ae't'T 4 bel™

% p
2 .
z(t) =tet sinh(% B

2 _2
)+ aett T — bet

Correction de I’Exercice 106
Retour a ’énoncé

1. De la premiére équation, on tire

y(t) = (t° + 1)z’ (t) — ta(t) — 26> + 1
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et en dérivant :
y' (1) = (4 D)2’ (t) + tz' (t) — z(t) — 4¢

puis en reportant dans la seconde :
E+1)%" )+ (P + Dt + (+ D)) 2’ () + (= +1) = 1— %) 2(t) = u(t)
avec u(t) = 4t(t* 4+ 1) — t(1 — 2t?) 4 3t = 6t(1 + t?). soit en divisant par t> +1 # 0 :
(B) (£ + 12" (t) + 2ta’ (t) — 2x(t) = 6t

Lz systéme initial équivaut donc a (F) et y(t) = (t* + 1)z’ (t) — tz(t) — 26> + 1.
2. Commencons par chercher les solutions de ’équation différentielle précédente dévelop-
pables en série entiére. Supposons qu’il existe R > 0 tel que pour tout réel ¢ tel que [t| < R,

Z ant™. Par théoréme, z est indéfiniment dérivable sur | — R, R[ et ses dérivées

successwes s’obtiennent par dérivation terme & terme. Ainsi :

+oo

t*z"(t) = Z n(n — 1)ant"
n=0
+oo

2"(t) = (n+2)(n+ aniat”

n=0

+
’ _ = n
ta'(t) = nant

“+oo

z(t) = Z ant™
n=0
“+oo

(2 + 1)2" (t) + 2ta’ (t) — 2x(t) = Z (n+2)(n+ 1ans2 + (n®+n— 2)an)t"

n=0

Par unicité du développement en série entiére, x est solution si et seulement si :
Vn#1,(n+2)(n+ Dany2 + (0> +n—2)a, =0 et 6az =6

Comme n?> +n —2 = (n — 1)(n 4+ 2), a1 est quelconque (il n’intervient dans aucune de ces
relations) et :

Vn#1, (n+ 1)any2 = —(n — 1)an
Ainsi si b, = (n — 1)an, on obtient que pour n # 1, bpy2 = —b, On remarque que les suites
(b2p)p et (bapt1)p>1 sont des suites géomeétriques de raison —1, on obtient alors

Vp €N, (2p — Dazy = (—=1)"(~ao0) = (=1)"ao et Vp > 2, 2pazp41 = (~1)""'2as

On a alors :
z(t) = aoxo (t) + ait + z3(t)

0 (,1)p+1t2p oo p 1,2p+1

avec xo(t) = et ; Il reste a vérifier que le rayon de
o(t) pgo py— 3( ; q ¥
convergence de cette série est non nul
p 1t2p 1
En écrivant zo(t) = 1+ tz 2 [ on reconnait le développement en série entiére
p —
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de Arctan : xo est donc défini sur | — 1,1[ et coincide sur cet intervalle avec z2 : t +—
1+t Arctan(t). De méme,par les développements usuels, la série définissant x3 est convergente
sur | — 1,1[ et coincide sur cet intervalle avec x4 : ¢ — ¢tIn(1 + x?). On a donc vérifié que
x est une solution développable en série entiére sur | — 1,1[ si et seulement si elle est de la
forme précédente.

On vérifie que ces solutions s’étendent & R : z2 est solution sur R tout entier de l’équ2ation
homogene associée & (F) car z5(t) = ﬁ + Arctan(t) et x5 (t) = 2 2+1 - 2(1 th)Q.
L’application ¢ — t est une seconde solution de I’équation homogéne associée a (F). La

solution générale sur R de ’équation homogeéne associée a (F) est donc t — agz2(t) + ait
avec (a1, a0) € R%

: : oo : . 2t*
On vérifie que x4 est une solution particuliére sur R tout entier puisque mﬁl(t) = 211 +
4t 2t
In(1 4 ?) et 4 (t) = T+ + e ” est donc de la forme

z(t) = ao (1 + t Arctan(t)) + art + tIn(1 + £°)

avec (ao,a1) € R%
3. On trouve alors y par y(t) = (t* + 1)2'(t) — tx(t) — 2¢> + 1 . Par les calculs précédents de
x5(t) et x4 (t) ,on a successivement :

(t* + 1)ah(t) — taa(t) =t + (t° + 1) Arctan(t) — t — t* Arctan(t) = Arctan(t)

(2 + 1)z (t) — tea(t) = 26° + (2 + 1 — £*) In(1 + °) = 2t° + In(1 + £°)
soit finalement
y(t) = ao Arctan(t) + a1 + In(1 +¢%) + 1.

Correction de I’Exercice 107

Retour a ’énoncé

1. Posons g = f’ + af. La résolution de ’équation différentielle f' + af = g équivaut a
e* (f'(z) + af(x)) = e**g(x) puisque z — €** ne s’annule jamais.

On a ainsi . (e f(z)) = e g(x) ; soit :

flx) = e_ax/ e g(t)dt + Xe™ "
0

z .

avec A € C. Soit « la partie réelle de a. Comme |e**| = e

(#) 1/(@)] < e 7|\ 4 e / " et gt

g est de limite nulle en +00. Aussi comme a > 0
ae
2

Sur [0, A], g est continue donc bornée ; soit M un majorant de g sur [0, A], ce qui permet la

Ve>0,dA>0,t > A= |g(t)]| <

majoration suivante :

A
/ gt < 2L (et 1) = by
0
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et pour x > A :

’ a(t € ax aA € az
e“g(t)|dt < = (e —e ) < -e
/, 2 2

En reportant ces majorations dans (x), on obtient que pour = > A :

|f(2)] < e "(Mi+ |A]) + g :

Comme « > 0, le premier terme est de limite nulle en +o00. Aussi il existe B > 0 tel que :
©>B=e (M + |\ < %

Pour z > maxz(A, B), |f(z)| < € ce qui prouve que f est de limite nulle en +o0.
2. Posons de nouveau g = f’ + af avec a complexe. Pour tout complexe b, g’ + bg =
f"+(a+b)f' +abg. Ainsi g’ +bg = f"+ f'+ fsiab=1et a+b = 1. a et b sont les solutions
de t? —t +1 = 0 soit % + z? Posons a = €™/ et b = e /3. Par la question 1, comme
g + bg est de limite nulle en +oo avec b de partie réelle strictement positive, g = f' + af
lest aussi; f + af (avec Re(a) = % > 0) est de limite nulle en 400 et donc lig}f =0.

O

Correction de I’Exercice 108
Retour a I’énoncé

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. L’équation
caractéristique associée est s> —2s+1 de racine double 1. Les solutions de 1'équation homogéne
associée sont donc z +— &ax—l—b)e”. Il reste a chercher une solution particuliére de (E) :y" (z) —
2y’ (z) + y(x) = %ez + 5671 — a2

Soit (E1) :y"(z) — 2¢'(z) + y(z) = ze”. En multipliant par e~ *, on a alors :

% (e "y(z)) =

3

soit y1(x) = %e’”.

@‘Hw N8

Une solution particuliére est donnée par e “yi(z) =
Soit (E2) :y"(z) — 2y'(z) + y(z) = ze®. On peut chercher une solution particuliére sous la
forme ys : © — (cx 4+ d)e™® puisque —1 n’est pas racine de I’équation caractéristique. On
obtient :

e " (=2c+ecx+d—2(c—cr—d)+cx+d)=ze " = 4dex+4d—4dc==x

1 1
soit c=d = 1 et yo(z) = %e_’”.

Soit (E1) (%) — 2y/(x) + y(x) = x*. On peut chercher une solution particuliére sous la
forme y3 : x — cx® + dx + f puisque 0 n’est pas racine de I'équation caractéristique. On
obtient :
c =1
2c—22cx +d)+ca’ +de+ f =2 = {d—4c =0
f+2c—2d =0

soit y3(z) = x> + 42 +6
Par principe de superposition, une solution particuliére de (E) est % + yg —ys3. Les solutions
générales de (F) sont donc :

3
z 1
x»—>(%+am—|—b)e +:v+

e —2>—4x—6.
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2. Procédons par analyse -synthése. Supposons y solution de (E). Comme toute solution

y vérifie (E) y'(z) = we~

indéfiniment dérivables. En dérivant I’équation proposée, on a alors :
y'(@) =y (-a) = (1 —z)e”

mais en évaluant 1’équation (E) en —z, on obtient :

* — y(—x), y' est de méme classe que y. Les solutions sont donc

y'(—z) +y(a) = —ze”
aussi, par somme, toute solution de I’équation initiale vérifie
(E") y"(z) +y(z) = (1 —z)e " —ze”

équation linéaire du second ordre a coefficients constants d’équation caractéristique s +1 =
0. La solution générale de I’équation homogéne associée a (E’) est donc x — acos(z) +
bsin(z).

Une solution particuliére de y”(z) + y(z) = (1 — z)e”* peut étre cherchée sous la forme
y1: ¢ — (ax + B)e”" puisque —1 n’est pas solution de s> + 1 = 0. On obtient alors aprés
simplification par e™“ :

2a =-1

28—2a =1

(aw+5—2a)+aw+ﬂ:1—x:>{

soit y1(x) = —g.

Une solution particuliére de y”(z) + y(x) = we® peut étre cherchée sous la forme ys : z
(ax + B)e” puisque 1 n’est pas solution de s* + 1 = 0. On obtient alors aprés simplification

par e* :
2a =1
(ax +p+2a) +ax+ =2 =
28422 =0
soit y2(x) = xT—l
, -1 .
Les solutions de (E’) sont les fonctions y : z — acos(x) + bsin(x) — ge’l i 3 ‘
Les solutions de (E) sont solutions de (E’). Cherchons parmi elles celles qui vérifient (E).
. . z _, x—1 .
Siy:x+— acos(z)+ bsin(z) — 5¢ -5 ¢, oma alors :
-1 _, -
y'(z) = —asin(z) + beos(z) + T e Zew
y(—z) = acos(z)— bsin(x) + gez +Z ;r L=

soit
y' () + y(—z) = (b — a)(cos(x) — sin(z)) + ze™"
Les solutions de (E) sont celles pour lesquelles a = b soit

x + a(cos(z) + sin(z)) — geﬂ” - xT_lez .

3. u réalise une bijection de R sur R™* et Y(X) = y(In(X)) donc Y est de méme classe que y
car In est indéfiniment dérivable sur R**. De plus, on obtient par dérivation 3 (x) = e“Y”’(e%)
et ¥’ (x) = >*Y"(e”) + °Y'(e¥). L’équation proposée devient donc :

Vr €R, e¥Y" (") — ¥V () = €**
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et aprés simplification par €** : Vo € R, Y () — Y (e%) = %

Ainsi pour tout X > 0 Y”(X) — Y(X) = X. Une solution particuliére est X — —X et la
solution générale de Péquation homogene associée X — ae™ +be™X. En utilisant la bijection
u , on obtient ainsi que :

Vz € R, y(z) = —e” + ae® +be
avec a et b réels.
4. y: x +— x% est solution de (Eo), x(z + 1)y"(z) — y'(x) — 2y(x) = 0, si et seulement si :
Ve >0, (ala—1)(z+1)—a—2z)z* "' =0

1l faut et il suffit que ala — 1) = 2 et ol — 1 — 1) = 0 soit @ = 2. yo : & + 2 est donc

une solution particuliére de ’équation homogéne associée ne s’annulant pas sur I = R™*. On

pose alors y(z) = z?u(x) avec u de classe C* sur I. y est solution de (F) si et seulement si

u vérifie pour tout x > 0 :
z(z +1) (2u(z) + 4o/ (z) + xzu//(a:)) — (2zu(z) + xQUI(m)) — 2’u(zx) = 32°
soit aprés simplification par =2 :
z(z+ Du”(z) + (42 + 3)u'(z) = 3
équation linéaire (E’) du premier ordre en v’ = v donnée par
z(z + 1) (z) + (4= + 3)v(z) = 3.

Pour la solution générale de ’équation homogéne associée, cherchons ® une primitive de

4
x _m(fsij;?l)) =2 741 soit ®(z) = —31In(z) — In(z + 1). Les solutions générales de
I’équation homogene associée a (E') sont donc = m Par la méthode de variation
A(x)

de la constante, en cherchant une solution sous la forme v(z) = — (
x

Tl)’ on obtient

soit comme solution particuliére A(z) = 2®. Les solution de (E’) sont donc :

o " 1
(z4+1) z+1

v(z) =

. . . 1 .
avec « réel. Pour intégrer la fraction rationnelle ——— il faut la décomposer. Or
z3(x +1)
3
xXr +1 2
=z — 1
P x T+
aussi en divisant par x> :
L.t 111
z+1 23(x+1) =z 22 23

soit
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On obtient donc :

T 1 1
et les solutions de (E) sont les fonctions définies sur RT* pour lesquelles il existe (o, ) € R?
tels que
. . T 1 1 2
y(a:)—(u(az)—ln(m+1)+a(ln<x+1>+x 2x2)+ﬂ)m .

5. Supposons y solution polynomiale de degré n de coefficient dominant a.

(x? + 3)y"(z) + 29/ (z) — y(z) est de degré au plus n et le coefficient de z™ vaut
an (n(n—1)+n—1) = (n* — Dan.

Si y est constant, y = —1; on vient d’obtenir une solution particuliére de (F). Si n > 1,le
coefficient de =" doit s’annuler donc n = 1; zy'(z) — y(z) = 1 et y(z) = az — 1.

Une solution de ’équation homogéne (Ep) associée & (E) est « — z. Pour toute solution y
de (Eop), posons y(x) = zu(x). y solution de (Ey) équivaut alors a u solution de :

(z® +3) (zu(z) + 20/ (2)) + 2z (v (z) + u(z)) — zu(z) =0
soit u’ solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre :
(E")  (2® +3)av'(2) + (2(2® +3) + 2*) v(z) = 0.

(
2(a® +3)+2° 2
x

2 2
Comme W = :ﬁij-?;’ une primitive de x — % ur R est
1 2
¢:x»—>21n(:c)+n(%+3),
. ’ . @) = A :
Les solutions de (E’) sont donc vy : © +— Ae = ———.0mn aalors :

22?2 + 3

v dt
u(z) = A —_—
@) /1 212 + 3 a

Les solutions générales de (F) sur R™* sont donc :

v dt
avec (\, p1) € R%.

2y’ ..
= w Aussi si

6. Sur I = R™™, toute solution de (E) vérifie y”(z) f est de classe

C" (avec n > 2) sur I, le numérateur est de classe C" ! ainsi que le dénominateur, donc y”
est de classe C"! soit y de classe C""'. Comme y est de classe C2, par récurrence, elle est
indéfiniment dérivable. En dérivant deux fois (F), on obtient alors :

vy (@) + 2y () — 29 (@) — 29/ (2) — 2y (2) = 0
soit en tenant compte de I’équation initiale
2y (z) — 2y (@) = 2/ (z) = 2y () — wy(2)
et aprés simplification par x non nul sur [ :

y (@) —y' (@) = —y"(2) — y(@) .
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z =y" — y est donc solution de 2" — z = 0 soit
y" () —y(z) = ae” +be” "

avec (a,b) réels. On a ainsi trouvé une condition nécessaire sur y. Il faut maintenant chercher
parmi ces solutions celles qui conviennent. En reportant dans (E) I’équation initiale, on a
alors :
’ a g b .
y(z) = Pl + e

ce qui donne en posant o = % et B = g,y(x) = ae®(x — 1)+ Be (1 —z) + v et en
reportant dans (E) on obtient v = 0. Les solutions de (E) sont donc les fonctions z —=
ae®(z — 1) — Be™7(1 — x) avec (a,b) € R%

O
Correction de I’Exercice 109
Retour a ’énoncé
f @~ sin (zarcsin ) est indéfiniment dérivable ; par calculs usuels
() cos (zarcsin x) ¢ () sin (zarcsin ) L@ cos (3arcsin )
r)=——-= ) = —
3VI—22 9(1 — x2) 1—22 3y1—22
soit
9(1 —2*)f"(z) = —f(x) + 9z f'(x)
Par le théoréme de Cauchy, f est donc la solution de ’équation différentielle
9(1 — :U2)y” — 92y’ +y=0
1
sur Uintervalle | — 1,1[ (ot 1 — 2? ne s’annule pas) vérifiant f(0) = 0 et f'(0) = 3
“+oo
Supposons f développable en série entiére f(z) = Z anz" de rayon de convergence R > 0.

n=0

+ oo
4 N P . L . . 1
Par théoréme de dérivation des séries entiéres, f'(x) = E nanx"” " et
n=1

“+oo +oo
f(x) = Z n(n —1anz" > = Z(n +2)(n+ 1ant2z"
n=2 n=0

En reportant dans ’équation différentielle on obtient alors :

oo
Z 9(n+2)(n+ Dant2 — In(n — a, — Inan, +an)z™ =0
n=0

et par unicité du développement en série entiére :
Vn €N, 9(n+2)(n + ani2 = (9n° + an

1 . . o
avec ap = f(0) = 0 et a1 = f'(0) = =. Par récurrence immédiate, tous les termes d’indice
pair sont nuls, ce qui était prévisible puisque f est impaire. Les termes impairs sont définis

par a1 = 3 et la relation de récurrence :

36p? — 36p + 10 _ 18p* —18p+5
18p(2p + 1) 9p(2p + 1)

azp+1 = az2p—1 == azp—1 .
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a1 étant non nul, il en est de méme de tous les termes d’indice impair. De plus si x est non

2p+1
2p+1T Pt

nul a pour limite 27 ; aussi, par le critére de d’Alembert, si |z| < 1, la série

(l2p71$2p_ 1

S agpr12°PT! converge et si |z| > 1, elle diverge. La série 3 agpi1

convergence égal & 1. Sa somme est la solution de I’équation différentielle vérifiant y(0) = 0
/ Lo

et y'(0) = 3¢ est donc f.

Il reste & écrire asp41 en fonction de a; :

2r+1 3 donc un rayon de

1 & 18k2 — 18k +5

= al
]
9pp! Pt 2k +1

az2p+1 =

D’ou

oo

oz 18k* — 18k + 15 e
3 Z 2p+1p| H 2k + 1 :

Correction de ’Exercice 110
Retour a ’énoncé
1. Cherchons les solutions de (E) développables en série entiére sous la forme y(z) =
+oo
Zanx" de rayon de convergence R > 0. Par théoréme,y est indéfiniment dérivable et
n=0
ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme & terme :

+oo

zy’ (z) = Z(n + Dnantrz”
n=0
—+oo
V(@) = 30+ Dares”

n=0

+oo
zy' +2y —xy=a1 + Z ((n+1)(n+2)ant1 —an—1)z"

n=1

Par unicité du développement en série entiére, a; =0 et Vn > 1, (n+1)(n+ 2)an+1 = Gn-1.

Tous les termes impairs sont donc nuls et pour (2p + 1)2pasp = agp—2 soit par ré-
currence immeédiate ou report de termes az, = (QT Ainsi y(z) = aoyo(x) avec
p
o0 xzp
yo(z) = Z ﬁ développement en série entiére de rayon infini dans lequel on reconnait
2 p+ 1)
sinh(z) ) S L ) -
yo(z) = —— (prolongée par continuité en 0). Cette fonction étant développable en série
x

entiére sur R, elle y est indéfiniment dérivable. sinh ne s’annule qu’en 0 et yo(0) = 1 donc yo
ne s’annule pas sur R.

2.
a. Comme y = uyo, ¥ = u'yo + uy, et vy’ = u”yo + 2u'yl + uyy . ainsi
zy” (x)42y (x) —zy(x) = u” (z)zyo(z)+2u () (zyo () + yo(x)) +u(z) (zyo (z) + 2y0(x) — zyo(x))

=0
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Comme xyo(z) = sinh(x), xys(z) + yo(x) = cosh(z), u’ vérifie 'équation différentielle :
(E') sinh(z)v'(z) 4 2 cosh(z)v(z) =0

b. Résolvons (E’) sur R intervalle ot sinh ne s’annule pas. Une primitive de = —

2 cosh(x) . —91n | sinh A
— 2 gtant  — —2In([sinh(z)|), v(z) = e 2RIsmhel — 2 avec A € Ret en
e (Isinh(@))), v(x) e
. —A cosh . h
intégrant u(z) = %(x()x) + p. En changeant A en —\, on obtient y(z) = )\%(I) +
sinh(z)
T
3. Une solution sur R vérifie ce qui précéde sur RT™*. Comme elle est continue en 0, cela
inh
impose A = 0. Ainsi la restriction de y a [0, 400 est de la forme z — MM. Le méme
. . . . ,sinh(x)
raisonnement sur R™* donne que la restriction de y & | — o0, 0] est de la forme z +— p'———=.
x

La valeur en 0 est la méme par prolongement a droite ou a gauche donc p = . On retrouve
les solutions développables en série entiére de la premiére question. Elles sont de classe C2.
L’ensemble des solutions est engendré par yo : c’est un espace vectoriel de dimension 1 (ce
qui n’est pas en contradiction avec le cours puisque x — z s’annule sur R).

O

Correction de I’Exercice 111
Retour a ’énoncé
1.
a. Soit y fonction de classe C? solution de (E) sur R. En multipliant 1’équation par 2y’ ,
on obtient :

d , , a2
o (v +y%) = -2y (2)y(z)e

et par intégration, I’existence d’un réel K tel que pour tout x :

V@) @)+ [ wune d =K
0
avec K = y"2(0) + 42(0).

b. Or par intégration par parties :

x

/I 2y (t)y(t)e ™" dt = [yQ(t)e_tQ}: + 2/ v (tte " dt

0 0

x
2
On remarque alors que J = / yz(t)te*’5 dt > 0 pour tout x : on intégre une quantité

0
positive sur [0,z] lorsque = > 0 et lorsque z < 0, la quantité intégrée est négative mais
z 2 0 2
/ Y (e dt = —/ y*(t)te " dt. Aussi :
0 T

2

/ “ay (hy(t)e " dt = (@) — 4?(0) + T

0
avec J > 0, d’ou :

v (2) <y @) + 1+ e )P(@) < K — T +32(0) < y2(0) +24°(0) .

ce qui prouve que y est bornée.
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2. On a immédiatement yo(z) = sin(z — a), fonction strictement positive sur Ja,a + 7|
et vérifiant yo(a + 7) = 0 et yy(a + ) = —1. Soit y une solution de (E) sur R. Soit
W(z) = y(z)yh(x) — ' (x)yo(z) fonction de classe C' sur R et de dérivée :

W' (z) = y(@)yo (z) — y" (x)yo(x)

En utilisant les équations différentielles dont y ou yo est solution, on a alors :

W' (@) = —yo(x) (y(2) + ¥ (2)) = e yol(@)y(x)

Supposons que y ne s’annule pas sur I =]a,a + 7| : elle y garde un signe constant et quitte
a changer y en —y, on peut donc supposer y(xz) > 0 sur I. Par continuité en a et a + T,
y(a) > 0et yla+m) > 0. On a donc :

ce qui est absurde car W ne peut pas étre strictement croissante sur [a,a + 7| puisque
W(a) > 0> W(a+ m). On a ainsi prouvé par un raisonnement par ’absurde que y s’annule
au moins une fois sur I'intervalle Ja, a + 7[.

O

Correction de I’Exercice 112

Retour a ’énoncé

Soit N(t) = f(t*,cosh(t),e!). N(0) = f(0,1,1) = 0. Par la régle de la chaine, N est de
classe C! et pour tout t :

1y o OF 2 t . Of o t tOf 2 t
N'(t) =2t o (t°, cosh(t),e”) + Smht@y (t°,cosh(t),e”) +e 52 (t°, cosh(t),e")
af

et ainsi N'(0) = —=(0,1,1) = 3. Comme N(0) =0, N(t) 3, 3t

z —
Soit D(t) = f(t,cos(t),cosh(t)). D(0) = f(0,1,1) = 0. Par la régle de la chaine, D est de
classe C! et pour tout t :

Fi(t) = %(m cos(t), cosh(t)) + sin t%(t, cos(t), cosh(t)) + sinht%(t, cos(t), cosh(t))
et ainsi D’'(0) = ( ,1) = 1. Comme D(0) = 0, D(¢) b
. f ( ycosh(t),e’) _
Finalement : 11_1% 7(i, cos(t), cosh(1)) 3.

Correction de I’Exercice 113
Retour a I’énoncé

+oo
. " . . . 1
1. Soit ¢(t) = Z et Cette série entiére a pour rayon de convergence 1 puisque Z 2 est
n=1
une série de Riemann convergente et que pour ¢ > 1, le terme général ne tend pas vers 0. ¢
est normalement convergente sur I = [—1, 1] puisque sur cet intervalle |—2 < —. Comme
n n
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somme d’une série normalement convergente de fonctions continues, ¢ est définie et continue
sur [—1,1]. En dehors de I, ¢ n’est pas définie.
Comme [ est la composée de ¢ et de la fonction continue (z,y) — z + y, le domaine de
définition de f est

D= {(xvy)7|x+y‘ < 1} .

2. ¢ est de classe C' sur | — 1, 1] et la fonction (z,y) — x + v est de de classe C', aussi f est
de classe C' sur l'intérieur de D a savoir U = {(z,%), |z +y| < 1}. De plus :

) 0 : i "
r0) = g o) = e by = 3 O

3. ¢’ s’obtient par dérivation terme & terme donc

et comme ©(0) =0, ¢(t) = (1 —t)In(1 —¢) + ¢t d’ou pour (z,y) € D
fley) =1 -z—-y)h(l-z-y)+z+y

et pour (z,y) € U

of

p (z,y)

- Fww) = —ma-—z-).

Correction de I’Exercice 114
Retour a I’énoncé

1. Par les théorémes généraux, en dehors de la droite D d’équations y = z, f est de classe
ch.

Soit (a,a) un point de D et (x,y) de limite (a,a).

Par le théoréme des accroissements finis, si x # y, il existe z dans l'intervalle de bornes z et
y tels que p(z,y) = f'(2) et si z = y, 2 = x. Comme z tend vers a lorsque x et y tendent
vers a et que f’ est continue :

lim  o(z,y) = f'(a) = p(a,a) .

(z,9)—(a,a)
¢ est continue sur R
2. On a déja vu que ¢ est de classe C' en dehors de D et

dp _ - f@) -y —a)f' (=)
a0 ) = (z —y) '

Compte-tenu de la symétrie entre x et y

8—“0(93 - fl@) = fly) — (@ —y)f'y)
dy (x—y)? '
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Au point (a, a), étudions P'existence de dérivées partielles. Soit ¢1(t) = ¢(t,a) = W
si t # a . Par développement limité a 'ordre 2 dev f en a :=:
t—a
1(t) = f'(a) + ——f"(a) +o(t —a)
f"(a)
Comme ¢1(a) = f'(a), p1 est dérivable en a de dérivée 55 e qui prouve que ¢ admet
11
en (a,a) une dérivée partielle par rapport a x valant fT@. Par symétrie du probléme, ¢
1
admet aussi en (a,a) une dérivée partielle par rapport a y valant ! 2((1)'
11 reste a étudier la continuité de g—i en (a,a).
Si x # y, par la formule de Taylor avec reste intégral :
8@ 1 Y 1"
— = — -1 t)dt .
See) = o [ =01
y 2
On remarque que / (y —t)dt = M donc
8@ c')go 1 /y " "
= -z = _ —t t) — dt .
Se@y) = 52w = = [ w=0 ()~ 1)

f étant de classe C2, f” est continue. Aussi :
Ve>0,3a>0t—a|<a=|f"'(t) - f"(a)] < €.
Soit z et y tels que sup(|Jz — a|, |y — a]) < a.

. 0 "(x o 0 €
iz =y 52 = T et |00) - Pt < 5

Si z # vy, soit s = £1 du signe de y — x :

[ w-00"®-r"@) dt' <s [T=dlro-rwla.

Le segment de bornes x et y est inclus dans |a — o, a + «f, aussi, pour tout ¢ entre z et y,
ly —t| = s(y — t). On a alors :

1 Y " 7 13 2 ¥ 75
o [0 -r@yal < o [T na=.

(z -

On a ainsi prouvé que :

dp oJ0% €
Ve > 0, da > 0, tel —al, |y — <a= |7—(z,y) — 7—(a, < -
3 a el que sup(|z —al,|ly —a|) < « '&U (z,v) . (a,a)| < 2
. . 0 . . .
ce qui prouve la continuité de a—w sur R%. Par symétrie des expressions en et y, il en est
7
0 .
de méme de a—(p En conclusion, ¢ est de classe C' sur RZ.
Y

Correction de I’Exercice 115
Retour & I’énoncé

1. Le segment joignant (a,b) & (a + z,b+ y) est inclus dans D.
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Soit p(t) = f(a + tx,b + ty) définie sur [0,1]. f étant C', il en est de méme de ¢ et par la
régle de la chaine :

) = 22 of
<p(t)—mam(a—ktm,b—kty)—|—yay(a+tx,b+ty)

En appliquant le théoréme des accroissements finis & ¢ entre 0 et 1, on obtient I’existence
d’un réel ¢ €]0, 1] tel que :

fla+z,b+y) = f(a,b) = (1) = (0) = ¢'(1)
ce qui est exactement le résultat souhaité.
2. On déduit de la question précédente que :
a+aibt ) = 1) < lelsup | F o)+ s | 5L o)
et finalement :

(fata+5) = a0 < supllal o) (sup | (o) 4500 | F ()] ) < sl )
D €Z D Y

On obtient alors comme unt2 = f(Un,Un+1) €t Unt1 = f(un—1,un) que pour tout entier
naturel n > 1 :
() [un+2 — unta| < ksup(un — tn—1], [tn1 — un|) -

Posons a = sup(Ju1 — uol, |uz — u1|) et regardons les premiéres majorations obtenues :

lus — ua| < ksup(Jur — uol, jur — u2|) = ka < a

lua — ug| < ksup(Jue — u1|, |lus — uz|) < ka

lus — ua| < ksup(Jus — ual, |us — us|) < k%a
La puissance de k ne semble augmenter que tous les 2 pas. Montrons par récurrence que
pour n > 1, |up — un—1| < kPa ott p = |25 | autrement dit sin =2p+ 1 oun = 2p + 2.
Effectuons la récurrence sur p. Elle a été initialisée pour p = 0 ou p = 1. Supposons la vraie
au rang p. Soit n tel que p+ 1 = L"T_lj
Si n est impair n = 2p 4+ 3. On a alors :

|tn — p—1| < ksup(|uzpi1 — uzpl, [ugp+2 — uzpi1]) < kkPa = k" a
Si n est pair n = 2p + 4. On a alors comme kP* < kP :

a = kIH-l

[un — un—1] < ksup(|uzpt2 — uzpt1|; [uzp+s — uzp2|) < kE” a

La propriété est héréditaire sur p. On a ainsi vérifié que pour n > 1, |un — un—1| < kPa ou
-1
b= Lng J

Soit la série Z v, de terme général v, = k? avec p = |51]. Sa somme partielle V2, de
n>1
rang 2n vaut :

n—1
Vor =2 K
p=0

Comme k € [0, 1], Va2, est une suite convergente de limite

2
T Comme Vany1 = Van + k",
(Vant1)n est convergente et de méme limite que (Vay,). La série Y v, est convergente.
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Or pour n > 1, |tn — Un—1| < av,. La série )5 %n — un_1 est absolument convergente
donc convergente, ce qui prouve la convergence de la suite (up)n.

Comme u, €]0, 1], sa limite ¢ € [0,1]. ¢ n’est pas nécessairement dans D. On ne peut donc
pas parler de f(¢,¢).

Soit (uy,)» une suite définie par définie par (up,u}) € D et pour tout n, up, 1o = f(ul, uny1) -
On a alors
|tn o — Uni2| < ksup(|up, — unl, [un 41 — unial)

ce qui est la méme relation que (x) en remplacant la suite de terme général u, — un—1 par
celle de terme général u, — un.
Par les calculs faits précédemment, on a donc si p = |25

Van > 1, |up — up| < kP sup(Juo — ug|, |ur — ui|)

Lorsque n tend vers l'infini, il en est de méme de p donc (u, — u},), est de limite nulle. Les
deux suites ont donc méme limite; la limite ne dépend donc pas des valeurs initiales de la
suite.

O

Correction de I’Exercice 116
Retour & I’énoncé

1. f est définie sur R2. Etudions les courbes de niveau.
V(z,y) €R?, f(z,y) =0<=az+y+1=0.

Co est donc une droite.
Si z n’est pas nul

1
Y@,y) €R?, flay) =z =yt +1— (@ +y+1) =0.

)

2
avec p(z) = 71+ +——1
P = 2z2 T2
vide suivant le s1gne de p(z

Or :

Cette équation s’écrit :

- 3) C’est celle d'un cercle, d'un point ou du

p(z)>0<:>§€]—oo,—l—\/§[]—1+\[+oo[<:>z€] \ {0} .

V341 \/5—1

1 1
Dans ce cas, C, est un cercle centré en (2—, 2—) et de rayon \/p(z).
z 2z

-1 1-+3 1 V3+1

Si p(z) =0 ( donc z = = ou z = = ) C. est réduit au point

V3+1 2 V3—1 2
(L1

2222
Si p(z) < 0, C. est vide. Donc f ne prend ses valeurs que dans 'intervalle
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1
Pour z = 1, p(1) = 3 C1 est un cercle

1 2

centré en (5 5) de rayon 5 On re- J
marque que ce cercle passe par l’origine.
Pour z = —1, p(—1) < 0. C_; est donc

vide.

Co

2. D’aprés la question précédente, f ne prend donc que les valeurs de lintervalle

— V3 V341 V3+1
2

. Elle a donc comme maximum M =

atteint en un unique

2 2
V341 V3+1 - —V3+1 . . .
point ( YR 1 ) et un minimum m = — atteint en un unique point
(—\/§+1 —\/§+1)
4 ’ 4 ’
O

Correction de I’Exercice 117
Retour & I’énoncé

1. f est de classe C' sur R? avec g(a@y} =2rx+y—5et %(@y) =z — 2y. En un point

ox Oy
-, . . T =2y .
critique , ses deux dérivées partielles s’annulent donc .l n’y a qu’un point
20 +y—5=0

critique C' = (2,1).

2.
T est un triangles de sommet O = (0,0), A = (1,0)

et B = (0,1). T est borné car pour tout point

X

de T, sup(|z|,|y]) < 1. De plus, les ensembles
O o= {(a:,y),x > 0}: F = {(m,y),y > O} et
F; = {(z,y),1 —z —y > 0} sont fermés comme
images réciproques de R" par des fonctions conti-

nues. Leur intersection 7" est donc fermé.
f est continue sur le fermé borné T : elle y admet un maximum. Le point critique C' n’est

pas élément de intérieur de T' (en bleu sur la figure), aussi le maximum est atteint sur le
bord (en rouge sur la figure).
Sur le segment [OA], f(x,0) = 2% =5z = ¢(x). Comme ¢’ (z) < 0 sur [0, 1], f([OA]
Sur le segment [OB], f(0,y) = y*. Aussi comme y varie de 0 & 1, la f([OB]) = [~
Sur le coté AB, y=1—x et

) = [-4,0].

1,0].
f@l-—z)=z@+y)—(1—z)?-bx=—(1—-12)" -4z
Cette fonction reste strictement négative lorsque = € [0, 1]. Aussi le maximum de f sur T'

vaut 0 et est atteint en O.

3. g est définie continue, positive sur T et nulle sur le bord. Elle admet un minimum et
un maximum sur le fermé borné 7. Le minimum vaut 0 et est atteint sur tout le bord. Le
maximum est donc atteint & 'intérieur de 7.
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A Dintérieur de T, g est de classe C! : le maximum est atteint en un point critique. Or

dg x y(2 — 3z — 2y)
99 - M-z —y— =
8az(x’y) y( Ty 2\/1—x—y) 21—z —y
2 —2x —
et compte-tenu de la symétrie en (z,y), g—z(ac,y) = 36;177\/%35) . En un point intérieur

a T, x et y sont non nuls; aussi, en un point critique

2
2x+3y:3m+2y=5<=>:c=y:g.

Comme il n’y a qu’un point critique et que le maximum M est atteint en un point critique

Meo(22)o 4 _45
“I\5'5) T 55 25

Correction de I’Exercice 118
Retour & I’énoncé

(z+y)?

1. Comme f(z,y) = , C’est le quotient de deux fonctions polynémiales en (x,y)

(donc de classe C') dont le dénominateur ne s’annule pas sur (R%)? : elle est de classe C*
sur (R%)? et

af 1 1 T4y z+y)lr—y
?(m’y) = (7+7) - 5 = ( )2( )
z Tz Yy x 2y
et par symeétrie ? (z,y) = w Comme z et y sont supposés strictement positifs,
x Ty

les dérivées partielles s’annulent si et seulement si z = y. On a donc une demi-droite de points
critiques et f(z,z) = 4 pour tout x.

2. P est polynomiale en ¢t de degré au plus 2. le coefficient de t? est = + y non nul lorsque
(z,y) € (R%)? Comme P reste positif sur R, son discriminant A est négatif. Or

P(t) = (z +y)t* + 4t + (1 +§)

z
donc A =4(4— f(z,y)). On en déduit donc que f(z,y) < 4. La valeur 4 est atteinte lorsque
x =y, c’est donc le maximum de la fonction.

n

3. Soit Q(t) = Y <t\/ﬁ+

2
) . Comme somme de polynomes de degré 2, c’est un
k=1

1
e
n
polynéme de degré au plus 2 dont le coefficient en > vaut Zxk # 0 puisque les xx sont

k=1
strictement positifs. Ce trindme reste positif sur R aussi son discriminant A est négatif. Or

Q(t) = <Zn: xk> t* + 2nt + (zn: 1)

k=1 k=1 Tk
donc A = 4(n? — g(x1,--+ ,xn)). Ainsi g(z1,-- ,z,) < n? et on remarque que la valeur n?
est atteinte lorsque 1 = x2 = - -+ = z : c’est donc le maximum de g sur (R})".
O
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Correction de I’Exercice 119
Retour & I’énoncé

n
1.Sia= (a1, - ,an) et = (z1, - ,2n) ,Pa(x) = Zaimi est une application de classe C!
i=1

et 0;(Ps) = a;. Ainsi V(®,) = a.

2. Par définition d’une limite :
IR >0, ||z|| > R = u(x) > u(0) .

Le disque fermé de centre R centré en 0 est un fermé borné : I’application continue u y admet
donc un minimum m atteint en un point b. On a alors :

vz, ||z|| < R = u(z) > u(b) =m
et en particulier «(0) > u(b); aussi
Vz, ||z|| > R = u(z) > u(0) > u(db) =m

ce qui prouve que u(b) est un minimum absolu.

3. Il s’agit donc de prouver que pour tout a de R", il existe b tel que V(f)(b) = a.
Soit u = f — ®,. Comme différence de deux fonctions de classe C!, u est de classe C* et
V(u) = V(f) — a. u étant de classe C', elle est continue. De plus, comme |®,(z)| < ||a||||z]| :

f(z)
Vo, u(z) = f(z) — llallllz]] = [z (W — [lall
Lorsque ||z|| tend vers +o0, il en est de méme du minorant de u donc de u. Par la question
2, v admet donc un minimum atteint en un point b. u étant de classe C* sur R™, b est un
point critique de u ou le gradient s’annule ce qui prouve que V(f)(b) = a. Tout élément a a
un antécédent par V(f) : V(f) est surjective.

O

Correction de I’Exercice 120
Retour a I’énoncé

1.

a. Si M = (z,y) et A= (a1,a2), fa(M)=+/(z —a1)? + (y — az)2. Aussi comme ¢ — /t
est de classe C! sur R™*, comme composée de fonctions de classe C', fa est de classe C* en
dehors de A donc sur I'ouvert Ua = R*\ {A} et

r — ai y—ag)_m
AM ° AM /] AM

En A, fa a pour premiére application partielle fa(x,a2) = |x — a1| qui n’est pas dérivable

V() (M) = (

en ai : fa n’a pas de dérivées partielles en A; Ua est le plus grand ouvert sur lequel fa est
de classe C'.

b. f = fg + fc — fa; aussi f est de classe C' sur U = Uas N Ua N Ug ouvert comme
intersection de 3 ouverts et

B W i

YoM T AM -

V(M) = -
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En A, B ou C, deux des trois fonctions ont des dérivées partielles, la troisiéme n’en ayant
pas : aussi f n'y admet pas de dérivées partielles.

2. Comme MB > MA — AB et MC > M A — AC par inégalités triangulaires inversées,
f(M)>MA—-AB— AC

ce qui prouve que f(M) tend vers 'infini lorsque M A tend vers l'infini.
La suite de la question a déja été vue dans P’exercice précédent en question 2.
Soit £ = AB = AC, f(A) = 2¢. Par définition d’une limite, il existe R tel que

AM >R = f(M) > 2¢(.

Sur D le disque fermé centré en A de rayon R (qui est donc un fermé borné de R?), f
application continue atteint un minimum en un point My. On a alors que si M est élément
du disque, f(M) > f(Mo) et si M n’est pas élément du disque f(M) > f(A) > f(Mo); ce
qui prouve que f a un minimum en M.
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3.
— . . . .
a.Onadonc W+ ¥ +W = 0. En faisant le produit scalaire successivement avec chacun
des vecteurs, on obtient :

<UL,V >+<U, W >=-1
<UT>+<V,W>=-1
<U,W>+<V, 0 >=-1

soit < W,V >=< U, W >=< W, d >= f%. Chacun des angles (ﬁ),(ﬂ),(ﬁ) a
donc une mesure de :I:Z—ﬂ- puisque leur cosinus vaut —%.

Si (ﬂ) = ,(ﬁ) = (g,?)7 les vecteurs U et W étant unitaires, ils sont égaux et la
somme des trois vecteurs étant nulle, ¥ =24 ce qui est impossible car o ne serait plus
unitaire. On a prouvé par l'absurde que < U,V >=<TU, W > et par symétrie du probléme
les trois angles (ﬁ),(ﬁ),(ﬁ) sont égaux et valent :I:%T. 11 suffit d’écrire ’égalité
et la valeur de deux des trois angles pour obtenir le dernier.

b. En un point critique, le gradient s’annule ; aussi ¢’est un point autre que les sommets
du triangle ou

MB MC MA

B CM AM étant unitaires, d’aprés la question précédentes , on cherche
les points M tels que :

Les 3 vecteurs

(1)  (MB,MC) = (MC, —MA) = —%”
ou - -
() (MB,MC) = (MC,—MA) = 7
Etudions tout d’abord le systéme (1) (m, W) = (W, 4\?4) = —2%.
(]\ﬁ,m) = —%T est un arc de cercle C; d’extrémités B et C. G le centre de gravité

(ou isobarycentre) du triangle ABC' appartient a cet arc de cercle. C’est le symétrique par
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rapport a BC de l’arc BC du cercle C ne contenant pas A.

? ? 2
MA = —— equlvaut a( MA) = —% + 7= g C’ est un arc de cercle d’ex-
~
trémités A et C : c’est le symetrique par rapport a AC de l'arc AC du cercle C contenant B
car sur Varc AC précité, angle (M (Z MA) ? §A —= L intersection des deux arcs

(tracés en vert sur la figure) est donc vide, I'un étant intérieur au triangle et ’autre extérieur.

Passons au deuxiéme systéme : (m, m) = (W, —M;l)) = —

§ (% T est un arc de cercle d’extrémités B et C, symétrique de C; par rapport a
BC : c’est donc I’arc BC du cercle C ne contenant pas A.
48 —6 2
MA % équivaut a ( MA) g -7 = —g C’est donc 'arc AC du cercle

C contenant B. L’intersection qui définit £ est donc I’arc BmC (privé des points B et C) du
cercle C ne contenant pas A (en rouge sur la figure).

c. L’arc de cercle est paramétrable par une fonction ¢ de classe C'; en effet, si (a,b) sont
les composantes de G et R le rayon de C, on peut choisir ¢(0) = (a + Rcos(f),b+ Rsin(6))
avec ¢ < 0 < 0p (on peut ordonner ainsi 6 en choisissant bien les mesures de 6 en C et B
modulo 27) pour larc €.

Soit g(8) = f o #(6). g est de classe C* et de dérivée ¢’ (8) =< V(f)(¢(6)),¢'(9) >. Sur &, le
gradient s’annule donc ¢’ aussi : g est constante. f est donc constante sur €.

Soit M, une suite d’éléments de £ de limite C'; par exemple, M,, = ¢ (90 + @)
Comme f est continue, lim f(M,) = f(C). Or f est constante sur £, donc cette constante
est égale a f(C) = CB — CA =0 (le triangle est équilatéral).

4. Le minimum de f est obtenu soit en un point critique ot f est nulle, soit pour 'un des 3
sommets du triangle. Comme f(A) =2¢ > 0 et f(B) = f(C) = 0, le minimum de la fonction

est 0 et est atteint sur £& l’arc BC incluant les points B et C du cercle C ne contenant pas
A.
f reste donc positive , ce qui équivaut a VM € R%, M B + MC > MA avec égalité sur &’.

O

Correction de I’Exercice 121
Retour a I’énoncé
f est C' car polynomiale en (z,y) et on a immédiatement

Y a)=Pl+i) et L) =iPeri).

Ces deux dérivées partielles sont aussi polynomiales en (z,y) donc de classe C* et

a2f _ /! - 82f _ /! .
@(x,y) =P (z +iy) et aﬁyz(m,y) =—P'(z +iy)
ce qui prouve que
2 2
f 0
oxr? = Oy?

propriété qui s'énonce en les polynomes complexes sont harmoniques (de laplacien nul).
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Correction de I’Exercice 122
Retour & I’énoncé

1. Comme pour z non nul, |f(z,y)| < 22, on peut prolonger f sur axe A d’équation = 0
en posant f(0,y) = 0 pour tout y.

2. En dehors de 'axe A, par les théorémes généraux, f est de classe C*.
Etudions l'existence de dérivées partielles en (0, b).

f@.b) _ T sin (9> donc ‘f(x, b) < |z| et lim f(z,0) = 0. f admet une dérivée partielle
x x 20 T

par rapport a x en (0,b) qui vaut 0. De plus, f étant nulle en tout point de A, f admet une

dérivée partielle par rapport & y en (0,b) qui vaut 0. Ainsi f admet des dérivées partielles
en tout point de R2.

En dehors des points de ’axe %(m, y) = 2z sin (Q) — cos (Q) Le premier terme de cette
x

’ Oz

x
expression est de limite nulle comme vu précédemment. Si y est nul, le second est constant
et vaut —1 donc cette dérivée partielle n’est pas continue en (0, 0).

Si y est non nul, le second terme n’a pas de limite donc e n’est continue en aucun point
T
de 'axe A. f n’est pas de classe C' sur R

3. Par définition :
f
Jzxdy

i LOF

of _ _ ] Of 0 0= —z ot 2 _
Or 9y :vcos(x> donc ay(ac,O)— z et 6xay((),O)— 1.

Par définition :

0% f . 1o0f
L : *f
Comme les dérivées partielles de f sont nulles sur A, M(O7 0) =0.

La fonction n’étant pas de classe C2, le théoréme de Schwarz ne s’applique pas.

Correction de I’Exercice 123
Retour & I’énoncé

1. g est de la méme classe que f. Par la régle de la chaine, en posant m = (r cos(), r sin(9))

%(r, 0) = cos(0)%(m) + sin(@)g—i(m)
%(r, 0) = —rsin(ﬁ)g—i(m) + rcos(e)%(m)
Puis en réitérant et en utilisant le théoréme de Schwarz :
%(r, 0) = cos(0) (cos(@)%(m) + sin(6) 3(228];‘ (m)) + sin(0) (cos(@) 8(1252 (m) + sin(@)giyjs
= cosz(e)ﬁ(m) + 2 cos(0) sin(0) o1 (m) + sin2(0)ﬁ (m)

ox? Oyox oy?
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De méme :
0%g _ . of . . o> f 2
w(r, 0) = —rcos(8)==(m) — rsm(@)a—y(m) — rsin(0) (—r sm(@)?(m) + 7 cos(0) 950y (m)) +
. °f *f
---rcos(f) (—r sin(6) g0 (m) + Tcos(@)?(m)>
= —r cos(@)%(m) — T’Slﬂ(@)%(m) + 72 suﬁ(@)%( )

Ainsi r étant non nul

09 (r,0) + 5 0 8(r,0) = A(m) — (r cos(0) 2L (m) + rsin(e)%(m))
Ainsi : ) )
A = 29,0y + 5 0L r.0) + 5 < V() m),m >

Correction de I’Exercice 124
Retour & I’énoncé

1. On integre en = (les "constantes d’intégration" ne dépendent pas de x mais dépendent

4 3,2
L ANES g(y) avec g de classe C' sur R (pour

de y); on obtient directement f(z,y) = 1 3

que f le soit).
2. L’équation différentielle u’ = 2u s'intégre en u(x) = Ae**; en appliquant ce résultat aux
applications partielles z — f(z,y) , on obtient :

fz,y) = gy)e*”

avec ¢ de la classe de f donc de classe C'.
3. De méme, ’équation différentielle v’ = yu s’intégre en u(z) = Ae™; en appliquant ce
résultat aux applications partielles  — f(z,y) , on obtient :

flz,y) = g(y)e*™

avec g de la classe de f donc de classe C'.

4. L’équation différentielle zu’ = 2u s’intégre en u(z) = Az? ;en appliquant ce résultat aux
applications partielles x — f(z,y) , on obtient :

f(@,y) = g(y)z*

avec g de la classe de f donc de classe C'.

5. L'équation différentielle zu’ = yu s’intégre en u(z) = Az¥; en appliquant ce résultat aux
applications partielles x — f(z,y) , on obtient :

flz,y) = g(y)z”
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avec g de la classe de f donc de classe C*.

x = rcos(0)

6. La forme de U évoque un passage en polaires. On pose donc avec r > 0
y = rsin(0)
et 6 €]0, g[ et g(r,0) = f(rcos(),rsin()). En utilisant I’équation du gradient en polaires,
on obtient :
% _
or

Soit g(r,0) = r + h(0) avec h de classe C'. Comme 6 = Arctan(%), on obtient finalement :

J(y) = Ve 12 + o(2)
oll ¢ = h o Arctan est de classe C*.
7. Si f existe, f est de classe C? car ses dérivées partielles sont de classe C'. Or

0 (S00)) gy = ), _Snl) _ 0 (sl

oy \ y y? 22 " o\

Si f existe, elle ne vérifie pas le théoréme de Schwarz en étant de classe C2. Par I'absurde,
on a vérifié que ce systéme n’a pas de solution.

8. On commence comme précédemment en intégrant I’équation en x ; on obtient :

of _ _ /
ay(%,y) A )
"
ainsi g(y) = 3 + X avec A € R. D’ou :
3.3
z° +
Flay)=TFY Y
O
Correction de ’Exercice 125
Retour & I’énoncé
1. 1
a. Pour tout réel y, cosh(2y) > 1 donc ———— €]0,1] et pour tout réel z, cos(2z) €
cosh(2y)

[-1,1], aussi u(z,y) € [-1,1].
Arccos(t)

De plus, pour tout t € [—1,1], t = u ( 3

,O) donc u(R?) = [~1,1]. z est donc défini
si u(z,y) # %1, ce qui impose cos(2y) = 0 et cos(2z) = £1soit y =0et z = ]%T avec k € Z.
km
Ainsi D = R? —,0).
insi \ U( 5 ,0)

k€EZ
L’ensemble des points (z,7) tels que cos®(2z) — 1 = 0 est fermé (image réciproque de {0}
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par une application continue) ainsi que la droite y = 0. Comme intersection de deux fermés,

le complémentaire de D est fermé. Ainsi D est un ouvert de RZ.
cos 2x

cosh 2y
dont le dénominateur ne s’annule pas. z est donc de classe C? comme composée de fonctions

est le quotient de deux fonctions de classe C? sur R?

b. L’application w : (z,y) —

k
de classe C?. Par la régle de la chaine, en dehors des points my = (?ﬂ, 0), on obtient :

0z sin 22 cos 2z
il =2 F
Oz () cosh 2y <cosh Zy)
%(l” )= _2smh(2y)2(:os(2x) = ( cos 2z )
oy cosh®(2y) cosh 2y
et en recommencant :
9%z cos 2x sin? 2z
— =—4 F’ 4——"F"
5 (z,y) cosh 2y (u(z,y)) + cosh? 2y (u(z,y))
0z sinh(2y) sin(2z) sinh(2y) sin(2z) cos(2z)
[/ St Sl S 4 jnld
S 0) o e T (uta ) + AT (u(z, )
92> (cosh?(2y) — 2sinh?(2y)) cos(2x) ., sinh?(2y) cos®(2z) _,,
— =4 F 4 F
Sz @) ) (uta ) + 4% 2D B ()
2.

a. En utilisant les calculs de la premiére question et la relation cosh?(2y) —sinh?(2y) = 1 :

A2) (@, y) = oz, ) F' (u(x,y)) + Bz, y)) F" (u(z,y))

avec :
4 cos(2x) 2 8 cos(2x)
= h?(2 h?(2y) — 2sinh?(2 _—
a(z,y) Cosh3(2y) (cosh®(2y) + cosh®(2y) — 2sinh*(2y)) = - —= @)
Bz, y) = h4 (cosh2 (2y)(1 — cos®(2x)) + (cosh?(2y) — 1) cos2(2a:))
cos
4(cosh? ( y) — cos?(2z))
cosh*(2y)
2
Comme cosh?(2y) # 0, en multipliant Péquation A(z)(z,y) = 0 par %(Qy), on obtient :

(1 - U((L‘, y)Q)FN (U(CC, y)) - 2u(m, y)Fl (U(Zlf,y)) =0
soit
vt e [-1,1], 1 —t*)F"(t) — 2tF'(t) = 0.
b. En intégrant deux fois cette équation, on obtient successivement l’existence d’une
constante réelle a telle que

vt e [-1,1], (1 -)F'(t) =

puis d'une seconde constante 3 réelle telle que

vt e [—1,1], F(t) = %m (g) +8.
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Ainsi il existe un couple (o, 8) € R?, tel que pour tout couple (z,y) :

a cosh(2y) + cos(2x)
=—1 .
() 2 (cosh(2y) — cos(2x) +8
O

Correction de ’Exercice 126

Retour a ’énoncé

1. On vérifie aisément que ¢(¢,z) € A lorsque (¢,z2) € B.
T =tz

Soit (z,y) € A : cherchons ses antécédents dans B. On doit donc résoudre { i
y=t—1tz

est immédiat quet =x+y > 0et 2 = T — % Tout élément de A a un unique antécédent

t r+y
dans B donc ¢ est bijective et

¢-1<w,y>:(z+y, - )

(t,2) > tz et (t,2) + t — tz sont polynomiales en (¢, z) donc de classe C' : ¢ est de classe C*
sur B.

(z,y) — x +y est polynomiale en (z,y) donc de classe C' et (z,y) — _T_ est des une
rTy

rationnelle en (z,y) (quotient de deux fonctions polynémiales) donc de classe C' sur son
domaine de définition. Ainsi ¢~* est de classe C* sur A.

2. On utilise le changement de variables préconisé en premiére question. Soit la fonction g

définie sur B par g(t,z) = f(tz,t — tz) soit f(z,y) = g (ac—!—y, L) g est de classe C*

r+vy
comme composée de fonctions de cette classe et par la régle de la chaine avec (z,y) = ¢(t, 2)
of 99 y 9y
2L =Y Yy
of 9 0

ay (z,y) = ot (t,2) — m@(tvz)

Ainsi compte-tenu de I'expression de ¢, I’équation proposée devient
0 t
Qa—z(t, z)+2g(t,z) = (t + 2) cos (§> .

A z fixé, en posant u(t) = g(¢, 2), on a alors :

(E.) u'(t)—l—u(t):(%—i—l)cos (%) .

La solution de I’équation sans second membre est ¢ — ae™".

. L t it
Cherchons une solution particuliére de u'(t) + u(t) = (5 +1)e 7 sous la forme

vit— (at—l—b)e%. On a alors :

i

(at +b)e? + (a + (at + b)%) e

S. Sidaner 239/243 Creative Commons : ® ©



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

14+ 4)y=1 i ;
soit a(l+ 2) 2 donc a = 1 - = 2 t b= 3+ Z. La partie réelle de v est solution
a+b=1 2414 5 5
de ’équation initiale. Une solution particuliére de E, est donc
2t +3 t t—1 . t
t— z cos(g) + 5 Sm(i) .

La solution générale de ’équation en g est donc :

2 -1
t;3cos(3)+t =

g(t,2) = h(z)e™" + 5

.t
sin( 5 )
ot h est une fonction de classe C' et la solution générale de ’équation proposée est alors :

) oGty AW Tty

z+y—1 . z+vy
z 2 sin(

5 2)'

e =n )+

r+vy

Correction de ’Exercice 127

Retour a ’énoncé

1. Si M = (z,y) et A= (a1,a2), fa(M) = \/(z —a1)? + (y — a2)2. Aussi comme t — /¢
est de classe C' sur RT™*, comme composée de fonctions de classe C', fa est de classe C! en
dehors de A donc sur I'ouvert Uy = R?\ {A} et

X — ajl y—ag) m

v(fA)(M):< AM ° AM )T AM -

2. On remarque que MF? — MF"? = (z —¢)> + y*> — (z + ¢)* — y* = —4cx. Aussi :

MF + MF' = 2q <= MF — MF' = — 2% .
a
On a alors ox
MF:a— E
MF 4+ MF' =2a <
MF =a+ <
- oz
Or MF = a — = = 2“ . cxn2 - En développant les carrés
MF? = (z — :( _7)
(x—0c) 4y a——
on obtient :

C 2 2 2 2 2
(1—§)z +y°=a"—c =b
T y? cx
soit apres division par b2, — + 55 = 1. Dans cette équation, |z| < a, donc )—’ <c<a. La
a
premiére condition du systéme est donc vérifiée.
Les mémes calculs et mémes arguments en changeant ¢ en —c (qui ont méme carré), donnent

cx z? g2

' — _— _— _— =
MF_a+a <:>a2+b2 1.

On a donc bien vérifié que 'ensemble des points M vérifiant MF + MF' = 2a est Dellipse
dequation & 4 U =
équation 5 + 35 = 1.
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2

2
3. Soit la courbe £ d’équation % + Z—z = 1. Soit ¢ = Va2 — b2 et les points F' = (c,0) et
a

F’ = (—c¢,0) les foyers de cette ellipse.

\

Soit g(M) = MF+MF’—2a. € est ’ensemble des points oll g s’annule. F' et F’ n’appartenant

ME MF
pas 4 &, g est de classe C' en tout point de E et V(g)(M) = == + . Le gradient ne
MF ~ MF’
—
s’annule qu’en des points ou les vecteurs unitaires (en rouge sur la figure) M et MF sont
Vi e
4 P & S ME  MF

opposés c’est & dire sur le segment FF'. La droite F'F’ a pour équation y = 0 et ne rencontre
€ qu’aux points A = (a,0) et A’ = (—a,0) qui ne sont pas entre F' et F’. Aussi ce gradient
(en rouge épais sur la figure) est non nul en tout point de £ et est donc un vecteur normal
a la courbe; or c’est un vecteur directeur de la bissectrice (intérieure) de M F et MF'. La
tangente a Dellipse en M ( en vert sur la figure) est donc la droite orthogonale passant par
M (bissectrice extérieure).

O

Correction de I’Exercice 128
Retour a I’énoncé

1. Soit f(z,y,2) = (x +y + 2)* — 4yz. f est de classe C* car polynomiale en (z,y, z) et de
gradient 2(x +y+ 2,z +y — 2, — y + 2) qui ne s’annule qu’en O = (0,0, 0). Tous les points
de S autres que O sont donc réguliers.

Soit A = (a,b,c) un point de S autre que O. Son plan tangent a pour équation :

(ITa) (a+b+c)z+(a+b—c)y+(a—b+c)z=0.

Comme ce plan passe toujours par O ainsi que la droite D, il suffit qu’il contienne un vecteur
directeur de la droite par exemple u = (2,1, —2). u est élément de II, si et seulement si

a+5—c=0
soit a = ¢ — 5b. Comme le point A appartient a la surface, 4(c — 2b)? = 4bc soit

¢ —Bbc+4b° = (c—4b)(c—b) = 0.
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Sic=1b, A= (—4b,b,b) et le plan tangent aprés simplification par 2b # 0 est le méme pour
tous ces points (qui forment une droite) et a pour équation

(II) z+4+2y+2z2=0.

Sic=4b, A= (—b,b,4b) et le plan tangent aprés simplification par 2b # 0 est le méme pour
tous ces points (qui forment une droite) et a pour équation

(II2) 2z —2y+2=0.

Deux plans tangents a S contiennent D.

2. II; a pour vecteur normal N; = (1,2,2) et II; a pour vecteur normal N1 = (2,—-2,1) .
On remarque que leur produit scalaire < N1, No >= 0 : les deux plans sont orthogonaux et
(u, N1, N2) est une base orthogonale de R3.

O

Correction de I’Exercice 129
Retour a ’énoncé

1. Si a = 0, l'intersection de S avec le plan 2 = 0 a pour équation y? — z2 = 0; c’est donc

. . . z=0 , =0
I'union des deux droites d’équations Ag et Ap
Y=z Yy=—=z
Si a = 1, l'intersection de S avec le plan II; a pour équation y = 0. C’est la droite A;

z=0
d’équations { (c’est axe Oz).

y=0
Si a = —1, lintersection de S avec le plan II_; a pour équation z = 0. C’est la droite Ag

z=0
d’équations { (c’est axe Oy).
z=0

Sia>1,a(a—1)(a+1)+y*(@a+1)+2%(@—1) > ala—1)(a+1) > 0, 'intersection de II,
est S est donc vide.

De méme, sia < —1, a(a—1)(a+1)+(a+1)y*+(a—1)2* < ala—1)(a+1) < 0, l'intersection
de I, est S est donc vide.

Sia €]—1,0[,]0,1], les coefficients de 3 et 22 sont de signes opposés ; la constante étant non
nulle, 'intersection de I, et de S est une hyperbole.

2. En utilisant la question précédente, on voit que la surface S est dans la partie de I'espace
—1 < z < 1. Une droite incluse dans S est donc incluse dans ce méme ensemble, ce qui
impose au vecteur directeur d’avoir une premiére composante nulle. Une droite incluse dans
S doit étre contenue dans un plan d’équation z = a. Ce sont donc les 4 droites trouvées

z=0
précédemment les axes Oy et Oz et les deux droites d’équations respectives { et

y=2
rz=0
y=—z

3. Soit f(x,y,2) = x(x—1)(z+1)+y*(x+1)+2%(x—1) fonction de classe C* (car polynomiale
en (z,y, 2) et de gradient V(f)(z,y,2) = (32% — 1+ 4> + 2%,2(z + D)y, 2(z — 1)2). Vérifions

. . . 1 . .
que les points de S sont tous réguliers. Si |z| > —=, la premiére composante du gradient est

V3

. 1 . . . 1.
non nulle. Si |z] < —=, le gradient s’annule si et seulement si y = z = 0 et 2° = 3 mais ces

V3

S. Sidaner 242/243 Creative Commons : ® @



Analyse en PC ou PC* Mat’ les Ressources

points ne sont pas éléments de S.

Le plan tangent & S sera donc de la forme z = ¢ si et seulement si en ce point de S les deux
premiéres composantes du gradient sont nulles ce qui impose y = 0 et 322 — 1 + 2% = 0.
Le point étant régulier, z # 1. Comme le point appartient & la surface et que = # 1,
22 + 2 + 2% = 0. On obtient alors 22% —x — 1 = (2z + 1)(z — 1) = 0. = étant différent de 1,

1 1 1
T=-3 etzzzisoitz::l:i. ) 1 ) )
Deux points répondent a la question : ce sont les points (5, 0, 5) et (5, 0, —5).
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