Inégalités de Holder et Minkowski

N. Jacquet

Niveau : TERMINALE
Difficulté : %%
Durée : 1h30-2h

Rubrique(s) : Analyse (étude de fonctions, inégalités, intégration).

Souvent dans le secondaire, on vous demande de démontrer des égalités mais il faut com-
prendre qu’il est bien plus difficile d’obtenir des inégalités en analyse et de savoir si ces
inégalités sont optimales. Dans cet atelier vous verrez que cela demande quelquefois beau-
coup de travail ...

La petite histoire...

Les inégalités de Holder et Minkowski sont fondamentales en analyse moderne notamment
dans ’étude numérique de systémes physiques (évaluer des incertitudes par exemple).

Si Otto Ludwig Holder (1859-1937) a vraiment travaillé sur la démonstration de ce type
d’inégalité et ’étude de la norme et des espaces vectoriels associés, 'inégalité de Minkowski
a été ainsi nommeée en ’honneur de Hermann Minkowski (1864-1909) sans que celui-ci n’ait
pris part & son établissement. Quant aux travaux de Minkowski, ils ont été utiles pour le
développement de la théorie de la relativité générale d’un certain Albert Einstein (1879-1955)
qui fut P'un de ses éléves & Zurich.

Monsieur et Madame
Tédeholderetminkowski ont deuz filles. ..

Exercice 1.
Voici quelques rappels sur la fonction puissance. Pour o € R et pour z € R , on

aln(x)

note z¢ le réel e . On appelle fonction puissance «, la fonction définie sur

% par x — x%. Cette fonction est continue, dérivable et strictement positive
sur R% et on a : Vo € RY, %xa = az® L.
De plus pour tout «, 3 € R, et pour tout z, y € R}. On a

(i) 1/z% =z~

(1) xy™ = (zy)®.
(iii) 2P = xoFh.

(iv) ()8 = 28,
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(v) In(z®) = alnz.
Pour « strictement positif, cette fonction est strictement croissante. On a par

ailleurs : 1iril x® = +o00. D’autre part, on peut prolonger cette fonction par
T—r+00

continuité en zéro en lui attribuant la valeur zéro (autrement dit 0% = 0).

Toutes ces propriétés se retrouvent en repassant & chaque fois par I'expression
e In(z)

1. Montrer par un calcul simple, que pour tous nombres réels positifs x et y,
on a :

zy < S (2 + 7).

| =

2. Nous allons généraliser la relation précédente & d’autres puissances. Soient
p et ¢ deux nombres réels strictement positifs tels que % + % =1.

a. Montrer que : p > 1.

b. Montrer que pour tout (z,y) € (Ry)?, xy < %x” + éyq.

3. Soient p et g deux nombres réels strictement positifs tels que }D + é = 1.

Soient x1,...,Tpn, Y1, ..., Yn des nombres réels, ol n est un entier naturel non
nul.

a. Montrer que pour tous nombres réels ti,...,t,, on a : [t; + ... + t,| <
[t1] + ... + [tnl-

b. Montrer que

21 ot gl | ] et [l
|x1y1 + oo + Zpyn| < 1] . £ I |y1| : |Yn| ’

c. Montrer que :

Y e G W e i
+— :
pX q

VAERY, 151 + o + Tnyn| < NP

d. Choisir judicieusement A pour avoir
1 1
lz1y1 + - oo F 2yl < (|21P + o4 znP) P (Jyi|? + - yn]D) e .

Cette derniére inégalité est appelée inégalité de Holder.

4. Soient X1, ..., Tn , Y1, ..., Yn des réels, ot n est dans N* et soit p dans |1, +oo].
a. Montrer que pour tout k& dans [1,n], on a :

|2k + yil? < |zilloe + yelP™" + yelloe + yeP
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b. Montrer que

n n
S oulloe + ! < (zm\p)
k=1 k=1

1

3=

n
(z - y>
k=1

et

[un

1

2

n n
S gl + el < (Z\ykm)
k=1

k=1

n
(Z |2k + yk\p>
k=1

c. En déduire l'inégalité de Minkowski :

B =
3 =

(21 + 91 + o an + 9al)? < (@17 + o+ 2 l)? + (3l + o+ [ynl?)7

5. Soit p €]1,+o0o[ et n € N*. Soient 1, z9, ..., z, dans R, on note

B =

11, s zn)llp = (l2af” + - 4 f2n]”)

et ||(z1, ..., Zn)||oo 1a plus grande valeur parmi les réels |z1], |z2], ..., |Zn]-
a. Montrer que

1
\V/p 6]17+OO[7 ||(ZL‘17 ,l‘n)Hoo < ||(l‘1, 77371)“10 < 7’Lp||(l‘1, 77311)“00

b. En déduire

pli)gl_loo ”(%1, ) xn)Hp'

6. Soient (p,q) € (R%)? tels que 1/p +1/q = 1. Soient (a,b) € R?, avec a < b.
Soient f et g deux fonctions définies sur [a; ] continues.

a. Montrer que : V/\E]R*,/ |fg\</ [fIP+ /|9’q~

b
b. Montrerquesmna/ f\p—Oou/ lg|* =0, alorson a |fg\ =0.

c. En déduire pour A bien choisi 'inégalité de Hdolder :

INZE (/:|f|f?)’l’ (/@bw)é

d. Montrer que :

/ablfllerg\p‘l < (/ab|f|p); (/ab|f+g|p)l_;
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et

/ab\gufmp-l < (/ab\mp)’l’ (/ab\fwrp)l;

e. En déduire l'inégalité de Minkowski :

(/abrpr)’l’ < (/:rfp>’l’+ (/abrgrp)’l’
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Indications

Indications sur I’Exercice 1

1. Utiliser (z — y)? > 0.

2.b. Fixer y et étudier la fonction x — %xp + %yq — zy sur R4.

3.a. Montrer ceci par récurrence.

3.c. Remplacer dans 'inégalité précédente les x; par Ax; et les y; par %yi.
3.d. Faire en sorte d’avoir A?(|z1[” + ... + |zn[?) = 35 (Jy1|? + ... + |yn|%).
4.a. Remarquer que |z + yr|” = |z + kP ek + gkl

4.b. Pour la premiére inégalité, utiliser 'inégalité de Holder avec ¢ = p%l et les réels
[z1], ..., [0 €t 21 + 1P o |2 + yaP

5.a. Pour l'inégalité de droite majorer tous les |z;| par |[(z1, ..., Zn )] oo-
6.a. Utiliser 2)b), avec (Af, +9).

6.b. Reprendre I'inégalité précédente et faire tendre \ vers +oo ou 0.

6.c. Choisir A tel que l'on ait AP fab IfIP =71 fab lgl?.
6.d. Utiliser 'inégalité de Holder.
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Corrections

Correction de I’Exercice 1
1.Ona (z—y)? >0,ie z?+y*>—2xy > 0, soit encore 2zy < 2 +4°, d’oit zy < %(:102 +y?).
2.a. On a % + % = 1. Comme ¢ est strictement positif, ceci implique que % < 1. Par stricte
décroissance de la fonction inverse sur R}, on obtient bien p > 1.

b. On fixe y € R4 quelconque et on étudie la fonction f : z — % P + % y? —xy sur Ry. Si
y est nul, cette fonction est toujours positive. Supposons que y soit dans R . Cette fonction
est dérivable sur R} et on a

vz eR},  fl(x)=a""" -y,
y étant considéré comme une constante.

Puisque p > 1, la fonction z — P! est strictement croissante sur R% et donc f/ est aussi

1 .
strictement croissante sur ce méme intervalle. f’ s’annulant en y»-1, on obtient le tableau
de variations suivant :

T 0 yﬁ +o00
f'@ ] - 0
f =
f(x)
o)

Or % =1- % = %, donc g = ﬁ. Par conséquent
1 7T 1 1 _p_
f(y”’l) = YTy = Ly T =yt T =y gt =0,

Ainsi, sur Ry la fonction f admet un minimum qui vaut zéro, ce qui assure que f est positive

sur Ry. On a donc pour tout (z,y) € (R4)?, %

:rp—|—% y?—xy > 0, soit encore % :cp—|—§ y? > xy.
3.a. Montrons ceci par récurrence.

Soit P(n) la proposition : pour tous nombres réels t1, ... ,tn, on a |t1 +...+tn| < [t1]+...4|tn].
P(1) est évidente.

Nous n’avons pas besoin de montrer que P(2) est vraie pour initialiser la récurrence puisque
nous avons montré que P(1) est vraie. Cependant, au cours de la démonstration de 1’héré-
dité, nous aurons besoin d’utiliser le résultat pour P(2). Aussi faisons-nous la preuve dés
maintenant.

Montrons P(2). Soient t1, t2 deux nombres réels. On a t1t2 < |t1t2| = |t1]|t2|. Par conséquent,
]+ 15 + 201ty <] + 15 + 2[ta[t2] = 61| + [t2]® + 2/t [t2.

On a donc prouvé que (t1 +t2)? < (|t1] + |t2|). Par la croissance de la fonction racine, ceci
nous donne l'inégalité \/(t1 + t2)2 < \/(Jt1] + [t2])2 et donc |ty +ta| < |[t1] + [t2|| = [t1]|+]|t2].
Soit n € N* et supposons que P(n) est satisfaite. Montrons P(n + 1). Soient t1, ..., tn+1 des

nombres réels.
Onpose u = t1+...4+tn. On a t1+...4tn+tnt1]| = |uttnt1]| < |u|+|tnt1], grace A P(2). Grace
aP(n),ona |ul < |ti]4...4|tn]. On arrive ainsi a [t1+... +tn +tngi| < |t1|+...+|tn]|+ tnt1],
d’ott P(n+ 1), ce qui achéve la récurrence.

b. On sait que |[z1y1 + ... + Toyn| < |z131] + o + |[T0Yn| = |z1]|Y1| + ... + |2Zn]|yn|. Par
ol el

ailleurs, pour tout k € [1,n], on a |zx||yx| <
q
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On obtient donc |z1||yi| + ... + |zn]|lyn| < d’ou le

al? ot lanl? [l + e gl
p )

q
résultat.

c. En remplacant dans I'inégalité précédente les x; par Az; et les y; par %yi, on obtient :

[Z1y1 + ... + Tnyn|

‘(Am) Gyl) +o ot Ozn) <;\yn>‘

o1+t Pl |$o|" + -+ | 5un|’

p
yelzl” 4 |z + L |y + o yal?
p e q '

On peut donc conclure que

Bt fal? Ll gl

nUn| <
|11 + .. + Tayn| < e p

d. Si tous les z; ou tous les y; sont nuls, alors 'inégalité de Holder est immédiate. Sup-

posons que tous les z; ne sont pas nuls et que tous les y; ne sont pas nuls.

P p q aq
Pour transformer la somme des deux termes A7 %1l +;HI"| + 5= lya] +';}'+|y"‘ en un seul

terme, nous allons utiliser la relation * + X = 1. Mais pour pouvoir utiliser ceci, nous allons
choisir A de sorte que N°(|z1]” + ... + [zn]?) = 35 (Jy1|? + ... 4+ |yn|?). Autrement dit, on pose

yera T Ayl oy (] )P
21?4 oo | (Joa]P + .. + Jan|P) 7¥a

T
-
Ptaq

Vu que l'on a supposé que tous les x; ne sont pas nuls et que tous les y; ne sont pas nuls,
alors |z1]P + ... + |zn|? et |y1|P + ... + |yn|P sont strictement positifs et A est bien défini et
strictement positif. En remplagant dans 'inégalité, on arrive a

1YL + oo+ Tayn] < (\yuu A lyn] ) 7 (Je1 [P e )T

1 9q 1——9_
5(\w1|” + ot ) PF (] 4 ] ) TP
. p _ p _1 — l A 1 a1
Mais nous savons que o pa T3 . De méme, on montre facilement que >ts 5
Enfin,ona 1l - -+ = -2 7—et de memel——fl.On obtient donc
p+q p+q p+q P

Q=

1 1 1
11 + ] < (5 n 5) (21l + oo [2al?)® (117 4 o+ [ga]9)
1 1
= (@1 4 ot [2al?) S (] o+ gl
4.a. Soit k € [1,n]. On a \ﬂﬁk +yk|p = |2k + yelP ok 4+ yi] < ka + yeP 7 (|2k] + lys])-

b. Soit g € R* tel que = + = =1, ce qui revient a poser q = . Grace a l'inégalité de
Holder appliquée a |z1], .. |xn| et |z1 + 1Pt o |0+ yn|Pt on peut écrire

1 1
n
> lzellan + gl < (Zmp > <Z$k+yk|(p 1)(1>
k=1

Or, (p—1)g=pet 1— % = %, ce qui nous donne la premiére inégalité. La deuxiéme s’obtient
de la méme maniére en échangeant les roles des x; et des y;.
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c. En sommant les deux inégalités précédentes et en utilisant la question 4.a), on arrive a

1 _1
|21 4+ 1P + oo 4 |20+ ynl” < (21 + oo+ 20D 7 (21 + 01 |P 4 o+ |T0 +ya|P) 7
1 _1
+ (P + o+ yaP)? (20 + 31 P + o 4 2 +yal?) 7,
et donc

_1
lzr + 1P + oo 4 |20+ ynl” < (21 + 017 + o+ |20 +yalP) TP

1 1
X (21l + o 2al?) 7+ (g2l + o+ ynlP)? )

Sifz1 + y1|? + ... + |zn + yn|P = 0, alors I'inégalité voulue est immédiate. Sinon, on peut
1

diviser 'inégalité précédente par (|z1 +y1|? + ... + |zn + yn|p)1_5 pour obtenir I'inégalité

de Minkowski.

5.a. Soit p €]1;4+00[. Comme |[[(z1,...,%n)|lco est la plus grande valeur parmi les réels

|z1], |22, ..., |2n]|, on a alors pour tout ¢ € [1,n] linégalité |z;| < ||(z1,...,Zn)||co. Ainsi

on a

w1+ tzal” < @, wn)lle + (@1, 2n) 1S + o 4 (@1, ) 15 = nll(21, -0 20) IS

n fois

1
On a donc : ||(z1, ..., zn)|lp < n?||(z1, ..., Zn) | co-
D’autre part soit ip l'indice correspondant au réel le plus grand parmi |z1],|z2], ..., |Zn]|.
Comme tous ces réels sont positifs, on a :

[21]” 4 [l > fig |7 = [[(21; 0 ) G-

On obtient donc : ||(z1, ..., Zn)||oo < |[(z1, ..., Tn)]lp-
1 1 1
b. Pour tout p dans ]1;+oc], on a n¥ = er ™™ et donc 11111 nr = ¢ = 1. Par
p—+o0

encadrement on obtient donc : (1, ey ) |lp = (@1, ooy Tn) [ 0o

lim ||
p——+oo
6.a. Pour z quelconque de [a, b], on a grace a la question 2.b) appliquée & (A|f ()|, 3 |g(z))
la relation

AP p ATY q
|f(z)g(x)] < ;If(w)l + Tlg(fv)l :
On obtient le résultat voulu en passant aux intégrales dans cette derniére inégalité.

b. Sionafab\ﬂp =0,alorsona:VAeR", 0< ff\fg\ < ?ff |g|q.Or0na)\lir4r_1 ATl =

. b . b - .

0. Ainsi par encadrement on a [ |fg| = 0. Si on a [ |g|? = 0, alors on utilise le méme
a a

raisonnement, mais en faisant tendre A vers 0 par valeurs supérieures.

b P b q
c. Sion a fab\f|p = 0 alors on a (/ |f|p> (/ \g|q> = 0 et grace a la question

précédente, on a ff |fg| = 0, d’oti 'ingalité de Holder. On a la méme chose si on a fab lg|? = 0.
Supposons que ’on ait fab |f|P #0 et f: || # 0. Choisissons A pour avoir

b b
AP/ TG :A*Q/ ol
1

pta _ S0 lgl? ) s _(fablg\q)m
AN =gy Qo A= (G )

Ceci revient a avoir
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qui est strictement positif. En remplagant dans la relation de la question précédente, on a :

foi(f (i)™ () ()™

Oron a = ﬁ . De méme on a = %. Par conséquent l'inégalité précédente
» 1

+q +q

Lomss (L) (L) (o) (L)
(L) (L)

d. Soit g vérifiant 1/p+1/q = 1 soit ¢ = p/(p — 1). Grace a l'inégalité de Holder pour les
fonction |f| et |f +g[P~", on a

devient :

1

/ab\fl\erg\”’l < (/:|f|*’); (/;Ufﬂm’”)q)g
soit :
/ablfllf+g|”’1 < (/:|f|P)’1’ (/:Iergl(P’”q) s (/ab|f|P)’1’ (/abergIP)l_

L’autre inégalité se montre de la méme maniére en échangeant le role de f et g.
e. On a:

b b b b b
/ gl = / Frallfrgl < / (If1+1gllf+al"~Y) = / Il / gl F P,

Gréace a la question précédente, on a

[|fw|ﬁg([|f|ﬂf(/ab|f1+g|*’)l ;+(/ |g|P) (f |f+g|”) B
/abf+gp§<(/abf|p>p+</ o)’ )(/ |f+g|"> E
/abf+g”§((/lbflp>;+<Lblgp>é> ([l1r+ar)

Si f: |f + g|?” est nul, 'inégalité de Minkowski est immédiate car

([e) ([ o)

1—1
est positif, sinon en divisant par (f; If + g|P) ? les deux membres de I'inégalité précédente,

On a donc

on obtient de nouveau l'inégalité de Minkowski. O
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